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  چکیده

این تحقیق پانل   ،در  آزاد  ارتعاشات  از یک یک مدل تحلیلی به منظور بررسی  ارائه می شود.  با هسته مشبک  های ساندویچی مخروطی 

گردد. در این روش، هسته ها استفاده میکننده سازی جدید برای محاسبه پارامترهای سفتی معادل تقویتتقریبی معادل  -روش تحلیلی

شوند که قابلیت  ها )هسته( به صورت تیر در نظر گرفته میکننده شود. تقویتسازی میمشبک با یک پوسته مخروطی کامپوزیتی معادل

باشند. برای این منظور، در ابتدا با استفاده از آنالیز نیرو و ممان بر روی یک سلول  می  های خمشی علاوه بر بار محوری را داراتحمل ممان

تقویت معادل  پارامترهای سفتی  تعیین میکنندهواحد،  با سفتیها  به سفتی کل سازه،  دستیابی  منظور  به  و سپس  پوستهشوند  ها  های 

های طبیعی دانل، معادلات حاکم بر پوسته ساندویچی استخراج و فرکانسشوند. با استفاده از روش گالرکین و تئوری کلاسیک  جمع می

شود. مقایسه بعدی نیز در نرم افزار آباکوس ساخته میآیند. به منظور اعتبار سنجی نتایج، یک مدل اجزای محدود سهارتعاش به دست می

های ساندویچی مخروطی با هسته رای بررسی ارتعاشات سازه نتایج توافق خوبی را نشان داد و اثبات کرد که مدل تحلیلی، از دقت کافی ب

 تواند به عنوان مبنایی برای مطالعات آتی مورد استفاده قرار گیرد.داراست. نتایج حاضر جدید بوده و میبرخورمشبک 
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Abstract 

In this study, an analytical model was presented for investigating the free vibrations of sandwich conical 

shells with lattice cores. A novel smeared method was employed to determine the stiffness contribution of 
the stiffeners. In this approach, the lattice core was approximated with an equivalent composite conical 

shell. The stiffeners were considered as a beam which support the shear loads and bending moments in 

addition to the axial loads. For this purpose, the stiffness contribution due to the stiffeners was firstly 
determined through the forces and moments analysis of a unit cell and then superimposed with those of 

the inner and outer skins in order to obtain the stiffness parameters of the whole structure. The governing 
equations were deduced using the classical shell theory of Donnell type and Galerkin method. In order to 

validate the analytical results, a 3-D finite element model was also created using ABAQUS software. 

Comparison of the results, revealed good agreements between the two approaches and demonstrated that 
the proposed analytical model is qualified enough to investigate the free vibrational behavior of sandwich 

conical shells with lattice cores. Results given are novel and can be used as a benchmark for future 

studies 

 

 مقدمه 1- 

تشکیلپوسته اجزای  مهمترین  از  یکی  مخروطی  سازههای  های   دهنده 

باشند. سبکی وزن و قابلیت  عمران و هوافضا می  مورداستفاده در صنایع هوایی،

ها به طور گسترده در  تحمل نیروی بالا این امکان را فراهم آورده که این سازه

پوستههای  زمینه قرارگیرند.  استفاده  مورد  مهندسی  مخروطی  مختلف  های 

گیرند و این سبب شده که بررسی رفتار  اغلب تحت بارهای دینامیکی قرار می

ویژه اهمیت  از  آنها  مواد  ارتعاشی  پیدایش  همچنین،  باشد.  برخوردار  ای 

  های مشبک کامپوزیتی جایگزین کامپوزیتی با کارایی زیاد باعث شده تا پوسته

شده  های تقویتشده با مواد سنتی باشند. سازههای تقویتمناسبی برای سازه

وتقویت پوسته  از  متشکل  میکامپوزیتی  که  تیر(  صورت  )به  در  کننده  تواند 
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دوطرف پوسته قرار گیرد باعث افزایش چشمگیری در مقاومت و سفتی سازه  

کن می ایجاد  آن  وزن  در  توجهی  قابل  افزایش  اینکه  بدون  سازهشود  های  د. 

قابلیت همزمان  طور  به  کامپوزیتی  سازهمشبک  و  های  ساده  کامپوزیتی  های 

ها  های مشبک را دارند. آنچه که باعث استفاده گسترده از این نوع سازهسازه

بار در وزن محدود می باشد.  شده نسبت مقاومت به وزن بالا و قابلیت تحمل 

-شده ایجاد میه به سازه تقویتهای ساندویچی با اضافه کردن یک پوستسازه

تقویت که  نحوی  به  پوستهکنندهشوند  بین  در  به  ها  توجه  با  گیرند.  قرار  ها 

بالای تستاهمیت این سازه ارائه یک مدل  ها و همچنین هزینه  های تجربی، 

سازه این  رفتار  بتواند  که  بارگذاریتحلیلی  تحت  را  ویژه  ها  به  مختلف  های 

انجام  دینامیکی بررسی   بالایی برخوردار است. اکثر تحقیقات  کند، از اهمیت 

تقویتشده بر روی رفتار مکانیکی پوسته به تقویتهای  -کنندهشده، محدود 

-کنندهشده با تقویتهای تقویتهای متعامد بوده و تحقیقات کمتری به سازه

ارئه  اند. برهمین اساس، کیدانه و همکاران با  های مورب )ریب( اختصاص یافته 

های  کنندهای مشبک با تقویتهای استوانهیک مدل تحلیلی بار کمانش پوسته

مورب را به دست آوردند و نتایج حاصل از تحلیل را با نتایج تجربی و عددی   

[ کردند  استوانه[.  1مقایسه  روی  تجربی  بررسی  رحیمی  و  های  یزدانی 

تقویت  ]کامپوزیتی  دادند  انجام  ونوع  آنها    .[2شده  ریب  تعداد  تاثیر  همچنین 

استوانه های  سازه  کمانش  روی  بررسی  شبکه  مورد  مشبک  دادندای   قرار 

کننده ها را  و همکاران همچنین اثر تغییر سطح مقطع تقویت  [. رحیمی3،4]

[ دادند  انجام  مشبک  استوانه  کمانش  رفتار  [.  5روی  همکاران  و  رحیمی 

ل کیدانه را مورد بررسی قرار دادند و  شده بر مبنای مد ارتعاشی استوانه تقویت

تکیه شرایط  فرکانس برای  مختلف  دست  گاهی  به  سازه  ارتعاش  طبیعی  های 

ریب زاویه  که  نتیجه رسیدند  این  به  و  فرکانسآوردند  در  تاثیر ها  بالاتر  های 

مشخصه بر  ] بسزایی  دارد  ارتعاشی  توسعه    [.6های  با  همکاران  و  نژاد  همت 

مدل کیدانه و در نظر گرفتن اثرات برشی خارج از صفحه و خمش، ارتعاشات  

شده کامپوزیتی را بر مبنای تئوری تنش برشی مرتبه اول  آزاد استوانه تقویت

ارتعاشات سازه   فرکانس  که  نتیجه رسیدند  این  به  و  دادند  قرار  بررسی  مورد 

تقویت تقویت از سازه  در ضخامتشده  و  نشده  است  بیشتر  پوسته  پایین  های 

به این دلیل است که   اثر مهمی روی فرکانس طبیعی دارد. این امر  ضخامت 

تقویتدر ضخامت اثر وجود ساختار  افزایش سفتی سازه در  اثر  پایین،  -های 

[. همت نژاد و همکاران آنالیز تحلیلی، تجربی و عددی  7کننده بیشتر است ]

آزاد   استوانه ارتعاشات  تقویتپوسته  و  ای  قراردادند  مطالعه  مورد  را  شده 

[.  8تغییرات ضخامت و شرایط تکیه گاهی مختلف را مورد بررسی قرار دادند ]

اجزای محدود  نتایج روش  با  تحلیلی  نتایج روش  داده 1مقایسه  نیز  به  و  های 

نمونه روی  بر  تجربی  مودال  آنالیز  انجام  از  آمده  بدست  شده  ساخته  ه  های 

قاسمی و    کمک دستگاه پیچش الیاف، حاکی از دقت قابل قبول این مدل بود.

را   مشبک  مخروطی  پوسته  کمانشی  رفتار  بر  موثر  پارامترهای  همکاران 

قرار دادند ] برشی مرتبه اول مورد بررسی  [. زارعی و  9برمبنای تئوری تنش 

پوسته ارتعاشات  مطالعه  به  دقیق  حل  روش  از  استفاده  با  ی  هارحیمی 

تقویت  تقویت کامپوزیتی  با  دوار  اثر   کنندهشده  و  پرداخته  مارپیچی  های 

بهینه مورد بررسی قرار دادند ] برای حالات  اینکه  10ضخامت پوسته را  با   .]

ای وجود دارد، مطالعات کمتری به  های استوانهمقالات زیادی در زمینه پوسته

ها از مواد مدرج  پوسته و ریباند و در بیشتر آنها  های مخروطی پرداختهسازه

تقویت 2تابعی  و  میکنندهتشکیل شده  محیطی  و  به صورت طولی  باشند.   ها 

-ارتعاشات آزاد پوسته مخروطی مشبک با تقویت  همکاران و لبی توتی طا

 
1 Finite element method 
2 Functionally graded material (FGM) 

[. دانشجو و  11،12های متعامد را با استفاده از روش مجزا انجام دادند ]کننده

شده مخروطی دوار  را مورد مطالعه قرار  های تقویتپوستههمکاران ارتعاشات  

قرار   بحرانی مورد مطالعه  روی فرکانس  بر  را  پارامترهای مختلف  اثر  و  دادند 

[ پوسته13دادند  کمانش   روی  بر  را  الیاف  زاویه  اثر  وهمکاران  نادری  های  [. 

  [. زارعی و رحیمی ارتعاشات مخروط کامپوزیتی14مخروطی بررسی کردند ]

مطالعه   با  را  طراحی  مهم  پارامترهای  اثر  و  داده  قرار  مطالعه  مورد  را  مشبک 

به پوسته تقویت  .[15پارامتری بررسی نمودند ] شده به  با افزودن یک پوسته 

تقویت که  ساندویچی  طوری  پوسته  گیرند  قرار  پوسته  این  مابین  ها  کننده 

به وزن سازه  شود که سفتی بیشتری در کمانش و ارتعاشات نسبایجاد می ت 

هایی به منظور استخراج سفتی جهت بررسی  [. به همین دلیل روش16دارد ]

[ است  شده  ارائه  ها  سازه  گونه  این  ارتعاشی   و  کمانشی  این  17رفتار  در   .]

ماتریس استخراج  منظور  به  تحلیلی  مدلی  توسعه  هدف  سفتی  تحقیق  های 

تحلیل رفتا کنندهتقویت نتیجه کل سازه جهت  و در  پوستهها  ارتعاشی  های  ر 

می مشبک  هسته  حاوی  ساندویچی  فرمولمخروطی  مساله  باشد.  بندی 

 استخراج شده است. 3و به کمک روش گالرکین تئوری پوسته دانل  براساس  

سنجیده   4آباکوس افزار  سپس دقت مدل تحلیلی با مقایسه با نتایج عددی نرم 

ارا می جدیدی  نتایج  میشود.  می  شود ئه  جهت  که  مبنایی  عنوان  به  توانند 

 مطالعات آینده در نظر گرفته شوند.

 

 سازیروش معادل2-

 کنندهتقویت -آنالیز سطح مشترک پوسته 1-2-

دهد. با  کننده را نشان میسیستم مختصات قرار گرفته بر روی تقویت  1شکل  

نیرو در  کننده برای آنالیز ممان و  ها و تقویت، مجموعه پوسته2 توجه به شکل

شود. در ابتدا فرض می شود که سازه تحت خمش خالص قرار  نظر گرفته می

بر  می محوری  نیروی  بایستی  خنثی،  آوردن سطح  دست  به  منظور  به  گیرد. 

از روابط   استفاده  با  بنابراین  باشد.  برابر صفر  روی سطح تحت خمش خالص 

 زیر سطح خنثی بدست می آید 

∫ 𝜎𝑙𝑑𝐴 
𝐴

= ∫ 𝜎𝑓1𝑑𝐴 
𝐴𝑓1

+∫ 𝜎𝑠𝑡𝑑𝐴 
𝐴𝑐

+∫ 𝜎𝑓1𝑑𝐴 
𝐴𝑓2

= 0 

∫ 𝐸𝑓2𝜅𝑙𝑧𝑑𝑧 
−ℎ0

(−ℎ0−𝑡2)

+∫ 𝐸𝑐𝜅𝑙𝑧𝑑𝑧 
(ℎ𝑐−ℎ0)

−ℎ0

 

+∫ 𝐸𝑓1𝜅𝑙𝑧𝑑𝑧 
(𝑡1+ℎ𝑐−ℎ0)

(ℎ𝑠𝑡−ℎ0)

= 0 

(1) 

دهنده انحنا  نشان 𝜅𝑙ها و  کنندهنشان دهنده جهت طولی تقویت 𝑙که در آن  

می تقویت سادهکنندها  با  بالا،  باشد.  معادلات  به  سازی  خنثی  سطح  مکان 

 آید صورت زیر به دست می

 

 
3 Galerkin method 
4 ABAQUS 

(2) 
ℎ0 =

−𝐸𝑓2𝑡2
2 + 𝐸𝑐ℎ𝑐

2 + 2𝐸𝑓1𝑡1ℎ𝑐 + 𝐸𝑓1𝑡1
2

2(𝐸𝑓1𝑡2 + 𝐸𝑓2𝑡1 + 𝐸𝑐ℎ𝑐)
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آن   تقویت 𝐸𝑓2و   𝐸𝑐  ،𝐸𝑓1که در  به  مربوط  یانگ  ترتیب مدول  ها،  کنندهبه 

 باشند. پوسته داخلی و پوسته خارجی می 

 

 

Fig. 1 sandwich conical shell with lattice core   
       نمایی از پوسته ساندویچی مخروطی  با هسته مشبک 1شکل 

  

 
Fig. 2 Interfacing area and neutral surface  

 سطح مقطع پوسته ساندویچی و موقعیت سطح خنثی  2شکل 

  

 

تقویت که  شود  می  فرض  تحقیق،  این  پوستهکنندهدر  و  خواص  ها  دارای  ها 

 شود به صورت زیر ساده می 2بنابراین رابطه    .باشندمکانیکی مشابه می

(3) 
ℎ0 =

𝑡1 − 𝑡2+ℎ𝑐
2

=
ℎ𝑐 − Δ𝑡

2
 , Δ𝑡 = 𝑡2 − 𝑡1 

درآن   پوسته    𝑡2و   𝑡1که  ضخامت  ترتیب  است.به  خارجی  و  داخلی   های 

العمل  هنگامی که سازه ساندویچی تحت خمش خالص قرار می گیرند، عکس

 ممان مربوط به تقویت کننده ها عبارت است از:

 

(4) 
𝑀𝑏 = ∫ 𝑏ℎ𝑧𝜎𝑙𝑑𝑧

ℎ𝑐+Δ𝑡

2

−
ℎ𝑐−Δ𝑡

2

= ∫ 𝐸𝑐𝑏ℎ𝑧𝜅𝑙𝑧𝑑𝑧 =

ℎ𝑐+Δ𝑡

2

−
ℎ𝑐−Δ𝑡

2

 

𝐸𝑐𝐼𝑐𝜅𝑙 + 𝐸𝑐𝐴𝑐𝜅𝑙
Δ𝑡

4

2

 

 

آن  در  ممان   𝐼𝑐و   𝑏ℎ، ℎ𝑐    ،𝐴𝑐که  و  مقطع  سطح  پهنا،  ارتفاع،  ترتیب  به 

-باشند. همچنین انحنای مربوط به تقویتها می کنندهاینرسی مربط به تقویت

ها در راستای طولی به وسیله رابطه زیر در مختصات مخروطی بیان می  کننده

 شود

(5) 𝜅𝑙 = 𝜅𝑥𝑐
2 + 𝜅𝑥𝜃𝑠𝑐 + 𝜅𝜃  

یا   )کششی  محوری  نیروی  تحت  ساندویچی  سازه  که  شود  می  فرض  حال 

تقویت در  العمل  عکس  ممان  صورت  این  در  گیرد،  قرار  با  کنندهفشاری(  ها 

 توجه به سطح خنثی به صورت زیر محاسبه می شود  

 
(6)    

𝑀𝑎 = ∫ 𝑏ℎ𝑧𝜎𝑠𝑡𝑑𝑧
ℎ𝑠𝑡−ℎ0

−ℎ0

= ∫ 𝐸𝑠𝑡𝑏ℎ𝜀𝑙
0𝑧𝑑𝑧

ℎ𝑠𝑡−ℎ0

−ℎ0

 

= 𝐸𝑠𝑡𝐴𝑠𝑡𝜀𝑙
0 (
ℎ𝑠𝑡
2
− ℎ0) 

 

تقویت کل ممان عکس به  با مجموع ممانکنندهالعمل مربوط  برابر است  -ها 

-های ناشی از خمش خالص و نیروی محوری که  به صورت زیر محاسبه می

 شود

 

(7) 
𝑀 = 𝑀𝑎 +𝑀𝑏 = 𝐸𝑐𝐼𝑐𝜅𝑙 + 𝐸𝑐𝐴𝑐𝜀𝑙

0
Δ𝑡

2
+ 𝐸𝑐𝐴𝑐𝜅𝑙

Δ𝑡

4

2

 

ناشی   که  العمل  عکس  نیروی  ترتیب،  همین  و  به  خمشی  بارگذاری  از 

 محوری است به صورت زیر قابل محاسبه است 

 
 

(8) 
𝐹 = ∫ 𝑏ℎ𝜎𝑐𝑑𝑧

ℎ𝑐−ℎ0

−ℎ0

= ∫ 𝐸𝑐𝑏ℎ(𝜀𝑙
0 + 𝑧𝜅𝑙)𝑑𝑧 =

ℎ𝑐−ℎ0

−ℎ0

 

𝐸𝑐𝐴𝑐𝜀𝑙
0 + 𝐸𝑐𝐴𝑐𝜅𝑙

Δ𝑡

2
 

 

 آنالیز نیرویی و گشتاوری سلول واحد 2-2-

 

ممان و  شکل  نیروها  با  مطابق  واحد  سلول  یک  در  هسته  به  مربوط    3های 

نیروها در راستای تقویت های عمود بر  ها و ممانکنندهنشان داده شده است. 

 آیند ها به صورت زیر بدست میتقویت کننده

 

(9) 

𝐹1 = 𝐾1𝜀𝑙
0(𝜑) + 𝐾2𝜅𝑙(𝜑) 

𝐹2 = 𝐾1𝜀𝑙
0(−𝜑) + 𝐾2𝜅𝑙(−𝜑) 

 𝑀1 = 𝐾2𝜀𝑙
0(𝜑) + 𝐾3𝜅𝑙(𝜑) 

𝑀2 = 𝐾2𝜀𝑙
0(−𝜑) + 𝐾3𝜅𝑙(−𝜑) 

 که در آن 

𝐾1 = 𝐸𝑐𝐴𝑐 

𝐾2 = 𝐸𝑐𝐴𝑐
Δ𝑡

2
 

𝐾3 = 𝐸𝑐𝐼𝑐 + 𝐸𝑐𝐴𝑐
Δ𝑡

4

2
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b- ب a-الف 

Fig. 3 Force (a) and moment (b) diagrams of a unit cell  
دیاگرام )الف( نیروها و )ب( گشتاورهای یک سلول واحد از ساختار  3شکل 

 کنندهتقویت

  

روی یکی از اضلاع سلول واحد و در   ها بربا جمع برداری نیروها و ممان

 راستای مختصات مخروطی، خواهیم داشت

 

(10) 

𝐹𝑥 = 𝐹1𝑐𝑜𝑠(𝜑) + 𝐹2𝑐𝑜𝑠(𝜑), 
𝐹𝜃 = 𝐹1𝑠𝑖𝑛(𝜑) + 𝐹2𝑠𝑖𝑛(𝜑), 
𝑀𝑥 = 𝑀1𝑐𝑜𝑠(𝜑) + 𝑀2𝑐𝑜𝑠(𝜑), 
𝑀𝜃 = 𝑀1𝑠𝑖𝑛(𝜑) + 𝑀2𝑠𝑖𝑛(𝜑) 

های برشی با جمع نیرو و ممان در راستای یکی از اضلاع  نیروها و ممان

 آیند به دست می
(11) 

 

𝐹𝑥𝜃 = 𝐹1𝑠𝑖𝑛(𝜑) − 𝐹2cos (𝜑), 

𝑀𝑥𝜃 = 𝑀1𝑠𝑖𝑛(𝜑) − 𝑀2𝑠𝑖𝑛(𝜑) 

 
-نیروها و ممان های مربوطه،های به دست آمده بر طولممان با تقسیم نیروها و

 آیند که در قالب  ماتریسی به شکل زیر است های منتجه به دست می

 

(12) 

 
[
 
 
 
 
 
𝑁𝑥

𝑐

𝑁𝜃
𝑐

𝑁𝑥𝜃
𝑐

𝑀𝑥
𝑐

𝑀𝜃
𝑐

𝑀𝑥𝜃
𝑐]
 
 
 
 
 

= [
[𝐴]𝑐 [𝐵]𝑐

[𝐵]𝑐 [𝐷]𝑐
]

[
 
 
 
 
 
𝜀𝑥
0

𝜀𝜃
0

𝛾
𝑥𝜃
0

𝜅𝑥
𝜅𝜃
𝜅𝑥𝜃]
 
 
 
 
 

 

 که در آن 

[𝐴(𝑥)]𝑐 = 2𝐸𝑐𝐴𝑐

[
 
 
 
 
 
 
𝑐3

𝑎(𝑥)

𝑐𝑠2

𝑎(𝑥)
0

𝑠𝑐2

𝑏(𝑥)

𝑠3

𝑏(𝑥)
0

0 0
𝑠𝑐2

𝑏(𝑥)]
 
 
 
 
 
 

 

[𝐵]𝑐 = 𝐸𝑐𝐴𝑐

[
 
 
 
 
 
 
𝑐3Δ𝑡

𝑎(𝑥)

𝑠𝑐2Δ𝑡

𝑎(𝑥)
0

𝑠𝑐2Δ𝑡

𝑏(𝑥)

𝑐𝑠2Δ𝑡

𝑏(𝑥)
0

0 0
Δ𝑡𝑠𝑐2

𝑏(𝑥) ]
 
 
 
 
 
 

 

[𝐷]𝑐  

= 𝐸𝑐𝐴𝑐

[
 
 
 
 
 
 
 
 [𝑐

3 Δ𝑡
2

2
+

2𝐼𝑐

𝐴𝑐
𝑐3]

𝑎(𝑥)

[𝑠𝑐2
Δ𝑡2

2
+

2𝐼𝑐

𝐴𝑐
𝑠𝑐2]

𝑎(𝑥)
0

[𝑠𝑐2
Δ𝑡2

2
+

2𝐼𝑐

𝐴𝑐
𝑠𝑐2]

𝑏(𝑥)

[𝑠3
Δ𝑡2

2
+

2𝐼𝑐

𝐴𝑐
𝑠3]

𝑏(𝑥)
0

0 0
[𝑠𝑐2

Δ𝑡2

2
+

2𝐼𝑐

𝐴𝑐
𝑠𝑐2]

𝑏(𝑥) ]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 و

𝑎(𝑥) =
𝜋𝑅(𝑥)𝑐𝑜𝑠𝜑(𝑥)

𝑁
 

𝑏(𝑥) =
𝑎(𝑥)

𝑡𝑎𝑛𝜑(𝑥)
 

 

رابطه   شود،  می  مشاهده  که  خاص    12همانطور   شرایط  گرفتن  نظر  در  با 

تقویت راستای عمق  و کرنش یکنواخت در  با ضخامت صفر  -)پوسته داخلی 

]  کننده به مدل کیدانه  اینرسی صفر است(  برای سفتی    [1که معادل ممان 

میکنندهتقویت کاهش  ممانها  و  نیروها  همچنین،  برای  یابد.  منتجه  های 

بر حسب  پوسته و خارجی  داخلی  به  کرنشهای  به سطح خنثی  مربوط  های 

 شوند صورت زیر بیان می

 
 

(13) 
 

 

{
 
 

 
 
𝑁𝑥
𝑁𝜃
𝑁𝑥𝜃
𝑀𝑥

𝑀𝜃  
𝑀𝑥𝜃}

 
 

 
 
𝑓1,𝑓2

=

[
 
 
 
 
 
𝐴11
𝐴12
0
𝐵11
𝐵12
0

𝐴12
𝐴22
0
𝐵12
𝐵22
0

0
0
𝐴66
0
0
𝐵66

𝐵11
𝐵12
0
𝐷11
𝐷12
0

𝐵12
𝐵22
0
𝐷12
𝐷22
0

0
0
𝐵66
0
0
𝐷66]

 
 
 
 
 
𝑓1,𝑓2

{
 
 

 
 
𝜀𝑥𝑥
0

𝜀𝜃𝜃
0

𝜀𝑥𝜃
0

𝜅𝑥
𝜅𝜃
𝜅𝑥𝜃}

 
 

 
 

 

 

ها به صورت زیر  کشش وخمشی پوسته-های کششی، خمشسفتیکه در آن  

 شوند محاسبه می

 

 
(14) 

 
(𝐴𝑖𝑗 , 𝐵𝑖𝑗 , 𝐷𝑖𝑗)

𝑓1,𝑓2
= ∑∫ 𝑄̅𝑖𝑗

𝑓1,𝑓2(1, 𝑧, 𝑧2)𝑑𝑧
𝑡𝑘

𝑡𝑘−1

𝑛

𝑘=1

 , 

 𝑘 = 1,2,…        𝑖, 𝑗 = 1,2,6 
 

 

نیروها وممان اینکه  به  بر حسب کرنشبا توجه  های سطح خنثی  های منتجه 

توانند به صورت مستقیم با هم جمع شوند. با استفاده از  شوند، میمحاسبه می

 شود  طبق رابطه زیر میسر می جمع آثار این امر
(15) 

 [
𝑁
𝑀
] = [ 𝑁

𝑓1 + 𝑁𝑐+𝑁𝑓2

𝑀𝑓1 +𝑀𝑐 +𝑀𝑓2
] = [

𝐴 𝐵
𝐵 𝐷

] {𝜀
0

𝜅
}   

 

نیروهای منتجه ناشی از  به ترتیب نشان 𝑁𝑐و   ,𝑁𝑓1  𝑁𝑓2که در آن   دهنده 

داخلی،   میپوسته  مشبک  هسته  و  ماتریسخارجی  نهایت،  در  های  باشند. 

 آیندسفتی کل سازه به صورت زیر به دست می

 [𝐴(𝑥)] = [𝐴(𝑥)]𝑐 + [𝐴]𝑓1 + [𝐴]𝑓2 

(16) 

 

[𝐵(𝑥)] = [𝐵(𝑥)]𝑐 + [𝐵]𝑓1 + [𝐵]𝑓2 
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 [𝐷(𝑥)] = [𝐷(𝑥)]𝑐 + [𝐷]𝑓1 + [𝐷]𝑓2 

 ارتعاشات پوسته مخروطی ساندویچی-3-2

با شعاع کوچک    1شکل   ،    2R، شعاع بزرگ    1Rنمایی از مخروط ساندویچی 

نیم راس    Lطول   نشان می   αو زاویه  های  به ترتیب مولفه 𝑤و  𝑢 ،𝑣  دهد.را 

جابجایی بر مبنای  -باشند. روابط کرنش می  zو   𝑥   ،𝜃جابجایی در راستاهایی  

 زیر است های کوچک به صورت تئوری پوسته دانل و با فرض تغییر شکل 

(17) 

𝜀𝑥
0 =

𝜕𝑢

𝜕𝑥
    

𝜀𝜃
0 =

𝑢 sin 𝛼 + 𝑤 cos 𝛼

𝑅
+
1

𝑅

𝜕𝑣

𝜕𝜃
 

𝛾𝑥𝜃
0 =

1

𝑅

𝜕𝑢

𝜕𝜃
−
𝑣 sin 𝑎

𝑅
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥
         

𝜅𝑥 = −
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
   

𝜅𝜃 = −
sin 𝑎

𝑅

𝜕𝑤

𝜕𝑥
−
1

𝑅2
𝜕2𝑤

𝜕𝜃2
 

𝜅𝑥𝜃 = −
𝜕

𝜕𝑥
(
1

𝑅

𝜕𝑤

𝜕𝜃
)   

 

 زیراست معادلات حرکت برای یک پوسته مخروطی ناقص به صورت  
 

(18) 

𝜕𝑁𝑥
𝜕𝑥

+
1

𝑅(𝑥)
 
𝜕𝑁𝑥𝜃
𝜕𝜃

+  
sin𝛼

𝑅(𝑥)
(𝑁𝑥 − 𝑁𝜃) = 𝐼1𝑢̈ 

𝜕𝑁𝑥𝜃
𝜕𝑥

+
1

𝑅(𝑥)
 
𝜕𝑁𝜃
𝜕𝜃

+  
2 sin𝛼

𝑅(𝑥)
𝑁𝑥𝜃 +

cos𝛼

𝑅(𝑥)
𝑄𝜃 = 𝐼1𝑣̈ 

𝜕𝑄𝑥
𝜕𝑥

+
1

𝑅(𝑥)
 
𝜕𝑄𝜃
𝜕𝜃

+  
sin𝛼

𝑅(𝑥)
𝑄𝑥 −

cos𝛼

𝑅(𝑥)
𝑁𝜃 = 𝐼1𝑤̈ 

 

 که در آن 

𝐼1 = ∫ 𝜌𝑓1

𝑡1/2

−𝑡1/2

𝑑𝑧 + ∫ 𝜌𝑓2

𝑡2/2

−𝑡2/2

𝑑𝑧 + 𝜌𝑠𝑡  
2𝐴𝑠𝑡
𝑎(𝑥)

 
(19 ) 

معادلات   جایگذاری  معادلات    17و    16با  بر    ،18در  حرکت  معادلات 

   آیندها و مشتقات آنها به صورت زیر بدست میحسب جابجایی

(20) 
𝐿11u + 𝐿12v +  𝐿13w− 𝐼1𝑢̈ = Γ1 = 0 
𝐿21u + 𝐿22v +  𝐿23w− 𝐼1𝑣 = Γ2 = 0 
𝐿31u + 𝐿32v +  𝐿33w− 𝐼1𝑤̈ = Γ3 = 0 

 

 

 

برای یک پوسته مخروطی، میدان جابجایی به صورت زیر در نظر گرفته  

 شوند می

 

 

(21) 
 

𝑢 = ∑ ∑𝐴𝑚

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

𝜕𝜓𝑚(𝑥)

𝜕𝑥
𝑠𝑖𝑛(𝑛𝜃 + 𝜔𝑡)     

𝑣 = ∑ ∑𝐵𝑚

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

𝜓𝑚(𝑥)𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜃 + 𝜔𝑡)   

𝑤 = ∑ ∑𝐶𝑚

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

𝜓𝑚(𝑥)𝑠𝑖𝑛(𝑛𝜃 + 𝜔𝑡) 

-به ترتیب نیم موج 𝑛و   𝑚های ارتعاش و  دامنه   𝐶𝑚و   𝐴𝑚  ،𝐵𝑚که در آن  

تابع   𝜓(𝑥) باشد. همچنین، فرکانس طبیعی می   𝜔های طولی و محیطی و  

 شود تیر است که شرایط مرزی را ارضا کرده و به صورت زیر بیان می

 

 

)22 ( 
 𝜓(𝑥) = 𝛼1 𝑐𝑜𝑠ℎ (

𝜆𝑚(𝑥 − 𝑥0)

𝐿
)

+ 𝛼2 𝑐𝑜𝑠ℎ (
𝜆𝑚(𝑥 − 𝑥0)

𝐿
) 

−𝜉𝑚 (𝛼3 𝑠𝑖𝑛ℎ (
𝜆𝑚(𝑥 − 𝑥0)

𝐿
)

+ 𝛼4 𝑠𝑖𝑛 (
𝜆𝑚(𝑥 − 𝑥0)

𝐿
)) 

 

به نوع شرایط مرزی در جدول   𝜉𝑖  و 𝛼𝑖   ،𝜆𝑖های ثابت که لیست    1با توجه 

 اند. شده
 های تابع تیر برای شرایط مرزی مختلفپارامتر 1جدول 

Table 1 Beam function constants for different boundary conditions 

 
𝛼𝑖 𝜆𝑚 𝜉𝑚 شرط مرزی 

𝛼1 = 0, 𝛼2 = 0 

𝛼3 = 0, 𝛼4 = −1 

𝑚𝜋     1  ساده -ساده  

𝛼1 = 1, 𝛼2 = −1 

𝛼3 = 1, 𝛼4 = −1 

(𝑚 + 1/2)𝜋 𝑐𝑜𝑠ℎ𝜆𝑚 − 𝑐𝑜𝑠𝜆𝑚
𝑠𝑖𝑛ℎ𝜆𝑚 − 𝑠𝑖𝑛𝜆𝑚

گیردار -گیردار   

 

 شوند شرایط مرزی هندسی بر حسب تابع تیر به صورت زیر نوشته می

 

)23 ( 

                       تکیه گاه ساده 
𝜕2𝜓

𝜕𝑥2
= 𝜓 = 0 

                      تکیه گاه گیردار
𝜕𝜓

𝜕𝑥
= 𝜓 = 0 

                        تکیه گاه آزاد
𝜕2𝜓

𝜕𝑥2
=

𝜕3𝜓

𝜕𝑥3
= 0 

انتگرال شوند.  ضرب می 𝑅𝑖در   20گیری، طرفین معادله  برای سادگی در 

استخراج   منظور  به  گالرکین  روش  زیر  سپس،  صورت  به  حاکم  معادلات 

 شود استفاده می

  

 

)24 ( 

∫ ∫ 𝑅2
2𝜋

0

𝑥0+𝐿

𝑥0

Γ1  
𝜕𝜓

𝜕𝑥
𝑠𝑖𝑛(𝑛𝜃 + 𝜔𝑡)   𝑑𝑥𝑑𝜃 = 0 

∫ ∫ 𝑅2
2𝜋

0

𝑥0+𝐿

𝑥0

Γ2 𝜓 𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜃 + 𝜔𝑡)   𝑑𝑥𝑑𝜃 = 0 

∫ ∫ 𝑅3
2𝜋

0

𝑥0+𝐿

𝑥0

Γ3 𝜓 𝑠𝑖𝑛(𝑛𝜃 + 𝜔𝑡)   𝑑𝑥𝑑𝜃 = 0 

دستگاه معادلات همگن  ،  24و سپس در    20در    21با جایگذاری معادله  

 شودزیر حاصل می

)25 ( 
[

𝐶11 𝐶12 𝐶13
𝐶12 𝐶22 𝐶23
𝐶13 𝐶23 𝐶33

] [

𝐴𝑚
𝐵𝑚
𝐶𝑚

] = 0 

به یک حل غیر صفر لازم است دترمینان ماتریس ضرایب فوق   برای رسیدن 

های زوج  و توان  6ای مرتبه  کار به یک چند جملهبرابر صفر شود. با انجام این

 مقدار ویژه است  3رسیم که دارای می

)26 ( 𝐶0𝜔
6 + 𝐶1𝜔

4 + 𝐶2𝜔
2 + 𝐶3 = 0 

سازه   طبیعی  فرکانس  عنوان  به  فوق  مشخصه  معادله  ریشه  کوچکترین 

 شود.ساندویچی در نظر گرفته می

 



 مهدی زارعی و همکاران                                                                                                  های...ارائه یک روش معادل سازی جدید برای مطالعه ارتعاشات آزاد پوسته 

1168 

ت
زی

پو
ام

ی ک
ور

فنا
و 

م 
لو

 ع
یه

شر
ن

 

0

50

100

150

200

250

300

2 3 4 5 6 7 8 9

ω
N

at
u

ra
l 
fr

eq
u

en
cy

 (
H

z)

Circumferential wave number (𝑛)

Analytic,simply support

[13],simply

Analytic,clamped

[13],clamped

 آنالیز اجزای محدود  -4

افزار  یک مدل سه بعدی از پوسته ساندویچی با هسته مشبک با استفاده از نرم 

نسخه   )شکل    6.14آباکوس  شد  تقویت4ساخته  ساختار  آن  در  که    کننده ( 

 40های  باشد که بر مبنای مسیر ژئودزیک تحت زاویهریب می  24متشکل  از 

ها با استفاده  کنندهاند. تقویتدرجه نسبت به راستای طولی قرار گرفته  40-  و

قید   پوسته  tieاز  و  به  شدند  مقید  تقویتها  پوستهبنابراین  و  به  کننده  ها 

ها و المان  برای پوسته  S8Rشوند. از المان  صورت یک سازه یکپارچه مدل می

C3D20R   تقویتبرای مش نشان  کننده بندی  استفاده شد. همگرایی مش  ها 

المان برای هر یک    760ها و حدود  المان برای هریک از پوسته  12000دادکه  

تقویت دقت  از  میکنندها،  فراهم  را  پوستهلازم  صورت  کند.  به  لایه     4ها 

دارای ضخامت   2[30−,30+] هرلایه  که  گردیدند  می  0.4مدل  -میلیمتر 

و   گاه گیردار برای این آنالیز در نظر گرفته شد. مشخصات هندسی تکیه باشد.

 اند.داده شده  3  و 2ها درجداول کنندهمکانیکی پوسته و تقویت

 

  هامکانیکی پوسته وتقویت کننده خواص  2جدول 
Table 2 Material properties of the skin and lattice core 

 مقدار  خواص مکانیکی 

,𝐸33 (GPaمدول کششی ) 𝐸22, 𝐸11 25 ،5،5 

,𝐺12 ( GPaمدول برشی ) 𝐺13, 𝐺23 1.8, 1.8, 0.76 

,𝜈12 نسبت پواسون  𝜈13, 𝜈23 0.28, 0.28, 0.076 

 1420 ˊ (Kg/m3چگالی )

 

 هامشخصات هندسی پوسته مخروطی وتقویت کننده  3جدول 

Table 3 Geometrical properties for the skins and core 

 100 ( mmطول مخروط)

 100 (mmشعاع کوچک)

 30 ( °) زاویه راس

 1.6 ( mmضخامت پوسته داخلی)

 1.6 (mmضخامت پوسته خارجی)

 40 زاویه تقویت کننده

 4×4 ( 2mmتقویت کننده)مقطع 

 24 تعداد تقویت کننده

 

Fig. 4 3-D model built in ABAQUS 6.14 software 
 افزار آباکوس شده در نرمبعدی ساختهمدل سه 4شکل 

  

 نتایج -5

اعتبار مقایسه صورت  به منظور  تحلیلی، چندین  از مدل  نتایج حاصل  سنجی 

شود که ضخامت  شود. در ابتدا فرض میها اشاره میادامه به آنگرفته که در  

می   ساده  مشبک  مخروط  یک  به  مسئله  بنابراین  باشد  صفر  داخلی  پوسته 

نتایج این مقاله و مرجع   انجام    [13]شود. برای این منظور، یک مقایسه بین 

شکل   در  که  شده   5شده  میآورده  مشاهده  که  همانطور  توافق  است.  شود 

ای را بین نتایج حاصل از روش  مقایسه 4ین دو حل وجود دارد. جدول  خوبی ب 

برای   اجزای محدود  آنالیز  نشان می  6تحلیلی و  دهد. همان  فرکانس طبیعی 

می ملاحظه  که  از  طور  است.  موجود  حل  روش  دو  بین  کمی  خطای  شود 

مشاهده می دو  طرفی  بین  محیطی خطای  موج  نیم  عدد  افزایش  با  که  شود 

ا می روش حل  به  فزایش  بالا  موج  عددهای  در  که  است  دلیل  بدان  این  یابد. 

ها بر روی فرکانس طبیعی بیشتر  کنندههای بیشتر  اثر تقویتشکلدلیل تغییر

ساده فرضیات  دلیل  به  و  نظر شده  در  که  بیشتر  سازی  خطا  این  شده  گرفته 

مود  6شود.  شکل  می فرکانسشکل  این  به  مربوط  ارتعاشی  را  های  نشان  ها 

پوستهمی ساخت  فرآیند  حین  در  است  ممکن  خارجی،  دهد.  و  داخلی  های 

های غیر یکسان روی دهد. اثر این خطاها برای حالت  خطاهایی مانند ضخامت

آورده شده است. همانطور که مشاهده    5( در جدول    n=0متقارن محوری )

همچنینمی دارد.  وجود  عددی  و  تحلیلی  نتایج  بین  خوبی  انطباق   شود 

بزرگتر   فرکانس طبیعی در حالتی که ضخامت پوسته داخلی بیشتری دارد،

های درونی و بیرونی بر روی  های مختلف پوستهچینیاست. در نهایت اثر لایه

جدول   در  محوری  تقارن  حالت  در  طبیعی  است.    6فرکانس  شده  بررسی 

-دهد که مدل تحلیلی حاضر قادر است بدون صرف هزینه ها نشان میمقایسه

های طبیعی  های تولید در روش تجربی و محاسبات در روش عددی، فرکانس

  بینی کند.ارتعاش سازه ساندویچی با هسته مشبک را با دقت خوبی پیش

 

 

Fig. 5 comparison of the natural frequencies for grid-stiffened  
conical shell 

 مقایسه فرکانس طبیعی برای سازه مخروط مشبک   5شکل 
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مقایسه نتایج به دست آمده از روشهای عددی و تحلیلی بر مبنای تئوری  4جدول 

 کلاسیک پوسته برای شماره مودهای ارتعاشی مختلف

Table 4 Comparison of the results obtained by CLT and FEM for 

different mode numbers  

 FEM CLT (m,n) ( %خطا )

0.52 2492 2505 (1,0) 

0.33 2434 2442 (1,1) 

004 2280 2279 (1,2) 

2.80 2132 2074 (1,3) 

8.41 2036 1878 (1,4) 

11.54 1924 1725 (1,5) 

 

 

 

(m,n)=(1,0) 

 

(m,n)=(1,1) 

 

(m,n)=(1,2) 

 

(m,n)=(1,3) 

 

(m,n)=(1,4) 

 

(m,n)=(1,5) 

Fig. 6 Mode shapes of the sandwich conical shell under 
clamped-clamped end conditions 

شکل مودهای ارتعاشی پوسته ساندویچی مخروطی با شرایط مرزی  6شکل 

 دو سر گیردار

 

های طبیعی حاصل از آنالیز تحلیلی و  اجزای محدود یک مقایسه فرکانس 5جدول 

 هاپوسته متفاوت های ضخامتمخروط ساندویچی برای 

Table 5 Comparison of the results obtained by CLT and FEM for 

different skin thicknesses 

 FEM CLT 𝑡2 (mm) 𝑡1 (mm) ( %خطا )

2.59 2575 2510 1.8 1.6 

2.62 2583 2517 1.6 1.8 

2.73 2600 2531 1.6 2 

2.50 2581 2518 2 1.6 

2.51 2617 2553 2 2.2 

2.52 2611 2547 2.2 2 

2.43 2618 2556 2.4 2 

2.38 2629 2568 2 2.4 
 

 

های طبیعی حاصل از آنالیز تحلیلی و اجزای محدود یک مقایسه فرکانس 6جدول 

  هاهای مختلف پوستهچینیمخروط ساندویچی برای لایه

Table 6 Comparison of the results obtained by CLT and FEM for 

various lamination angles  

 چینیلایه FEM CLT ( %خطا )

 پوسته درونی پوسته بیرونی    

0.48 2931 2917 [30/-30/30/-30] [0/90/0/90] 

1.29 2521 2554 [0/30/0/30] [0/30/0/30] 

0.07 2912 2910 [0/30/0/30] [0/90/0/90] 

2.52 2927 2855 [0/60/0/60] [0/60/0/60] 

4.25 3364 3227 [0/90/0/90] [0/90/0/90] 

2.39 2492 2553 [30/-30/30/-30] [30/-30/30/-30] 
 

 

 

 نتیجه گیری -6

پوسته آزاد  ارتعاشات  تحقیق  این  مشبک در  هسته  با  کامپوزیتی  ساندویچی  های 

منظور مورد   به  جدید  تحلیلی  مدل  یک  منظور،  این  برای  گرفت.  قرار  مطالعه 

تقویت سفتی  پارامترهای  اضافهکننده محاسبه  با  که  شد  ارئه  به  ها  آنها  کردن 

آمد. سفتی های پوسته، سفتی معادل کل سازه ساندویچی مورد بررسی به دست 
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معادلبرخلاف روش کارهای  به  قبلی  مطالعات  اکثر  در  آنها    سازی که  در  و  رفته 

شود، در این روش  هسته مشبک به صورت یک لایه پوسته ایزوتروپیک معادل می

سازی هسته میانی به صورت یک لایه کامپوزیتی در نظر گرفته شده است.  معادل

شد.   برده  بهره  آباکوس  افزار  نرم  در  بعدی  سه  مدل  از  نتایج،  اعتبارسنجی  برای 

-تواند با دقت خوبی فرکانسروش تحلیلی مینتایج به دست آمده نشان داد که  

پیش را  ارتعاشات  طبیعی  تفاوتهای  کند.  به  بینی  بیشتر  موارد  از  برخی  در  ها 

ساده  فرضیات  اثرات  خاطر  از  کردن  صرفنظر  )مانند  تحلیلی  مدل  در  که  سازی 

اجزای   مدل  ساخت  جریان  در  که  است  خطاهایی  همچنین  و  برشی(  و  پیچشی 

تواند به عنوان    محدود ممکن است رخ  نتایج حاضر جدید بوده و می  باشد.  داده 

 مبنایی برای مطالعات آتی مورد استفاده قرار گیرد.
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