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    چکیده

 صورت   به  خارجی  بارگذاری  تحت  وینکلر  بستر  بر   واقع  تیر مدرج تابعی متخلخل  بزرگ  دامنه با  عرضی  غیرخطی  ارتعاشات  حاضر،  مقاله  در

  تغییر  تیر   مقطع  سطح  در  پیوسته   طور   به  توانی  قانون   با   مطابق  تیر مدرج تابعی متخلخل  خواص.  شودمی  داده   قرار  مطالعه  مورد   تحلیلی

. آیدمی دست به  کارمن  ون غیرخطینگی فرض با  و  هامیلتون اصل بکارگیری با  برنولی -اولر تیر حرکت بر حاکم دیفرانسیل معادله. کندمی

 معادله   خارجی،  یکنواخت  خارجی  بار  فرض  با  همچنین  غیرمتحرک،  گیردار  سر  دو  مرزی  شرایط  گرفتن  درنظر  با  و  گالرکین  روش  اعمال  با

 دلیل  به   نیز   و   غیرخطی  جمله   ضریب  بودن  بزرگ  دلیل  به .  شودمی  معادله دیفرانسیل معمولی  به   تبدیل  جزئی،  مشتقات  با  دیفرانسیل

 -اغتشاشات   روش  حل،   منظور  به.  باشندنمی  مساله   حل   به  قادر  اغتشاشات  کلاسیک  هایروش   حاصل،  غیرخطی  معادله  بودن  ناهمگن

 هوموتوپی   -روش اغتشاشات  از  آمده  دست  به  زمانی  پاسخ  نتایج  گذاری،صحه  برای  ادامه  در.  شودمی  داده   توسعه   شده،اصلاح  هوموتوپی

باتوسعه  مقدار   برای  آمده   دست  به  نتایج  همچنین.  شودمی   مقایسه  مختلف،  تحریک  های فرکانس  و  هادامنه  ازای  به  عددی  نتایج  یافته 

متخلخل  غیرخطی  فرکانس  افزایش تابعی  مدرج    قرار   مقایسه  مورد  فن  ادبیات  در  موجود  هایروش   و  حاضر  روش   با  دوسرگیردار  تیر 

  به  تیر  فرکانسی  پاسخ  هایمنحنی  نهایت،  در.  است  برخوردار  خوبی  بسیار  دقت  از  شده   ارائه  روش  که  دهدمی  نشان  نتایج  مقایسه.  گیردمی

.گیرد.می  قرار  بررسی  مورد  و  شده   ارائه  تخلخل،  حجمی  کسر  نیز  و  حجمی  کسر  توانی  شاخص  مختلف  مقادیر  ازای
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Abstract 

In this paper large amplitude vibration analysis of a porous FG-beam rested on a Winkler foundation and 

subjected to a harmonic loading is analytically investigated. The material properties of the porous FG 

beam are assumed to vary continuously according to a simple power law. Employing Von Karman’s 
geometric nonlinearity, implementing the Galerkin’s method and assuming doubly clamped immovable 

end boundary conditions, the governing nonlinear partial differential equation is reduced to a nonlinear 

ODE. Because of the large coefficient of the nonlinear term and due to existence of the external harmonic 
loading effect, none of the traditional perturbation methods leads to a valid solution. So, in order to solve 

this nonlinear nonhomogenous equation, the modified homotopy perturbation method is developed and it 

is called developed homotopy perturbation method (DHPM). For validating, the time response results 
obtained by DHPM and numerical methods are compared for various values of excitation amplitudes and 

frequencies. The increasing of nonlinear frequency obtained by DHPM with those of existence literature 
revealed a good agreement with a desired accuracy. Finally, the frequency response curves are presented 

for different values of volume fraction exponent together with porous volume fraction and the effects of 

nonlinearities on the frequency response curves are discussed in detail 
 

 مقدمه 1- 

 ها هستند که کسر حجمی مواد نسل جدیدی از کامپوزیت 1مواد مدرج تابعی 

 
1 Functionally Graded Materials (FGM) 

می   تغییر  تدریج  به  آن،  دهنده  با  تشکیل  یکنواخت  غیر  ریزساختاری  تا  کند 

ماده   طرف  یک  عمدتاً  شود.  حاصل  پیوسته  مدرج  تابعیخواص  از  مدرج   ،

با   فلزی  بوده و سمت دیگر  بارهای حرارتی  برابر  مقاوم در  و  جنس سرامیک 

سازه میاستحکام  بالا  بسیار  درای  مهم  خاصیت  دو  این  ترکیب  مواد    باشد. 
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تابعی سیستممدرج  خواص  می،  بهبود  را  حرارت  برابر  در  مقاوم  بخشد،  های 

کامپوزیت در  عمدتاً  که  پوسته شدن  پوسته  و  ترک  لایهزیرا  متداول  های  ای 

شود.  دهد، به دلیل تغییرات تدریجی پیوسته در این مواد مشاهده نمی رخ می

تابعیمواد   بیوپزشکی،    مدرج  کاربردهای  نظیر  مختلفی  کاربردهای  منظور  به 

میایمپلنت قرار  مطالعه  مورد   .  .  . و  دفاعی  صنایع  هوافضا،  صنایع  گیرند  ها، 

، تفاوت بزرگ در دمای انجماد بین  مدرج تابعی. طی فرآیند ساخت مواد  [1]

باعث ایجاد حفره های میکروسکوپی  اجزای مواد تشکیل دهنده، ممکن است 

پخت شود   فرآیند  در طی  مواد  درون  تخلخل  همکاران  [2]یا  و  آکیدا   .[3]  

تخلخل شامل ورود حباب ایجاد  بهعلل  نشست    های هوا  ماتریس ذوب،  ماده 

انقباض   و  کردن  مخلوط  فرآیند  طی  گاز  ذرات، جذب  روی سطوح  آب  بخار 

ارائه کردند. کیم و همکاران   نانو    [4]طی فرآیند انجماد را  تیتانیومی  سطوح 

متخلخل   تابعیمیکرویی  ساختند  مدرج  آنودایز  روش  بکارگیری  با  .  را 

 مواد مدرج تابعی هایاثر تخلخل داخل نمونه  [5]واتاناسکولپونگ و همکاران  

 اند را بررسی کردند.ای ساخته شدهکه توسط تکنیک نفوذ متوالی چند مرحله

علاقه محققان  از  بسیاری  تیرهای  امروزه  مکانیکی  رفتار  مطالعه  به  مند 

تابعی متخلخل تعیین    .هستند مدرج  نیازهای اصلی مهندسی سازه،  از  یکی 

با استفاده  باشد. مدلمقیاس ماکرو می خواص مکانیکی در   سازی مواد مرکب 

هزینه بوده و علاوه بر تخمین خواص مکانیکی، های میکرومکانیکی کماز روش

بهینه   صورت  به  مرکب  ماده  سازنده  اجزای  حجمی  درصد  تخمین  به  منجر 

همگن می برای  روششوند.  دوفازی  مرکب  مواد  مانند  سازی  مختلفی  های 

آنهای  روش بین  از  که  دارد  وجود  موریبسیاری  روش  به  -ها  نسبت  تاناکا 

روش و  سایر  داشته  بیشتری  مقبولیت  حجمی  ها  درصد  با  مرکب  مواد  برای 

 .[6]دهد های نسبتاً دقیقی ارائه میدرصد جواب 30ناخالصی حداکثر تا 

 واتاناسکولپونگ و اونگهاکورن  ارتعاشات خطی و غیرخطی تیرهای متخلخل

تابعی روش   مدرج  از  استفاده  با  است  شده  مقید  الاستیک  طور  به  که 

کوآدراتیک  و   1دیفرانسیلی  واتاناسکولپونگ  دادند.  قرار  مطالعه  مورد 

را    مدرج تابعیرفتار ارتعاشی تیرهای تیموشینکوی متخلخل    [7]چیکیتیراتانا  

چبیشف  کولوکیشن  روش  بکارگیری  و   2با  آتمانه  دادند.  قرار  بررسی  مورد 

اثرات گسترش ضخامت و تخلخل را روی رفتار مکانیکی تیرهای   [8]همکاران 

اند را بررسی کرده و  این مساله را  که بر بستر الاستیک واقع شده  مدرج تابعی 

بکارگیر مختاری  با  و  ابراهیمی  کردند.  ناویر حل  روش  ارتعاشی    [9]ی  رفتار 

را با بکارگیری روش دیفرانسیلی کوآدراتیک   مدرج تابعی تیر چرخان متخلخل 

همکاران   و  ابراهیمی  دادند.  قرار  مطالعه  ترمومکانیکی    [10]مورد  ارتعاشات 

را تحت بارگذاری حرارتی با اعمال روش تبدیل    مدرج تابعیتیرهای متخلخل  

و 3دیفرانسیلی  شفیعی  کردند.  غیرخطی    [11]همکاران    بررسی  ارتعاشات 

ری تیر  را بر مبنای تئو  مدرج تابعیمیکروتیرهای متخلخل مخروطی و ناقص  

اصلاح  -اولر کوپل  تنش  تئوری  و  و  برنولی  پوراشرف  کردند.  مطالعه  را  شده 

واداشته   [12]انصاری     مواد   از  شدهساخته  نانوتیرهای  غیرخطی  ارتعاشات 

سطحی  اثرات  گرفتن  نظردر   با  حرارتی  محیط  در  هدفمند   تئوری  و  تنش 

غلامی   و  رحمانی  دادند.  قرار  بررسی  مورد  را   کنترل  [13]الاستیسیته 

تابعی    مواد  از  شده  ساخته  سرگیردار  یک  تیر  عرضی  ارتعاشات   دارایمدرج 

روشی  حرارتی  بار   تأثیر  تحت  و  عرضی   ترک و  کردند  مطالعه    برای   مقاوم  را 

ارتعاشات    رؤیتگر  و  کنندهکنترل  هایبهره  طراحی تحلیل  نمودند.  ارائه  حالت 

غیرخطی به منظور مطالعه رفتار دینامیکی دامنه بزرگ تیرها، موضوع بسیار  

 
1 

Differential Quadratic Method (DQM) 
2 Chebishev Collocation Method (CCM) 
3 Differential Transform Method (DTM) 

می محققان  برای  تکنیکجالبی  از  مسایل  باشد.  حل  برای  مرسوم  های 

روش می غیرخطی،  اغتشاشات  همکاران  های  و  کی  ارتعاشات    [14]باشد. 

تیرهای   آزاد  تابعیغیرخطی  اولر  مدرج  تئوری  اساس  بر  فرض    -را  و  برنولی 

اثرات غیرخطی هندسی بررسی و نتایج خود را با نتایج عددی مقایسه کردند. 

کوجاتورک   و  اولر  [15]شیمشک  تیر  اجباری  و  آزاد  غیرخطی    -ارتعاشات 

با یک بار متمرکز متحرک هارمونیک را  مورد مطالعه قرار    مدرج تابعی برنولی  

آن حرکت  دادند.  معادله  آوردن  دست  به  برای  لاگرانژ  معادله  از  استفاده  ها 

ماده ناهمگونی  اثرات  ادامه  در  و  فرکانس  کرده  و  متحرک  بار  سرعت  ای، 

 تحریک را بر پاسخ دینامیکی بررسی کردند.  

اثر بستر الاستیک غیرخطی بر ارتعاشات آزاد و    [16]کنعانی و همکاران  

تیر   بزرگ  دامنه  با  تابعی اجباری  آن  مدرج  دادند.  قرار  بررسی  مورد  از  را  ها 

-به منظور حل معادله حرکت استفاده کرده و اثر تکیه 4تغییرات روش تکرار  

با این وجود   های مختلف روی پاسخ فرکانسی سیستم را نیز مطالعه کردند.گاه

روش سایر  روشهمانند  غیرخطی،  تحلیلی  نیز  های  اغتشاشات  متداول  های 

های خاصی نظیر فرض وجود ضریب جمله غیرخطی کوچک و نیز  محدودیت

به  هنر   ایجاد محدودیت در  باعث  امر  این  دارد.  معادله  این ضریب در  تعیین 

میکارگیری روش اغتشاشات  در سال  های  اساس  همین  بر  هی   2000شود. 

یک روش اغتشاشات جدید بر اساس تکنیک هوموتوپی را ارائه داد که    [17]

اغتشاشا  روش  در   5هوموتوپی   -تبه  کوچک  پارامتر  وجود  به  و  بوده  معروف 

های معمول اغتشاشات را  های روشمعادله نیاز نداشته و به آسانی محدودیت

بود. رضائی و    7برد. دقت روش هی در تقریب مرتبه اول کمتر از %از بین می 

و نشان   6ده را اصلاح کر  [17]هوموتوپی هی    -روش اغتشاشات  [18]مینائی  

 2.2ها در تقریب مرتبه اول و دوم به ترتیب کمتر از %دادند که دقت روش آن

 باشد. می  0.03و % 

می  نشان  شده  انجام  گسترده  مطالعات  که بررسی  رفتار    دهد  تاکنون 

برای   خصوصاً  متخلخل  تابعی  مدرج  تیر  بزرگ  دامنه  با  اجباری  ارتعاشات 

در   محدودیتی  که  باشد،  حالتی  نداشته  وجود  غیرخطی  جمله  ضریب  اندازه 

است نگرفته  قرار  مطالعه  حاضر،  .مورد  مقاله  در  اساس  این    ارتعاشات  بر 

غیرخطی عرضی با دامنه بزرگ تیر مدرج تابعی متخلخل واقع بر بستر وینکلر  

به  خارجی  بارگذاری    .شودمی  داده  قرار  مطالعه  مورد  تحلیلی  صورت   تحت 

دیفرانسیل   اولرمعادله  تیر  حرکت  بر  اصل    -حاکم  بکارگیری  با  برنولی 

به دست می با فرض غیرخطینگی ون کارمن  با اعمال روش  هامیلتون و  آید. 

گالرکین و با درنظر گرفتن شرایط مرزی دوسرگیردار غیرمتحرک، همچنین با  

جزئی،   مشتقات  با  دیفرانسیل  معادله  خارجی،  یکنواخت  خارجی  بار  فرض 

معادله   به  میتبدیل  معمولی  ضریب  دیفرانسیل  بودن  بزرگ  دلیل  به  شود. 

ناهمگن بودن معادله غیرخطی حاصل، روش نیز به دلیل  -جمله غیرخطی و 

باشند. به منظور حل، روش  های کلاسیک اغتشاشات قادر به حل مساله نمی 

-. در ادامه برای صحه7شود شده، توسعه داده میهوموتوپی اصلاح  -اغتشاشات

نتایج اغتشاشات  گذاری،  روش  توسعه  از  آمده  دست  به  زمانی    -پاسخ 

ازای دامنههوموتوپی اصلاح به  نتایج عددی  با  های تحریک  ها و فرکانسشده 

می مقایسه  منحنیمختلف  مختلف  شود.  مقادیر  ازای  به  فرکانسی  پاسخ  های 

مورد   و  شده  ارائه  تخلخل،  حجمی  کسر  نیز  و  حجمی  کسر  توانی  شاخص 

 رد. گیبررسی قرار می

 

 
4 Variational Iteration Method (VIM) 
5 Homotopy Perturbation Method (HPM) 
6 Modified Homotopy Perturbation Method (MHPM) 
7 Developed Homotopy Perturbation Method (DHPM) 
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 حرکت بر حاکم معادله2- 
 

اولر تیر  بررسی در مقاله حاضر، یک  برنولی    -شماتیک سیستم فیزیکی مورد 

تابعیمتخلخل   طول   مدرج  راستای  می Lبه  در  که  سطح   x̂باشد  دارای 

با عرض   باشد که  می ẑدر راستای   hو ارتفاع   ŷدر راستای   bمقطعی 

   ، روی یک بستر وینکلر واقع شده است.1مطابق شکل  

 بندی سیستم فرمول  1-2-

ای تیر مدرج تابعی متخلخل یعنی مدول الاستیک،  با فرض اینکه خواص ماده

E  ،و چگالی ،  ،در جهت ارتفاع تیر ،ẑ  از فلز خالص در قسمت پایینی ،

می تغییر  آن  بالایی  قسمت  در  خالص  سرامیک  به  با  تیر  همچنین  و  کند 

 :[8]استفاده از قانون توزیع توانی داریم 
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آن   در  حجمی،   nکه  کسر  توانی  تخلخل   شاخص  حجمی  کسر  معرف 

 (1 های  ( و اندیسM   وC   به ترتیب معرف اجزای سازنده فلزی و

معرف پروفیل تغییرات ماده در جهت ضخامت   nباشند. مقدار  سرامیکی می

بی  تا  صفر  بین  آن  مقدار  و  بوده  میتیر  برای  نهایت  صفر  مقدار  باشد.   تواند 

، nنهایت برای حالتی است که تیر فقط از جنس فلز ساخته شده و مقدار بی

ب  شده  ساخته  سرامیک  جنس  از  فقط  تیر  که  است  حالتی  به  اشد.  مربوط 

های طولی و عرضی هر نقطه دلخواه  برنولی، جابجایی   -مطابق تئوری تیر اولر

 توان به صورت زیر نوشت: از تیر را می
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(4 ) 
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( , , ) ( , )=w x z t w x t  

 

اخیر   روابط  راستای   wو   uدر  در  تیر  وسط  صفحه  جابجایی  ترتیب  به 

و   ẑو   x̂محورهای    ،t̂ می زمان  رفتار  معرف  بررسی  منظور  به  باشد. 

ی ون کارمن و  جابجای  -ارتعاشات غیرخطی تیر، با در نظر گرفتن رابطه کرنش

ˆبر اساس معادله سازگاری الاستیک خطی، تنش نرمال،  x  ،و کرنش نرمال ،

ˆx  شود:، به فرم زیر فرض می 
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-حرکت سیستم به صورت زیر به دست می با اعمال اصل هامیلتون، معادلات  

 آید:
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Fig. 1 Schematic of a porous FG-beam subjected to the external 

excitation and rested on a Winkler foundation 
متخلخل  1شکل   تابعی  مدرج  تیر  بستر    شماتیک  بر  واقع  خارجی  بارگذاری  تحت 

 وینکلر 

 

ˆ(،  8( و )7در معادلات )
ˆ
uf   وˆ

ˆ
wf   ،نیروهای طولی و عرضی   mبه ترتیب 

ها  های نیرو و گشتاور بوده و مقدار آنمنتجه Mو   Nجرم واحد طول تیر،  

 شود:از روابط زیر محاسبه می
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های طولی، محوری  به ترتیب معرف سفتی 11Dو   11A  ،11Bدر روابط فوق،  

 آیند:و خمشی تیر بوده و از رابطه زیر به دست می
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و صفر فرض کردن نیروی طولی    [19] ای  نظر کردن از اینرسی صفحه با صرف

 آید:( به صورت زیر در می7شده، معادله )توزیع
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 گیری از رابطه فوق داریم:با انتگرال
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 توان نوشت: های غیرمتحرک میگاهبرای تیر با تکیه
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-(، منتجه ممان به صورت زیر به دست می12( و )10با بکارگیری معادلات )

 آید:

 

(15) 
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0 11 112 2
11
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B w w
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 (، داریم: 8( در معادله )15( و جاگذاری معادله )12با در نظر گرفتن معادله )
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ˆشده  (، نیروی عرضی توزیع16در معادله )
ˆ
wf  العمل  که شامل نیروهای عکس

نیروی خارجی توزیعتکیه به  گاه الاستیک و  شده روی تیر است، از رابطه زیر 

 آید:دست می
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( )cosˆ
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ˆکه در آن  
Lk   بوده بستر وینکلر  به ترتیب   ̂و   f̂و   [20]ضریب سفتی 

نیروی تحریک خارجی هستند. با جاگذاری م عادلات  مقادیر دامنه و فرکانس 

 ( داریم: 16( در معادله )17( و )14)
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مدرج   تیر  غیرخطی  اجباری  عرضی  ارتعاشات  بر  حاکم  معادله  فوق،  معادله 

تکیه به  متخلخل  می گاهتابعی  وینکلر  بستر  بر  واقع  متحرک  غیر  باشد.  های 

معادله حرکت حاکم بر سیستم  شود، غیرخطینگی  گونه که مشاهده میهمان

 های بزرگ بوده و از نوع غیرخطینگی درجه سوم است.  ناشی از تغییر مکان
 

 بعدسازی معادلات حاکم  بی 2-2-

 

فرم   از  سیستم  ارتعاشی  رفتار  بر  مختلف  پارامترهای  تأثیر  مطالعه  منظور  به 

ه صورت  بعد بشود. با تعریف متغیرهای بیبعد معادلات حرکت استفاده میبی

 :[19]زیر 
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( از معادله  استفاده  بی18با  پارامترهای  و   )( معادله  تعریف شده در  (،  19بعد 

 شود:معادله حرکت در فرم غیرخطی به صورت زیر حاصل می 

(20) 

( ) ( )

( )

4

4

2 21

2
0

d 1 0

cosL

w
w

x

w w w w
x t t

x x x x

k w f t

 


+ +


        
− − −    

        

+ = 

 , ,

 

 

 که در آن:
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)( به صورت  20حل معادله ) , ) ( ) ( )=w x t x q t شود که در آن  فرض می

( ) x   تابع شکل مود اول تیر بوده و( )q t   .معرف تابع مستقل زمانی است

)برای تیر دوسرگیردار تابع   ) x [18]آید از رابطه زیر به دست می: 

(22) 
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x x
 

( معادله  طرفین  و ضرب  گالرکین  اعمال روش  در  20با   )( ) x   با و سپس 

بازهانتگرال ناهمگن  ، معادله  [0,1]  گیری در  دیفرانسیل غیرخطی مرتبه دوم 

 شود:به صورت زیر حاصل می 

(23) 
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 که در آن:
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 هوموتوپی  -توسعه روش حل اغتشاشات 3-

 

روش از  رفتار  استفاده  با  دیفرانسیل  معادلات  تحلیل  برای  اغتشاشات  های 

محدودیت با  قوی  میغیرخطی  مواجه  زیادی  روشهای  در  زیرا  های  باشد، 

می غیرخطی  هی  اغتشاشات ضریب جمله  باشد.  واحد  از  کوچکتر  بسیار  باید 

یک روش اغتشاشات جدید بر اساس تکنیک هوموتوپی را ارائه داد که    [17]

اغتشاشات  روش  پارامتر    -به  وجود  به  روش  این  است.  معروف  هوموتوپی 

محدودیت آسانی  به  و  نداشته  نیاز  معادله  در  روشکوچک  معمول  های  های 

توسط رضائی    2016لاحات این روش در سال  برد. اصاغتشاشات را از بین می

-هوموتوپی اصلاح  -اعمال شده و تحت عنوان روش اغتشاشات   [18]و مینائی

با معادله   به سیستم  اعمال  قابل  دیفرانسیل  شده مطرح گردید. روش مذکور 

با معادله  غیرخطی همگن می  به سیستم  مقاله حاضر، روش مذکور  باشد. در 

روش   عنوان  تحت  و  شده  داده  توسعه  ناهمگن  غیرخطی  دیفرانسیل 



 مسعود مینائی و وحید عرب ملکی                                                                                  هوموتوپی به منظور بررسی ارتعاشات  غیر خطی...-توسعه روش اغتشاشات  

911 

ت
زی

پو
ام

ی ک
ور

فنا
و 

م 
لو

 ع
یه

شر
ن

 

توسعه  -اغتشاشات نامهوموتوپی  مییافته  وقتیگذاری    اثر   تحت  تیر  شود. 

  گذرای   پاسخ   حل  از  کردن   صرفنظر  با  باشد،   تحریک هارمونیک خارجی  نیروی

 : گرفت نظر در زیر  صورت  به  را  اولیه  شرایط  توانمی آن،

 

(25) 
( ) ( )0 0 0 0,= =q q  

 

( معادلات  )23از  و  پاسخ 25(    گرفته   نظر  در   زیر  صورت  به  سیستم  کلی   ( 

 :شودمی

 

(26) 
( )cos cos=  −q( t ) Y t t  

 

باشد. این دو  فرکانس تصحیح می معرف دامنه ارتعاشات و   Yکه در آن  

اغتشاشات روش  اعمال  با  مجهول  توسعه  -ضریب  دست  هوموتوپی  به  یافته 

 شود:آید. بدین منظور تقریب اولیه به صورت زیر در نظر گرفته میمی

 

(27) 0
cos= q ( t ) Y t  

 

  2و   q، جملات  [18]شده  هوموتوپی اصلاح   -اغتشاشاتبر اساس روش  

 شوند: به صورت زیر فرض می 
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0 1 2 ... = + + +q q q q  
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2 2 2
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=Fبا فرض   F ( داریم:23( در معادله )29( و )28و جاگذاری معادلات ) 
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 (:30( در معادله )23با جاگذاری معادله )
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2
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d q
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 cost  جمله  ضریب   بایستمی  فوق  معادله   از  سکولار  جمله  حذف  برای

  :یعنی  باشد، صفر   برابر

 

(33) 
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3
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4
 − + =Y Y F  

 

 شود: از معادله فوق نتیجه می

 

(34) 
2

1

3

4
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F
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 ( و با حل تقریب مرتبه اول، داریم:29معادله )با بکارگیری 

 

(35) 

2 2
0

1






 −
=  

 

 توان نوشت: ( می35( و )34با استفاده از معادلات )

 

(36) ( )3 2 2
0

3
0

4
 −  − − =Y Y F  

 

، با در نظر گرفتن یک گام تقریب به دست   Y(، مجهول  36با حل معادله )

میمی نیز  سیستم  فرکانسی  پاسخ  علاوه  به  فرکانسآید.  تغییر  با  های  تواند 

( معادله  اینکه  به  توجه  با  آید.  دست  به  مختلف  جمله  23تحریک  دارای   ،)

0غیرخطی درجه سوم است، از این رو تشدید سوپرهارمونیک در  

1

3
 =    و

0هارمونیک در  تشدید ساب 3 =    تعیین به منظور  داد. حال  رخ خواهد 

، روشی که برای تعیین فرکانس طبیعی غیرخطی  مقدار فرکانس تصحیح، 

می قرار  استفاده  مورد  شد،  برده  کار  اولیه  به  شرایط  منظور،  بدین  گیرد. 

)سیستم به صورت   ) ( )00 0 0,= = =q a Y q شود که  در نظر گرفته می

آن  ) Yدر  معادله  می36از  دست  به  روش    [16]آید  (  از  استفاده  با 

شده و با در نظر گرفتن یک گام تقریب خواهیم  هوموتوپی اصلاح  -اغتشاشات

 داشت: 

 

(37) 
2 2

0

3

4
  = + Y  

 

مقادیر   آمدن  دست  به  با  تحریک   و   Yحال  تحت  تیر  زمانی  پاسخ   ،

آید. اگر حل با دو  ( و با یک گام تقریب به دست می26هارمونیک از رابطه )

( به صورت زیر به دست  32با حل معادله ) 1qگام تقریب در نظر گرفته شود،  

 آید:می
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 ( داریم:31( در معادله )38( و )27با جایگذاری معادلات )

 

(39) 

( ) ( )

( ) ( )

2
22
0 22

5 2

22 2 2 2
0 0

2 5

2 2 2 2
0 0

d

d

3
cos

16 9 4 9

3
cos3 cos5

4 9 16 9

q
q

t

Y FY
Y t

FY Y
t t




 

 

+ =

 
 

+ +  −
 

 −  − 
 

   
   

 − 
   

 −  −   
   

 



 وحید عرب ملکی و  مسعود مینائی                                                                                  ...ارتعاشات  غیر خطی هوموتوپی به منظور بررسی-توسعه روش اغتشاشات 

912 

ت
زی

پو
ام

ی ک
ور

فنا
و 

م 
لو

 ع
یه

شر
ن

 

می فوق  معادله  از  سکولار  جمله  حذف  جمله  برای  ضریب   costبایست 

 برابر صفر باشد، یعنی:

 

(40) ( ) ( )
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( )34با جایگذاری معادلات  و   )40( معادله  تقریب مرتبه  29( در  با فرض  و   )

 توان نوشت:دوم، می
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=Fسازی و جایگذاری  پس از مرتب F :داریم 

 

(42) 
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نیز ذکر شد، فرکانس تصحیح سیستم، همان با مقدار  گونه که قبلاً  برابر   ،

اولیه   شرایط  که  آزاد  ارتعاشات  حالت  در  سیستم  طبیعی  فرکانس 

( ) ( )0 0 0q , q Y= می = است،  شده  اعمال  آن  به  [16]باشد  بر  لازم   .

شود. با فرض تقریب مرتبه  ( محاسبه می42از رابطه ) Yذکر است که مقدار 

اغتشاشات روش  توسعه  -دوم  گام  )  یافتههوموتوپی  دو  گرفتن  نظر  در  با 

 توان نوشت: می (تقریب 

 

(43) 
2 2 4 2 2 2 4

0 0 0

1
8 6 64 96 30

4
      = + + + +Y Y Y  

 

حل   )از  )42معادلات  و  مقادیر  43(  یافتن  با   ،)Y   و  رابطه اساس  بر   ،

به  26) دوم  مرتبه  تقریب  برای  هارمونیک  تحریک  تحت  تیر  زمانی  پاسخ   ،)

بر اساس مرجع  دست می برای تیر دوسرگیردار، فرکانس تصحیح  [16]آید.   ،

سیستم بر مبنای روش تکرار تغییرات،  سازی  ، پس از حل معادلات و مرتب

 آید: به صورت زیر به دست می
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( تکرار  ( مشاهده می44با دقت در معادله  مبانی روش  از  استفاده  با  شود که 

آید. با استفاده از  تغییرات، دو مقدار متفاوت برای ضریب تصحیح به دست می

( معادله  عددی  روش  23حل  حل  با  آن  مقایسه  و  می(  تغییرات،  توان  تکرار 

( فقط ضریب تصحیح بزرگتر مورد قبول است  44نتیجه گرفت که در معادله )

بایست صرفنظر نمود که این مساله در مرجع  و از ضریب تصحیح کوچکتر می

صورت  [16] در  که  است  حالی  در  این  است.  نگرفته  قرار  توجه  مورد   ،

اغتشاشات توسعه   -بکارگیری روش  )هوموتوپی  تنها  43یافته، مطابق معادله   )

آید که همان نیز جواب صحیح و  یک جواب برای ضریب تصحیح به دست می

 تصحیح است. منحصر به فرد برای ضریب 

 

 بررسی نتایج   4-

 

بستر   بر  واقع  متخلخل  تابعی  مدرج  تیر  اجباری  ارتعاشات  حاضر،  بخش  در 

روش   با  حل  عددی،  حل  نتایج  مقایسه  با  هوموتوپی    -اغتشاشاتوینکلر 

با روش تکرار تغییرات  یافته  توسعه  گیرد تا  مورد بررسی قرار می  [16]و حل 

ارائه شده مورد ارزیابی قرار گیرد. بدین منظور   همگرایی و دقت روش جدید 

ماده خواص  با  متخلخل  تابعی  مدرج  جدول  اتیر  در  مندرج  خواص    1ی  و 

 شود.  ، در نظر گرفته می2هندسی مندرج در جدول 

ماده مطابق  خواص  چگالی  و  الاستیک  مدول  از  اعم  متخلخل  تیر  ای 

تیر تغییر می2( و )1معادلات ) نتایج    3کنند. در جدول  ( در جهت ضخامت 

روش   با  دوسرگیردار  متخلخل  تابعی  مدرج  تیر  فرکانسی  نسبت  به  مربوط 

 . [16]باشد تحلیلی حاضر و روش ارائه شده توسط کنعانی و همکاران می 

نتایج هر دو روبه ازای مقادیر مختلف دامنه بی ش مطابقت بسیار خوبی  بعد، 

نتایج مربوط به نسبت فرکانسی تیر مدرج تابعی    3دهند. در جدول  نشان می

متخلخل دوسرگیردار با روش تحلیلی حاضر و روش ارائه شده توسط کنعانی  

به ازای مقادیر مختلف دامنه بی [16]باشد  و همکاران می نتایج هر دو  .  بعد، 

 دهند.روش مطابقت بسیار خوبی نشان می

جدول   مدرج    3در  تیر  فرکانسی  نسبت  به  مربوط  متخلخل  نتایج  تابعی 

و   کنعانی  توسط  شده  ارائه  روش  و  حاضر  تحلیلی  روش  با  دوسرگیردار 

می مختل[16]باشد  همکاران  مقادیر  ازای  به  بی .  دامنه  دو  ف  هر  نتایج  بعد، 

 دهند.روش مطابقت بسیار خوبی نشان می

شکل تابعی    اجباری  ارتعاشات   زمانی   پاسخ   3و    2های  در  مدرج  تیر 

  روش   دو  از   استفاده  با   یکنواخت  هارمونیک  بار  تحت  سرگیردار   دو  متخلخل

توسعه   -اغتشاشات  روش  و  چهارم   مرتبه  کوتای  رانگ   نشان یافته  هوموتوپی 

بی  2در شکل  .  است  شده   داده زمانی  برابر  بازه  نظر گرفته    100تا    0بعد  در 

تر نتایج حل عددی و  شده است. به منظور وضوح بهتر نمودار و بررسی دقیق

زمانی بی3حل حاضر، در شکل   بازه  زمانی سیستم در    77تا    69بعد  ، پاسخ 

همان است.  شده    روش   شود، می  مشاهده   مذکور   هایشکل  در   که   گونه رسم 

   .دارد عددی  حل با   خوبی مطابقتیافته هوموتوپی توسعه  -اغتشاشات

متخلخل   اجباری  ارتعاشات   زمانی   پاسخ  4در شکل   تابعی  مدرج    دو  تیر 

به    یکنواخت  هارمونیک   بار  تحت  سرگیردار  نزدیک  تحریک  فرکانس  در 

  و   چهارم   مرتبه   کوتای   رانگ   روش   دو  از   استفاده   فرکانس طبیعی غیرخطی با 

پدیده     .است  شده  داده  نشانیافته  هوموتوپی توسعه  -اغتشاشات  جدید  روش

به وضوح در شکل   بسیار خوبی  مشاهده می  4ضربان  انطباق  شود. همچنین 

 بین نتایج روش حاضر و حل عددی وجود دارد.

به منظور مقایسه نتایج روش ارائه شده حاضر با نتایج حل تکرار تغییرات،  

باشد،  که عبارت از میزان افزایش فرکانس غیرخطی سیستم می FRپارامتر  

 شود:به صورت زیر تعریف می
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 [21] مدرج تابعیدهنده تیر ای اجزای تشکیلخواص ماده  1جدول 

Table 1 Material properties of the FG-beam [21] 

 نوع جنس
مدول یانگ 

(GPa) 
 (3kg/mچگالی )

 Ti-6Al-4V 577 /122 2370 فلز 

 4N3Si 430 /348 4429 سرامیک

 

 [21] مدرج تابعیخواص هندسی تیر  2جدول 

Table 2 Geometrical properties of the FG-beam [21] 

 (mmمقدار ) مشخصه

 500 طول

 31 عرض

 31 ارتفاع 

 
فرکانسی،    3جدول   نسبت  NL L  بستر بر  واقع  متخلخل  تابعی  مدرج  تیر   ،

0وینکلر به ازای  05. = 

Table 3 Frequency ratio, 

 
 NL L , of the porous FG-beam on a 

Winkler foundation for 0 05. =  

Y LK 

1n = 5n = 

 حل حاضر

(DHPM) 

کنعانی و  

همکاران  

[16] 

 حل حاضر

(DHPM) 

کنعانی و  

همکاران  

[16] 

0 
1 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 

10 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 

0.01 
1 1.0072 1.0072 1.0101 1.0101 

10 1.0071 1.0071 1.0100 1.0100 

0.05 
1 1.1661 1.1695 1.2261 1.2318 

10 1.1634 1.1667 1.2225 1.2281 

0.1 
1 1.5552 1.5776 1.7273 1.7592 

10 1.5472 1.5692 1.7173 1.7476 

0.13 
1 1.8398 1.8779 2.0824 2.1338 

10 1.8284 1.8660 2.0683 2.1189 

 

 
Fig. 2 Comparison the time response function of the porous FG-beam 

via DHPM and RK45 for the time interval 0 to 100 
هوموتوپی    -مقایسه پاسخ زمانی تیر مدرج تابعی متخلخل از روش اغتشاشات  2شکل  

 100  تا 0در بازه زمانی  RK45یافته و حل عددی توسعه

 

 

Fig. 3 Comparison the time response function of the porous FG-beam 

via DHPM and RK45 for the time interval 69 to 77 
هوموتوپی   -از روش اغتشاشات  مقایسه پاسخ زمانی تیر مدرج تابعی متخلخل  3شکل  

 77  تا 69در بازه زمانی  RK45یافته و حل عددی توسعه

 

 
Fig. 4 Comparison the time response function of the porous FG-beam 

via DHPM and RK45 near the resonance point (beating phenomena) 
هوموتوپی   -از روش اغتشاشات  مقایسه پاسخ زمانی تیر مدرج تابعی متخلخل  4شکل  

 ضربان( نزدیک نقطه رزونانس )پدیده  RK45یافته و حل عددی توسعه

 

شکل   متخلخل  5در  تابعی  مدرج  تیر  غیرخطی  فرکانس  افزایش  میزان   ،

به ازای   بر بستر وینکلر  بار هارمونیک واقع  0دوسرگیردار تحت  05. با  =  ،

( و روش تکرار  یافتههوموتوپی توسعه   -اغتشاشاتاستفاده از حل حاضر )روش  

قرار   مقایسه  مورد  همانتغییرات  است.  میگرفته  مشاهده  که  در  گونه  شود، 

هم  دامنه به  نزدیک  بسیار  روش  دو  هر  از  حل  نتایج  کوچک،  ارتعاشی  های 

افزایش فرکانس غیرخطی  می میزان  ارتعاشی سیستم،  دامنه  افزایش  با  باشد. 

می افزایش  همدیگر  تیر  از  مذکور،  روش  دو  از  حل  نتایج  اینکه  ضمن  یابد، 

می میفاصله  حل  گیرد.  جدید  روش  در  تیر  غیرخطی  فرکانس  افزایش  زان 

می  تغییرات  تکرار  روش  از  کمتر  شکل    باشد.حاضر  سفتی  6در  ضریب  اثر   ،

بررسی   تیر مورد  فرکانس طبیعی غیرخطی  افزایش  میزان  روی  وینکلر  بستر 

همان  است.  گرفته  میقرار  مشاهده  که  فرکانس  گونه  افزایش  میزان  شود، 

تیر نسبت معکو به  غیرخطی  با ضریب سفتی بستر وینکلر دارد. همچنین  س 

افزایش   میزان  دامنه،  افزایش  با  وینکلر،  بستر  از  سفتی مشخص  ازای ضریب 

می افزایش  تیر  غیرخطی  شکل    یابد.فرکانس  کسر  7در  توانی  شاخص  اثر   ،

طبیعی   فرکانس  افزایش  میزان  روی  متخلخل  تابعی  مدرج  تیر  حجمی 

گرفته است. با دقت در شکل مذکور مشخص  غیرخطی تیر مورد بررسی قرار  

با شاخص  می شود که میزان افزایش فرکانس غیرخطی تیر نسبت مستقیمی 

حجمی   کسر  توانی  شاخص  ازای  به  همچنین  دارد.  تیر  حجمی  کسر  توانی 
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مشخص از تیر، با افزایش دامنه، میزان افزایش فرکانس غیرخطی تیر افزایش  

ترتیب تاثیر پارامترهای کسر حجمی تخلخل، ، به  9و    8های  در شکل  یابد.می

  ،کسر حجمی توانی  شاخص  و   ،n  تابعی مدرج  تیر  فرکانسی  پاسخ  بر   ،

کسر   افزایش  با  است.  شده  داده  نشان  حاضر  حل  از  استفاده  با  متخلخل 

حرکت تیر افزایش یافته و  حجمی تخلخل، ضریب جمله غیرخطی در معادله  

می خمیده  راست  سمت  به  اندکی  فرکانسی  پاسخ  منحنی  آن  تبع  شود،  به 

سخت  رفتار  تیر  مییعنی  نشان  خود  از  بیشتری  همچنین  شوندگی  دهد. 

افزایش شاخص توانی کسر حجمی، باعث انحراف زیاد منحنی پاسخ فرکانسی  

یابد. زیرا با افزایش  یشوندگی تیر افزایش مبه سمت راست شده و رفتار سخت 

تیر   حرکت  معادله  در  غیرخطی  جمله  ضریب  حجمی،  کسر  توانی  شاخص 

 شود.  افزایش یافته و اثرگذاری آن در پاسخ فرکانسی تیر بیشتر می

 

 
Fig. 5 Comparison of the increasing of nonlinear frequency for

0 05. =  via present method (DHPM) and VIM 

ازای    5شکل   به  غیرخطی  فرکانس  افزایش  میزان  0مقایسه  05. از   = استفاده  با 

 تکرار تغییرات یافته( و روش هوموتوپی توسعه -حل حاضر )روش اغتشاشات

 

 
Fig. 6 The effect of the Winkler foundation’s stiffness  on the 

increasing of nonlinear frequency for 0 05. =  via present method 

(DHPM)  
به   فرکانس غیرخطیتاثیر تغییر پارامتر سفتی بستر وینکلر بر میزان افزایش    6شکل  

0ازای  05.  یافته(هوموتوپی توسعه -با استفاده از حل حاضر )روش اغتشاشات =

 

 
Fig. 7 The effect of power exponent of volume fraction on the 

increasing nonlinear frequency for 0 05. =  via present method 

(DHPM) 
فرکانس   7شکل   افزایش  میزان  بر  حجمی  کسر  توانی  شاخص  پارامتر  تغییر  تاثیر 

ازای    غیرخطی 0به  05. اغتشاشات= )روش  حاضر  حل  از  استفاده  هوموتوپی   -با 

 یافته(توسعه

 

 

Fig. 8 Frequency response curve of the porous FG-beam for various 

values of the porosity volume fraction using present method (DHPM) 
کسر  منحنی پاسخ فرکانسی تیر مدرج تابعی متخلخل به ازای مقادیر مختلف  8شکل  

 یافته(توسعه هوموتوپی -حجمی تخلخل با استفاده از حل حاضر )روش اغتشاشات

 

 
Fig. 9 Frequency response curve of the porous FG-beam for various 
values of the power exponent of volume fraction using present method 

(DHPM) 
مختلف  9شکل   مقادیر  ازای  به  متخلخل  تابعی  مدرج  تیر  فرکانسی  پاسخ   منحنی 

حاضر   حل  از  استفاده  با  تخلخل  حجمی  کسر  توانی  اغتشاشاتشاخص    -)روش 

  یافته(هوموتوپی توسعه
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 گیری نتیجه 5-

 

ارتعاشات تابعی    در مطالعه حاضر،  تیر مدرج  با دامنه بزرگ  غیرخطی عرضی 

  مورد   تحلیلی  صورت  متخلخل واقع بر بستر وینکلر تحت بارگذاری خارجی به

اولر  .شد  داده  قرار   مطالعه تیر  بر حرکت  دیفرانسیل حاکم  با    -معادله  برنولی 

با فرض غیرخطینگی ون کارمن به دست آمد. با   بکارگیری اصل هامیلتون و 

گیردار   سر  دو  مرزی  شرایط  گرفتن  درنظر  با  و  گالرکین  روش  اعمال 

معادله   خارجی،  یکنواخت  خارجی  بار  فرض  با  همچنین  غیرمتحرک، 

جزئی،  مشتقات  با  به    دیفرانسیل  شد.  معمولی  دیفرانسیل  معادله  به  تبدیل 

دلیل بزرگ بودن ضریب جمله غیرخطی و نیز به دلیل ناهمگن بودن معادله  

و   غیرخطی حاصل، روش نبوده  مساله  به حل  قادر  اغتشاشات  های کلاسیک 

اغتشاشات روش  حل،  منظور  اصلاح  -به  شد.  هوموتوپی  داده  توسعه  شده، 

حاضر،  صحه حل  نتایج  حل  گذاری  از  آمده  دست  به  نتایج  با  آن  مقایسه  از 

عددی و نتایج روش تکرار تغییرات انجام گرفت. مقایسه نتایج حاکی از دقت  

بسیار خوب روش ارائه شده بود. همچنین با دقت در معادله غیرخطی حاکم  

تکرار   روش  مبانی  از  استفاده  که  گردید  مشاهده  تیر،  اجباری  ارتعاشات  بر 

مقدا دو  میتغییرات،  دست  به  تصحیح  ضریب  برای  متفاوت  مقایسه  ر  دهد. 

پاسخ سیستم با حل عددی نشان دادند که فقط ضریب تصحیح بزرگتر مورد  

ها مورد توجه قرار نگرفته بود. این در  قبول بوده و این مساله در سایر پژوهش 

اغتشاشات جدید  روش  بکارگیری  صورت  در  که  است  هوموتوپی    -حالی 

تنهتوسعه  مییافته،  به دست  تصحیح  برای ضریب  یک جواب  همان  ا  که  آید 

است. خلاصه تصحیح  برای ضریب  فرد  به  منحصر  و  صحیح  جواب  از  نیز  ای 

  سایر نتایج مقاله حاضر به شرح زیر است: 

  

با افزایش ضریب سفتی بستر وینکلر، میزان افزایش فرکانس غیرخطی تیر    1

می با  کاهش  وینکلر،  بستر  از  مشخص  سفتی  ضریب  ازای  به  همچنین  یابد. 

افزایش   تیر  غیرخطی  فرکانس  افزایش  میزان  دامنه،   افزایش 

 یابد. می

توانی    2- شاخص  با  مستقیمی  نسبت  تیر  غیرخطی  فرکانس  افزایش  مقدار 

کسر حجمی تیر دارد. به ازای شاخص توانی کسر حجمی معین از تیر، میزان  

 شود.افزایش فرکانس غیرخطی تیر با افزایش دامنه، بیشتر می

با افزایش کسر حجمی تخلخل، ضریب جمله غیرخطی در معادله حرکت    3-

یاف افزایش  تابعی  تیر  مدرج  تیر  فرکانسی  پاسخ  منحنی  آن  تبع  به  و  ته 

می خمیده  راست  سمت  به  اندکی  سختمتخلخل  رفتار  تیر  یعنی  -شود، 

 دهد.  شوندگی بیشتری از خود نشان می

پاسخ    4- منحنی  زیاد  انحراف  باعث  حجمی،  کسر  توانی  شاخص  افزایش 

یابد. زیرا  یشوندگی تیر افزایش مفرکانسی به سمت راست شده و رفتار سخت

معادله   در  غیرخطی  جمله  ضریب  حجمی،  کسر  توانی  شاخص  افزایش  با 

 شود. حرکت تیر افزایش یافته و اثرگذاری آن در پاسخ فرکانسی تیر بیشتر می
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