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 چکیده

کاربرد  ی،کیالکتر یانرژ به یکیمکانارتعاشات  همچون یطیمح یانرژ لیتبد یتقابل یلبه دل یزوالکتریکمبدل پ از استفاده امروزه

بخش  یاتخصوص انتخاب یزوالکتریک،پ یاتعلاوه بر خصوص یزوالکتریک،پ یهلا یسازه دارا یک دراست.  یدا کردهپ ای گسترده

از  یکیالکتر یانرژ یدحاضر، تول پژوهشدر  ینبنابرا ؛برخوردار است لاییبا یتاز اهم یزن یسازه برداشت کننده انرژ یرپیزوالکتریکیغ

 ی،برنول-یلراو یرت تئوریاز  استفادهاست. لذا در ابتدا، با  قرارگرفته یمورد بررس یزوالکتریکپ یهبا لا یتیکامپوز یرت اجباریارتعاشات 

 یهلا یدارا یتیکامپوز یرت یک یبرا یولتاژ خروج روابط یچ،و سپس با استفاده از روش کانتروو آمده دست به یستممعادلات حرکت س

 یکه خطا اند هشد یسهمحدود مقا یاجزا یساز حاصل از مدل یجبا نتا یلیتحل یجنتا ی،سنج. جهت صحتگردند یم استخراج یزوالکتریکپ

برداشت  یزانبر م یزوالکتریکپ یهلا دارای یتیکامپوز یرت های یهلا یدمانو نحوه چ یافال یهزاو یر. در ادامه تأثدهند یرا نشان م یکم ینسب

 یزانسازه، م یراییآن بر نسبت م یرتأث و یتیکامپوز یرت یسیتهمدول الاست یش، با افزاآمده دست به یجنتا با. مطابق است شده بررسی یانرژ

به ضخامت  یتیکامپوز تیر ضخامت نسبت کامپوزیتی، تیر ابعاد اثردر ادامه  همچنین. یابد یبهبود م توجهی قابلبه مقدار  یبرداشت انرژ

که با  دهد مینشان  آمده بدست است. نتایج شده بررسی یبرداشت انرژ یزانم بر یراییمقدار جرم متمرکز و نسبت م یزوالکتریک،پ یهلا

 یردر ت یمعادل متفاوت یسیتهمدول الاست توان یم لایه، هر در یافال یهو زاو چینی لایهمناسب  یو با طراح یتیاستفاده از مواد کامپوز

 .خواهد کرد تغییر هم  اژ خروجی مداردامنه ولت یزانو م یستمس یعیفرکانس طب درنتیجه،نمود که  یجادا یتیکامپوز
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Abstract 
Nowadays, piezoelectric transducers are widely applied because of their capability to convert 
environmental energies (e.g. mechanical vibrations) into the electrical energy. In an energy harvester 
structure, not only piezoelectric characteristics but also properties of the non-piezoelectric part of the 
energy harvesting structure are highly important. Therefore, in the present research, electrical energy 
generation from forced vibrations of a composite beam with the piezoelectric layer is considered. For this 
purpose, firstly, the governing equations of the system are obtained using Euler-Bernoulli beam theory. 
Then, Kantorovich method was used to calculate the output voltage for a composite beam with the 
piezoelectric layer. To verify the analytical method, the results were compared to the finite-element 
modeling results. Furthermore, the effects of fiber orientation angle and layup arrangement in the 
composite beam with piezoelectric layer on the amount of harvested energy were investigated. According to 
the obtained results, by increasing the elastic modulus of the composite beam and its effect on the damping 
ratio of the structure, considerably higher energy is harvested. Then, the effects of composite beam 
dimensions, the ratio of composite beam thickness to the piezoelectric layer thickness, the concentrated 
mass, and the damping ratio on the amount of harvested energy were studied. The results show that using 
the composite materials and by proper design of layup and fiber orientation angle in each layer, it is 
possible to get different equivalent elastic modulus in the composite beam, and consequently alter natural 
frequency of the system and output voltage amplitude of the circuit. 
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 مقدمه-1

آن به  یلو تبد یستماطراف س یطاز مح یآوردن انرژ دستبه  فرآیند

 یها . در سالنامند یم یاستفاده را برداشت انرژ و قابل یدمف یکیالکتر یانرژ

 یکیالکتر یلوسا یروزمره، تقاضا برا یدر زندگ یاورفن یشرفتبا پ یر،اخ

حمل  قابل یلوسا یناست. چون ا یشمصرف رو به افزا حمل و کم قابل

حمل کنند.  یزخود را ن یانرژ یرهاست که بتوانند منبع ذخ یضرور باشند، یم

و مشکل  کنند میاستفاده  انرژیعنوان  به ریها از بات دستگاه ینا یطور سنت به

از  بسیاری[. 1دارند ] یاست که عمر محدود ینا ها ریاستفاده از بات اصلی

 سویدارند. از  دائمی پایشبه  نیازمعلق،  های پلو  هواپیماها مانند بدنه  سازه

 بسیاریسلامت سازه، در  پایش گرهای حس قرارگیریبا توجه به محل  دیگر،

منبع  یکاستفاده از  رو ینوجود ندارد. ازا ریبات جایگزینیاز موارد امکان 

 یانرژ چونهم محیطی انرژیمانند استفاده از  یمدائ یکیتوان الکتر یدتول

 یانرژ یلتبد یکه برا یمختلف یها روش یانضرورت دارد. در م یکیمکان

دارا  یلبه دل یزوالکتریکوجود دارد استفاده از مواد پ یسیتهبه الکتر یکیمکان

 ترین یشتوان بالا، ب ینو همچن یکیالکترومکان ینگکوپل یذات یتبودن خاص

  [.2به خود اختصاص داده است ] یبرداشت انرژ ینهرزمتوجه را د

جهت برداشت  پیزوالکتریکاستفاده از مواد  بررسیبه  بسیاریمحققان 

 نی[ از نخست3] سون،یم[. 6-3] اند پرداخته مکانیکی های سازهدر  انرژی

علاوه بر مطالعه در مورد  ینمود. و یرا بررس کیزوالکتریبود که مواد پ یکسان

 مدار کی ارائه و یطراح به کیزوالکتریپ دهنده لیمواد تشک یخواص ذات

اومدا و همکاران .  پرداخت کیزوالکتریپ مبدل از یانرژ برداشت جهت معادل

 یشنهادرا پ  اییمدل گسسته انرژیجهت برداشت  دیگریدر پژوهش  [4]

شده   تشکیلکننده  میراجرم، فنر و  یککردند. مدل ارائه شده توسط آنان از 

 خمشی تیرهای دارایکوچک  الکتریکی ژنراتورهای [5] و همکاران لیبود. 

 برداشت به[ 6] همکاران و یژکردند.  بررسیرا  الاستیک پایهو  پیزوالکتریک

 یمصرف یانرژ نیتأم ،یانرژ. هدف از برداشت پرداختند مورفیبا ریت از یانرژ

دو  ریتأث یبه بررس نیها بود. آنان همچن سلامت سازه شیپا یحسگرها یبرا

و  ی[ به بررس7و همکاران ] کومار پرداختند. ریآزاد ت یجرم متمرکز در انتها

 دهنده لیتشک مواد مختلف در ساختار یریکارگ عملکرد به لیتحل

ها جهت برداشت  پرداختند. آن یتوان خروج شیجهت افزا کیزوالکتریپ

آزاد آن استفاده  یمورف با جرم متمرکز متصل به انتها یونی ریت کیاز  یانرژ

مرتبه اول  یشکل برش رییتغ یکردند. معادلات حاکم بر مدل را بر اساس تئور

استخراج کردند و سپس با استفاده از روش حل اجزا محدود معادلات حاکم را 

 با ریت کی از یانرژ برداشت به[ 8] همکاران و یزدی دانشحل نمودند. 

خود  لیها در تحل . آنپرداختند کیزوالکتریپ هیلا همراه به همسانگرد خواص

استفاده کردند. آنان  یجهت برداشت انرژ  1یمریپل نهیزم کیزوالکتریاز پ

استفاده کردند.  نیتابع گر هیفور لیجهت حل معادله خود از روش تبد

 یروهاین ریت کیجهت تحر ندروش به آنان کمک کرد تا بتوان نیاستفاده از ا

ها جهت  آن نیاعمال کنند. همچن ریازجمله بار گسترده را به ت یمتفاوت

 سهیمقا یشگاهیآزما جینتا با را یلیتحل حل ،شده مدل ارائه یسنجصحت

ارتعاشات اجباری و آزاد  لیتحل و  هیتجز[ به 9حسینی و همکاران ] .کردند

آنان با لایه پیزوالکتریک پرداختند. ی تیر اویلر برنولی تحت امواج رخطیغ

استخراج نمودند و با روش گالرکین حل  لتونیهممعادلات خود را از اصل 

برای  رزونانسکردند. نتایج آنان پاسخ فرکانسی و دامنه ارتعاشات در ناحیه 

یک برداشت کننده  [11-10]عبدالکافی و همکارانش  مد اول سیستم بود.

                                                           
1 Polyvinylidene Flouride 

صلب با درجات آزادی پیچشی و رفت و برگشتی را انرژی شامل یک ایرفویل 

سازی نمودند. این مدل دارای فنرهای پیچشی و خمشی خطی  طراحی و مدل

رفت  دهنده پیزوالکتریک با درجات آزادی و غیرخطی بود؛ این فنرها به اتصال

صورت تحلیلی تأثیر پارامترهای مختلف  ها به و برگشتی متصل شده بودند. آن

در تحقیق خود به بررسی برداشت انرژی  [12]ودند. اگ بورن را بررسی نم

یردار با لایه گ الکتریکی در محدوده میکرو تا میلی وات از یک تیر یکسر

از حل تحلیلی برای  آمده دست بهپیزوالکتریک سرامیکی پرداخت سپس نتایج 

ایج برداشت انرژی الکتریکی از تیر تحت ارتعاشات هارمونیک و اجباری را با نت

 حاصل از نمونه آزمایشگاهی مقایسه و ارائه نمود.

[ به بیان یک رویکرد جدید در برداشت انرژی از 13اومن و همکاران ]

دار خازنی و یک پل دیود جهت یک م مواد پیزوالکتریک پرداختند. آنان از

سازی  ینهبههمچنین به  و سازی ولتاژ الکتریکی خروجی استفاده نمودندیکسو

عزیزی و  ی وایرلس نیز پرداختند.ها شبکهژی حاصل برای حداکثر انر

یردار دوسرگیرخطی غیر پیزوالکتریک بایمورف ت یکرومیک  [14]همکاران 

ها  آن. قراردادندتحت تحریک الکترواستاتیک و پیزوالکتریک را مورد تحلیل 

در پژوهش خود به بررسی خاصیت عملگری پیزوالکتریک پرداختند. بدین 

 میکرو دینامیکیو  استاتیکی، رفتار پیزوالکتریک لایهعمال ولتاژ به با امنظور 

 یبرا یلیروش تحل کی[ 15] منیا و ارتوکقرار گرفت.  یبررس مورد تیر

. ارائه نمودند کیزوالکتریپ هیبه همراه لا یبرنول لریاو ریت یکیالکترومکان کوپل

 ها آناست.  شده گرفتهی در نظر آزادیک سیستم یک درجه  صورت بهمدل 

 ازجملهیر افزایش مقاومت الکتریکی در مدار بر روی پارامترهای خروجی تأث

سپس در  ها آن. قراردادندی موردبررسیان و توان خروجی را جر شدتولتاژ، 

[ به برداشت انرژی از تیر بایمورف تحت ارتعاشات اجباری 16پژوهشی دیگر ]

ی جرم متمرکز پرداختند. در تحقیق انجام شده، لایه پیزوالکتریک  واسطه به

باریونی و همکاران است.  قرارگرفتههندسی بر روی کل سطح تیر  ازلحاظ

گاه ساده به  بر اساس معیار بیشترین تغییر شکل خمشی تیر با تکیه [17]

برای  ها این معیار را تنها سازی مکان لایه پیزوالکتریک پرداختند. آن بهینه

اندازه  شکل مد اول تیر بررسی کردند و طول بهینه عملگر پیزوالکتریک را هم

[ یک روش تحلیلی برای 18روندی و همکاران ]. دست آوردند با طول تیر به

مدل جرم و فنر معادل و  کیاز تکنی آن با استفاده ساز نهیبهبرداشت انرژی و 

[ روشی تحلیلی 19. لوو و همکاران ]نمودند ارائهبا استفاده از مدار الکتریکی 

آن  ریتأثبر مبنای جرم متمرکز بر مقاومت الکتریکی و ثابت الکترومکانیکی و 

[ به طراحی و ارائه 20متیو و همکاران ] بر میزان برداشت انرژی ارائه نمودند.

کفش جهت برداشت انرژی الکتریکی  پاشنهدر  قرارگرفتهمدل پیزوالکتریک 

[ به تحلیل و بررسی برداشت انرژی الکتریکی 21و همکاران ] کیمپرداختند. 

شده تحت  سازی یهشبیک پل  یهپااز لایه پیزوالکتریک متصل شده به 

های مختلف پرداختند. آنان همچنین در مدل خود شرایط مختلف  یبارگذار

وزن خودروهای عبوری در حال حرکت، سرعت عبوری و شرایط  ازجمله

تغییر در دامنه بارگذاری و فرکانس سازه در نظر گرفتند.  صورت بهترافیکی را 

 باشد.  یممبتنی بر حل تحلیلی و تجربی  شده ارائهها نتایج  در مطالعه آن

 کیاز  یکیالکتر یمعطوف به برداشت انرژ ن،یشیپ یها عمده پژوهش

از  .باشد یخواص همسانگرد است م یکه دارا یفلز اژیبا آل رداریگ کسری ریت

فرد  منحصربه یکیواسطه داشتن خواص مکان به یتیمواد کامپوز گرید یسو

 عیدر صنا یا طور گسترده به ریاخ یها سال یطنسبت به مواد همسانگرد، 

برداشت انرژی از تیر  مقاله نیا در لذا ند.ا مختلف مورداستفاده قرارگرفته

مطالعه کامپوزیتی با یک و دو لایه پیزوالکتریک تحت ارتعاشات اجباری مورد 

 هیلا با یتیکامپوز ریت ایبر حاکم معادلاتبدین منظور  گیرد. قرار می
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های میرایی  تحت ارتعاشات اجباری با در نظر گرفتن نسبت کیزوالکتریپ

مؤثر  یپارامترها ریتأثشوند و در نهایت،  ای و خارجی، توسعه داده می سازه

برداشت  زانیبر م یهندس مشخصات و افیال هیزاو ها، هیلا دمانیمانند چ

 .گردند می یبررس یانرژ

 

 حاکم معادلات بیان-2

ی در این مقاله برداشت انرژی از یک تیر کامپوزیتی با بررس موردمسئله 

بندی مستطیل شکل به همراه جرم  یکرهپیردار با گگاهی یکسر یهتکشرایط 

متشکل از   Lو طول  bاست. تیر مذکور با پهنای  1انتهایی مطابق شکل 

 پیزوالکتریک هیلا کو ی ℎ𝑠 باضخامتلایه از جنس کربن / اپوکسی  چند کی

 ℎ𝑝 باضخامت[ 15مطابق با مرجع ]  PZT5Aاختصاری  ناما بسرامیکی 

 .باشد یمی انرژی  های برداشت کننده لایه عنوان به

تمام سطح لایه پیزوالکتریک را  الکترودهاهمچنین فرض شده است که 

توان  یمپوشانده و لایه پیزوالکتریک نسبت به تیر لغزشی ندارد. بنابراین 

حرکت کلی تیر کامپوزیتی تحت ارتعاشات اجباری شامل حرکت پایه تیر 

 [.15] ( بیان نمود1رابطه ) صورت بههای عرضی آن را  ییجا جابهو  کامپوزیتی

(1)  
𝑤(𝑥, 𝑡) = 𝑤𝑏(𝑥, 𝑡) + 𝑤𝑟(𝑥, 𝑡) 

,𝑤𝑏(𝑥که در آن 𝑡)  حرکت پایه تیر و𝑤𝑟(𝑥, 𝑡) یی عرضی تیر جا جابه

( 2رابطه ) صورت به نسبت به انتهای گیردار است. همچنین حرکت پایه تیر

 شود. یمتعریف 

(2)  
𝑤𝑏(𝑥, 𝑡) = 𝑔(𝑡) + 𝑥ℎ(𝑡) 

𝑔(𝑡)  حرکت عرضی تیر در جهتy  وℎ(𝑡)  چرخش تیر حول محورz  .است 

 –ی تیر کامپوزیتی با استفاده از تئوری تیر اویلر ا صفحهمعادله ارتعاشات 

xجرم انتهای تیر در صفحه  اثربرنولی و  − y  توان  ی( م3معادله ) صورت بهرا

 [:15] نوشت

 𝐸𝑡𝐼
𝜕4𝑤𝑟(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥4 + 𝑚(𝑥)
𝜕2𝑤𝑟(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2 = 

(3)  
   −[𝑚 + 𝑀𝑡𝛿(𝑥 − 𝐿)]

𝜕2𝑤𝑏(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2  

ممان اینرسی سطح  𝐼 مدول الاستیسیته تیر کامپوزیتی، 𝐸𝑡 در رابطه فوق

جرم بر واحد طول تیر است.  𝑚جرم متمرکز انتهای تیر و  𝑀𝑡مقطع،

ضرب مدول یانگ در ممان اینرسی تیر کامپوزیتی و همچنین جرم  حاصل

 [:15] ( بیان نمود5( و )4رابطه ) صورت به توان یمسازه را 

 
Fig. 1 Composite beam with piezoelectric layer and Tip mass 

 و جرم انتهایی  کامپوزیتی به همراه لایه پیزوالکتریک تیر 1شکل 

(4)  𝐸𝑡𝐼 = 𝑏 [
𝐸𝑠(ℎ𝑏

3 − ℎ𝑎
3) + 𝐸𝑝(ℎ𝑐

3 − ℎ𝑏
3)

3
] 

(5) 
𝑚 = 𝑏(𝜌𝑠ℎ𝑠 + 𝜌𝑝ℎ𝑝) 

 یچگال ته،یسیالاست معادل مدول بیترت به 𝐸𝑠 ،  𝜌𝑠 ℎ𝑠( 5( و )4) رابطه در

 بیترت بهℎ𝑝 و  𝐸𝑝،𝜌𝑝 نی. همچنباشند یم آنضخامت  و یتیکامپوز ریت

. هستند کیزوالکتریپ هیلاضخامت  و یچگال ته،یسیالاست مدول

ℎ𝑏نیهمچن , ℎ𝑐 ℎ𝑎 و  یتا مرکز تار خنث هیفاصله هر لاb باشد یم ریعرض ت .

 ینسبت به تار خنث هیهر لا یریاز محل قرار گ کیشمات ریتصو 2 درشکل

 .است مشاهده  قابل

کامپوزیتی است  هیچندلااز نوع  شده گرفتهبا توجه به اینکه تیر در نظر 

ی ها هیدرا( نیاز به تعریف 4در رابطه ) 𝐸𝑠جهت محاسبه مدول یانگ معادل 

 𝐷𝑖𝑗ی ماتریس ها هیدرا. توسط باشد یم 𝐷𝑖𝑗ماتریس سفتی خمشی 

,𝑀yگشتاورهای  𝑀x  و𝑀xy  وارد بر تیر به انحناهای𝑘𝑥 ،𝑘𝑦 ،𝑘𝑥𝑦  در

 (6)آن از رابطه  توان یمرا   𝐷𝑖𝑗شوند. ماتریس  راستاهای بارگذاری مربوط می

 محاسبه نمود:

 

(6) 
𝐷𝑖𝑗 =

1

3
∑(�̅�𝑖𝑗)

𝑛

𝑛

𝑛=1

(𝑧3
𝑛 − 𝑧3

𝑛−1)        𝑖, 𝑗 = 1,2,6 

 

(7) 
[

𝑘x

ky

kxy

] = [

𝐷11 𝐷12 𝐷16

𝐷21 𝐷22 𝐷26

𝐷16 𝐷26 𝐷66

]

−1

[

Mx

My

Mxy

] 

𝑧𝑛یی که درجا − 𝑧𝑛−1،   ضخامت لایهn ،امk  و  ها هیلاتعداد�̅�𝑖𝑗 

با توجه به اینکه تیر فقط تحت خمش  .باشد یمماتریس سفتی کلی هر لایه 

در  آمدهبرای انحنای به وجود (، 7است. مطابق رابطه ) xخالص در راستای 

 آید: یم به دسترابطه زیر  xراستای 

(8) k11 = 𝐷11
−1𝑀x 

معادل یک  مؤثر، برای تعیین مدول طولی خمشی (8)با توجه به رابطه 

 [:23گردد ] یم( استفاده 9چند لایه متقارن از رابطه )

(9) 
𝐸𝑠 =

12𝑀𝑥

𝑘11ℎ𝑠
3 =

12

ℎ𝑠
3𝐷11

−1
 

توان برای  یمبرای نشان دادن تلفات مکانیکی، دو نوع مختلف میرایی را 

با داخلی.  )مقاومت هوا( و میراییسیستم در نظر گرفت: میرایی خارجی 

( 10رابطه ) صورت بهضرایب میرایی در سیستم، معادله حرکت  واردکردن

 [.15شود ] یمحاصل 

 
Fig. 2 The schematic  view of layers distance from  neutral axis 

 نمای شماتیک از فاصله قرار گیری لایه ها از محور خنثی 2شکل
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𝜕2𝑀(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
+ 𝑚(𝑥)

𝜕2𝑤𝑟(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
+ 𝐶𝑠𝐼(𝑥)

𝜕5𝑤𝑟(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥4𝜕𝑡
 

(10) 
   +𝐶𝑎

𝜕𝑤𝑟(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= −[𝑚 + 𝑀𝑡𝛿(𝑥 − 𝐿)]

𝜕2𝑤𝑏(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2  

,𝑀(𝑥 (،10) رابطه در 𝑡)  یدر راستا یممان خمشتابع زمانی x، 𝐶𝑎 بیضر 

 یا سازه ییرایم بیضر 𝐶𝑠𝐼(𝑥)از مقاومت هوا و  یناش سکوزیو ییرایم

 است. یتیسطح مقطع کامپوز یبرا( یداخل ییرای)م

ممان خمشی  [،15با استفاده از روابط ساختاری پیزوالکتریک ]

𝑀(𝑥, 𝑡) ( محاسبه خواهد شد.11رابطه ) صورت به 

 

(11) 
𝑀(𝑥, 𝑡) = − ∫ 𝑇1

𝑠𝑏𝑦d𝑦 − ∫ 𝑇1
𝑝

𝑏𝑦d𝑦

ℎ𝑏

ℎ𝑎

ℎ𝑏

ℎ𝑎

 

𝑇1  ،عرض تیر   𝑏(،11)که در رابطه 
𝑠  وی تیکامپوز ریتتنش در𝑇1

𝑝
تنش در   

 :ندیآ یم به دست (15( تا )12)که از روابط  استلایه پیزوالکتریک 

(12) 𝑇1
𝑠 = 𝐸𝑠𝑆1

𝑠 

(13) 𝑆1
𝑠 =

𝑀(𝑥)𝑧

𝑏
(�̅�11

(𝑘)
𝐷11

−1 + �̅�12
(𝑘)

𝐷12
−1 + �̅�16

(𝑘)
𝐷16

−1) 

(14) 𝑇1
𝑝

= 𝐸𝑝(𝑆1
𝑝

− 𝑑31𝐸3) 

(15) 𝑆𝑃
1 = 𝑠11

𝐸 𝑇1
𝑝

+ 𝑑31𝐸3 

𝑑31  ،ضریب پیزوالکتریک در تنش ثابت𝐸3  ،میدان الکتریکی 𝑆1
𝑠 کرنش در

𝑆1تیر کامپوزیتی،  
𝑝  کرنش در لایه پیزوالکتریک و 𝑠11

𝐸 ماتریس نرمی

( بازنویسی 16رابطه ) صورت به توان یم( را 11رابطه )است.  پیزوالکتریک

 نمود:

(16) 𝑀(𝑥, 𝑡) = 𝐸𝑡𝐼
𝜕2𝑤𝑟(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
+ 𝜗𝑉(𝑡) 

الکترومکانیکی با  کوپلمعرف تابع ولتاژ است. رابطه   𝑉(𝑡) (16)در رابطه 

شود  یمتعریف  (17) صورت بهیکی خروجی مدار الکترفرض سری بودن 

[15:] 

 

(17)  

𝜗 = −
𝐸𝑝𝑏𝑑31

2ℎ𝑝
(ℎ𝑐

2 − ℎ𝑝
2) 

 

معادله تیر اویلر برنولی تحت ارتعاشات اجباری با اثر جرم متمرکز در انتها تیر 

 :[16]شود  ( بازنویسی می18همراه ضرایب میرایی به شکل رابطه )به 

𝐸𝑡𝐼
𝜕4𝑤𝑟(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥4 + 𝐶𝑠𝐼(𝑥)
𝜕5𝑤𝑟(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥4𝜕𝑡
+ 𝐶𝑎

𝜕𝑤𝑟(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
 

  +𝑚(𝑥)
𝜕2𝑤𝑟(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2 + 𝜗𝑉(𝑡) [
𝑑𝛿(𝑥)

𝑑𝑥
−

𝑑𝛿(𝑥 − 𝐿)

𝑑𝑥
] = 

   −[𝑚 + 𝑀𝑡𝛿(𝑥 − 𝐿)]
𝜕2𝑤𝑏(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2 − 𝐶𝑎

𝜕𝑤𝑏(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
 (18)  

الکتریکی است.  کننده معادله حرکت مکانیکی با کوپلینگ یان( ب18معادله )

آوردن معادله مدار الکتریکی و مکانیکی نیاز به تعریف رابطه  به دستبرای 

 گردد: یمیان ( ب19رابطه ) صورت بهکه  استپیزوالکتریک  ساختاری

(19)  
𝐷3 = 𝑑31𝑇1 + 휀33

𝑇 𝐸3 

휀33یی الکتریکی، جا جابه   𝐷3(19در رابطه )
𝑇  ظرفیت الکتریکی در تنش ثابت

را  𝑉(𝑡) ولتاژو   𝑖(𝑡)مقادیر مربوط به جریان  میدان الکتریکی است. 𝐸3و 

( محاسبه 21( و )20) روابط صورت به  𝑞(𝑡)به بار الکتریکی  توجهبا  توان یم

 [:12] نمود

 
𝑖(𝑡) =

d𝑞(𝑡)

d𝑡
= − ∫ 𝑑31𝐸𝑝

𝐿

𝑥=0

ℎ𝑝𝑐𝑏
𝜕3𝑤𝑟(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2𝜕𝑡
d𝑥 

(20)     −
휀33

𝑠 𝑏𝐿

ℎ𝑝

d𝑉(𝑡)

d𝑡
 

 
𝑉(𝑡) = −𝑅( ∫ 𝑑31𝐸𝑝

𝐿

𝑥=0

ℎ𝑝𝑐𝑏
𝜕3𝑤𝑟(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2𝜕𝑡
d𝑥 

(21) −
휀33

𝑠 𝑏𝐿

ℎ𝑝

d𝑉(𝑡)

𝑑𝑡
) 

휀33 ( 21( و )20)در روابط 
𝑠  ،معرف ثابت پیزوالکتریک در کرنش ثابتℎ𝑝𝑐 

میزان مقاومت الکتریکی  Rو فاصله مرکز لایه پیزوالکتریک تا محور خنثی 

 .باشد یممدار 

 حل معادلات حاکم -3

با  توان یمیی عرضی تیر را جا جابه ،برای حل معادلات حاکم بر سیستم

 [:15تعریف نمود ] (22رابطه ) صورت بهیرها متغجداسازی  روش استفاده از

 افتهی میتعممختصات  𝜂𝑟(𝑡) شکل مود و  تابعنماینده  𝜙𝑟(𝑥) (،22)در رابطه 

( به دست 23رابطه )  (21در ) (22. در ادامه با قرار دادن رابطه )باشد یمتیر 

 :آید می

(23)  

d𝑉(𝑡)

d𝑡
+

ℎ𝑝

𝑅휀33
𝑠 𝑏𝐿

𝑉(𝑡) = ∑ 𝜑𝑟(𝑥)
d𝜂𝑟(𝑡)

d𝑡

∞

𝑟=1

 

 [:15که ] ییدرجا
 

 

(24)  

𝜑𝑟(𝑥) = −
𝑑31𝐸𝑝ℎ𝑝𝑐ℎ𝑝

휀33
𝑠 𝐿

 ∫
d2𝜙𝑟(𝑥)

d𝑥2 𝑑𝑥

𝐿

𝑥=0

= 

    −
𝑑31𝐸𝑝ℎ𝑝𝑐ℎ𝑝

휀33
𝑠 𝐿

d𝜙𝑟(𝑡)

d𝑥
|

𝑥=𝐿

 

𝜇با ضرب فاکتور انتگرال  (23حل معادله ) = 𝑒
−𝑡

𝜏𝐶 که شود.  در آن ممکن می  

 ( بازنویسی می گردد:25به فرم )

(25)  
V(t) = e

−t

τC [∑ ϕr ∫
dηr(t)

dt

∞

r=1

dt] 

 

 1افتهی میتعمنیاز به دانستن رابطه مختصات  (25)تعیین رابطه  برای

𝜂𝑟(𝑡)  .فرض بر آن است که سیستم دارای میرایی تناسبی  که آنجا ازاست

 صورت بهیونی مورف کامپوزیتی برای تیر   (24در رابطه ) 𝜙𝑟(𝑥)مقدار  ،است

 است: فیتعر قابل (26رابطه )

                                                           
 
1 Generalized coordinates 

 

(22)  
𝑤𝑟(𝑥, 𝑡) = ∑ 𝜙𝑟(𝑥) 𝜂𝑟(𝑡)

∞

𝑟=1
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(26)  

𝜑𝑟(𝑥) = 𝐴𝑟(cos
𝜆𝑟

𝐿
𝑥 − cosh

𝜆𝑟

𝐿
𝑥 + 𝜍𝑟 × 

    (sin
𝜆𝑟

𝐿
𝑥 − sinh

𝜆𝑟

𝐿
𝑥)) 

باشد که با اعمال شرط عمود بودن  یممقدار ثابت عددی معادله  𝐴𝑟که در آن

( محاسبه 27را از رابطه )  𝜍𝑟توان  یماست. همچنین  محاسبه قابلمودها 

 :نمود

(27)  

𝜍𝑟 =
sin𝜆𝑟 − sinh𝜆𝑟 + 𝜆𝑟

𝑀𝑡

𝑚𝐿
(cos𝜆𝑟 − cosh𝜆𝑟)

cos𝜆𝑟 + cosh𝜆𝑟 − 𝜆𝑟

𝑀𝑡

𝑚𝐿
(sin𝜆𝑟 − sinh𝜆𝑟)

 

ی ساز نرمالجهت  بعد فرکانسی است. یبمعرف مقدار ویژه  𝜆𝑟و پارامتر 

، روابط (26)تابع شکل مود با اعمال شرط عمود بودن مودها برای معادله 

 آیند: یمدست به ( 30( الی )28)

 
∫ 𝑚

𝐿

𝑥=0

𝜙𝑠(𝑥)𝜙𝑟(𝑥)𝑑𝑥 + 𝜙
𝑠
(𝐿)𝑀𝑡𝜙

𝑟
(𝐿) 

(28)    + [
d𝜙𝑠(𝑥)

d𝑥
𝐼𝑡

d𝜙𝑟(𝑥)

d𝑥
]

𝑥=𝐿

= 𝛿𝑟𝑠 

∫ 𝐸𝑡𝐼

𝐿

𝑥=0

𝜙𝑠(𝑥)
d4𝜙𝑟(𝑥)

d𝑥4 𝑑𝑥 + [
d𝜙𝑠(𝑥)

d𝑥
𝐸𝑡𝐼

d𝜙𝑟(𝑥)

d𝑥
]

𝑥=𝐿

 

         = 𝜔𝑟
2𝛿𝑟𝑠 

(29) 

1 + cos𝜆𝑟𝜆𝑟  cosh𝜆𝑟 + 𝜆𝑟

𝑀𝑡

𝑚𝐿
(cos𝜆𝑟 sinh 𝜆𝑟 − 

sin𝜆𝑟  cosh𝜆𝑟) −
𝜆𝑟

3𝐼𝑡

𝑚𝐿3 (cosh𝜆𝑟  sin𝜆𝑟 + sinh 𝜆𝑟 cos 𝜆𝑟) 

(30) +
𝐼𝑡𝑀𝑡𝜆𝑟

4

𝑚2𝐿4
(1 − cos𝜆𝑟 cosh 𝜆𝑟) = 0 

در معادله حرکت و با اعمال شروط عمود بودن  (22رابطه ) دادن قرار با

 تعریف نمود: (31) صورت بهرا  توان حل قسمت زمانی آن یم مودها

 d2𝜂𝑟(𝑡)

d𝑡2 + 2𝜉𝑟𝑤𝑟

d𝜂𝑟(𝑡)

d𝑡
+ 𝑤𝑟

2𝜂𝑟(𝑡) + 𝜒𝑟𝑉(𝑡) 

(31)   = 𝑓𝑟(𝑡) 

ترم  𝑓𝑟(𝑡)نسبت میرایی،  𝜉𝑟فرکانس طبیعی سازه،  𝜔𝑟(، 31)در رابطه 

[. فرکانس طبیعی  و 15] استترم کوپلینگ مودال  𝜒𝑟نیروهای مکانیکی و 

 شوند: ( محاسبه می33( و )32نسبت میرایی سازه را با استفاده از روابط )
 

 

(32) 
𝜔𝑟 = λ𝑟

2√
𝐸𝑡𝐼

𝑚𝐿4
 

(33) 𝜉𝑟 =
𝑐𝑠𝐼(𝑥)𝜔𝑟

2𝐸𝑡𝐼(𝑥)
+

𝑐𝑎

2𝑚(𝑥)𝜔𝑟
 

به  (34) رابطه صورت به𝜂𝑟(𝑡)  افتهی میتعممختصات ( 31معادله )با حل 

 آید. دست می

 

(34)  

𝜂𝑟(𝑡) =
[𝑚(𝑥)𝜔2(𝛾𝑟

𝑊𝑌0 + 𝛾𝑟
𝜃𝜃0) − 𝜒𝑟𝑉0𝑒𝑗𝜔𝑡]

𝜔𝑟
2 − 𝜔2 + 𝑗2𝜉𝑟𝜔𝑟𝜔

 

 همچنین: باشد یمفرکانس تحریک سازه  𝜔در آن که 

(35)  
 

𝛾𝑟
𝑤 = ∫ 𝜙𝑟(𝑥)𝑑𝑥

𝐿

𝑥=0

 

(36)  
 

𝛾𝑟
𝜃 = ∫ 𝑥𝜙𝑟(𝑥)𝑑𝑥

𝐿

𝑥=0

 

یی که نیروی مکانیکی و نیروی ناشی از میرایی سازه به ترتیب با درجا

𝛾𝑟استفاده از 
𝑤   و𝛾𝑟

𝜃 ی ها عبارتی ساز سادهحال جهت آیند.  بدست می

روابط  صورت به  v(t)و ولتاژ   g(t)چرخش کوچک  h(t)یی عرضی جا جابه

 :[15]شوند ( فرض می37)

 ℎ(𝑡) = 𝜃0𝑒𝑗𝜔𝑡       

 

(37)  
𝑔(𝑡) = 𝑌0𝑒𝑗𝜔𝑡     

𝑉(𝑡) = 𝑉0𝑒𝑗𝜔𝑡 

و   yدامنه حرکت عرضی در جهت   𝑌0دامنه چرخش،  𝜃0(،37)در روابط 

𝑉0 .دامنه ولتاژ عبوری از مقاومت الکتریکی است 

میزان دامنه ولتاژ خروجی  (31)در رابطه  𝜂𝑟(𝑡) یت با قرار دادندرنها

تعمیم آن برای ( 38آید. در رابطه ) مقاومت الکتریکی بدست می برحسب

مد ارتعاشی با ورودی  نهایت یبتعیین ولتاژ خروجی دو سر مقاومت به ازای 

 قابل مشاهده است: هارمونیک

(38)  

𝑉(𝑡) =
∑

𝑗𝑚𝜔𝜑𝑟(𝛾𝑟
𝑊𝑌0+𝛾𝑟

𝜃𝜃0)𝑒𝑗𝜔𝑡

𝜔𝑟
2−𝜔2+𝑗2𝜉𝑟𝜔𝑟𝜔

∞
𝑟=1

(
1+𝑗𝜔𝜏𝑐

𝜏𝑐
) + ∑

𝑗𝜔𝜑𝑟𝜒𝑟

𝜔𝑟
2−𝜔2+𝑗2𝜉𝑟𝜔𝑟𝜔

∞
𝑟=1

 

 بیان معادلات حاکم برای تیر کامپوزیتی بایمورف-4

 کیزوالکتریپ هیدولابا  کامپوزیتیدر این بخش به برداشت انرژی از تیر 

در  متمرکزهمراه جرم   بهتحت ارتعاشات اجباری  (تیر کامپوزیتی بایمورف)

 مشاهده قابل 3است. نمای شماتیک مدل در شکل  شده  پرداختهانتهای تیر 

 .باشد یم

زیر برای ارتعاشات اجباری تیر  صورت به (18)در اینجا، معادله ارتعاشی 

 [:16] شود یمی سیبازنوبایمورف تحت اثر جرم متمرکز 
𝜕2𝑀(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2 + 𝑚(𝑥)
𝜕2𝑤𝑟𝑒𝑙(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2 + 𝐶𝑠𝐼(𝑥)
𝜕5𝑤𝑟𝑒𝑙(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥4𝜕𝑡
 

+𝐶𝑎

𝜕𝑤𝑟𝑒𝑙(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
+ 𝜗𝑉(𝑡) [

𝑑𝛿(𝑥)

𝑑𝑥
−

𝑑𝛿(𝑥 − 𝐿)

𝑑𝑥
] = 

(39) −[𝑚 + 𝑀𝑡𝛿(𝑥 − 𝐿)]
𝜕2𝑤𝑏(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2  

 

 
Fig. 3 Composite beam with two piezoelectric layers and Tip mass 

 و جرم انتهایی به همراه دو لایه پیزوالکتریکیمورف کامپوزیتی با تیر 3شکل 
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,𝑀(𝑥جرم سازه بر واحد طول و  mجرم متمرکز انتهای تیر،  𝑀𝑡که در آن 𝑡) 

زیر با استفاده از تابع تنش در لایه های  صورت بهکه  باشد یمگشتاور خمشی 

 [:16تیر کامپوزیتی  قابل محاسبه می باشد ]

𝑀(𝑥, 𝑡) = −𝑏( ∫ 𝑇1
𝑝

𝑦𝑑𝑦 + ∫ 𝑇1
𝑠𝑦𝑑𝑦 +

ℎ𝑠/2

−ℎ𝑠/2

−ℎ𝑠/2

−ℎ𝑝−ℎ𝑠/2

 

(40) 
∫ 𝑇1

𝑝
𝑦d𝑦) 

ℎ𝑝+ℎ𝑠/2

ℎ𝑠/2

 

حاصل  (42)و  (41)از رابطه  EtIو   𝜗های  لی است که عبارتحااین در 

 شوند: می

(41) 
𝜗 =

𝑒31𝑏

2ℎ𝑝
[(ℎ𝑝 +

ℎ𝑠

2
)

2

−
ℎ𝑠

2

4
] 

(42) 
𝐸𝑡𝐼 =

2𝑏

3
{𝐸𝑥

ℎ𝑠
3

8
+ 𝐶11

𝐸 [(ℎ𝑝 +
ℎ𝑠

2
)

3

−
ℎ𝑠

3

8
]} 

𝐶11که در آن 
𝐸  سفتی لایه پیزوالکتریک است. مدولمعرف 

 

 تابع شکل مود و ولتاژ خروجی-4-1

در  شده استفاده( همانند روش 39برای دانستن تابع شکل مود معادله )

در نظر گرفته  (43)تحت اثر جرم متمرکز طبق رابطه  دومشکل  تابع 3بخش

 [:16شود ] می

𝜙𝑟(𝑥) = 𝐶𝑟 [cos
𝜆𝑟

𝐿
𝑥 − cosh

𝜆𝑟

𝐿
𝑥 − 𝜍𝑟(sin

𝜆𝑟

𝐿
𝑥 − sinh

𝜆𝑟

𝐿
𝑥)] 

(43)  

 که در آن:

(44) 
𝜍𝑟 =

sin𝜆𝑟 − sinh𝜆𝑟 + 𝜆𝑟
𝑀𝑡

𝑚𝐿
(cos𝜆𝑟 − cosh𝜆𝑟)

cos𝜆𝑟 + cosh𝜆𝑟 − 𝜆𝑟
𝑀𝑡

𝑚𝐿
(sin𝜆𝑟 − sinh𝜆𝑟)

 

ی تابع شکل مود با اعمال شرط عمود بودن مودها برای ساز نرمالجهت 

 [:16] آید یمبه دست  (43)معادله 

∫ 𝑚

𝐿

𝑥=0

𝜙𝑠(𝑥)𝜙𝑟(𝑥)𝑑𝑥 + 𝜙𝑠(𝐿)𝑀𝑡𝜙𝑟(𝐿) + 

(45) 
[
d𝜙𝑠(𝑥)

d𝑥
 𝐼𝑡  

d𝜙𝑟(𝑥)

d𝑥
]

𝑥=𝐿
= 𝛿𝑟𝑠 

∫ 𝐸𝑡𝐼

𝐿

𝑥=0

𝜙𝑠(𝑥)
d4𝜙𝑟(𝑥)

d𝑥4 𝑑𝑥 − [𝜙𝑠(𝑥)𝐸𝑡𝐼
d3𝜙𝑟(𝑥)

d𝑥3 ] + 

 

(46) [
d𝜙𝑠(𝑥)

d𝑥
𝐸𝑡𝐼

d2𝜙𝑟(𝑥)

d𝑥2 ] = 𝑤𝑟
2𝛿𝑟𝑠 

با جایگذاری تابع مکان در شرایط مرزی حاکم، معادله مشخصه سیستم به 

 [:16] دیآ یم به دستشکل زیر 

1 + cos 𝜆𝑟  cosh 𝜆𝑟 + 𝜆𝑟

𝑀𝑡

𝑚𝐿
(cos 𝜆 sinh 𝜆 − sin 𝜆 cosh 𝜆 ) 

−
𝜆𝑟

3𝐼𝑡

𝑚𝐿3 (cosh 𝜆𝑟 sin 𝜆𝑟 + sinh 𝜆𝑟 cos 𝜆𝑟) +
𝜆𝑟

4MtIt

m2L4 × 

(47) 1 − cos 𝜆𝑟 cosh 𝜆𝑟) = 0 

تابع شکل مود در معادله حرکت و همچنین استفاده از  با قرار دادن

زیر  صورت به (48)شروط عمود بودن مودها و حل قسمت زمانی آن، معادله 

 گردد: یمتعریف 

(48) 
d2𝜂𝑟(𝑡)

d𝑡2
+ 2𝜉𝑟𝑤𝑟

𝑑𝜂𝑟(𝑡)

𝑑𝑡
+ 𝑤𝑟

2𝜂𝑟(𝑡) + 𝜒𝑟𝑉(𝑡) = 𝑓𝑟(𝑡) 

با حل  . تابع نیروی های مکانیکی است معرف𝑓𝑟(𝑡) ( 48)در رابطه 

ولتاژ دو سر مقاومت را برای  توان یم 𝜂𝑟(𝑡)معادله مربوط به تابع پاسخ زمانی 

 تعریف نمود: (49) صورت بهیک تیر بایمورف 
 

 

( به فرم سری نوشته شده است. این بدین منظور است که از آن 49رابطه )

 میتوان برای محاسبه بی نهایت مد ارتعاشی استفاده نمود.

 ی اجزاء محدودساز مدل-5

جهت صحه سنجی نتایج  1تجاری کامسول افزار نرمدر این تحقیق از 

ی در این پژوهش، از المان ساز مدلاست. برای  شده استفادهتحلیلی 

 شده استفاده 3مدار الکتریکیالمان و همچنین  2های پیزوالکتریک دستگاه

ادی انتقالی در سه است. هر گره در المان پیزوالکتریک دارای سه درجه آز

 مداری از المان مدار الکتریکی جهت ایجاد یک ساز مدلجهت اصلی است. در 

 شده استفادهانرژی  کننده مصرف عنوان بهمتشکل از مقاومت الکتریکی  بسته

است. جهت اعمال مقاومت الکتریکی باید سطوح بالا و پایین لایه 

برای  سه بعدیی ساز مدلدر الکترود تعریف شوند.  عنوان بهپیزوالکتریک 

یردار به پایه تیر مرکب، پایه گاعمال تحریک و جهت اعمال شرط مرزی یکسر

شود. با توجه به اینکه در می  گرفتهیک جسم صلب در نظر  صورت بهمدل 

های یک چندلایه  کامسول امکان تعریف زاویه الیاف برای لایه افزار نرم

یک تک لایه معادل با خواص  صورت بهیه چندلاکامپوزیتی وجود ندارد، لذا 

شده است. بدین منظور بعد از ایجاد هندسه تیر، جهت  یفتعرارتوتروپیک 

تعریف خواص مکانیکی چند لایه کامپوزیتی، خواص مکانیکی لایه 

شوند. خواص مکانیکی معادل در اینجا  ارتوتروپیکی معادل محاسبه می

نیروی تحریک به  ر ادامهاند. همچنین د محاسبه شده[ 23براساس مرجع ]

افزار کامسول در  ی شده در نرمبند شبکهمدل  جسم صلب اعمال گردیده است.

 است. شده دادهنشان  4شکل 

 
Fig. 4 finite element model 

 مدل اجزاء محدود 4شکل

                                                           
1 comsol 
2 Piezoelectric Devices 
3 Electrical Circuit 

 

𝑉(𝑡) =
∑

𝑗𝜔𝜙𝑟(𝛾𝑟
𝑊𝑌0+𝛾𝑟

𝜃𝜃0)

𝜔𝑟
2−𝜔2+𝑗2𝜉𝑟𝜔𝑟𝜔

∙∞
𝑟=1 𝑒𝑗𝜔𝑡

∑
𝑗𝜔𝜙𝑟𝜒𝑟

𝜔𝑟
2−𝜔2+𝑗2𝜉𝑟𝜔𝑟𝜔

+
1

𝑅1
+ 𝑗𝜔

𝐶𝑝

2
∞
𝑟=1

 

(49)  
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 نتایج و بحث-6

در مقاله حاضر، حل معادلات خطی حاکم بر تیر کامپوزیتی با لایه 

پیزوالکتریک به همراه شرط مرزی یکسر گیردار و جرم متمرکز با استفاده از 

 مطالعه موردای در تیر انجام پذیرفت. کامپوزیت لایه رهایمتغروش جداسازی 

PZT5A [15 ]کربن/ اپوکسی و لایه پیزوالکتریک از نوع سرامیکی  نوعاز 

  دادهنشان  3الی  1. خواص مکانیکی و ابعاد هندسی مدل در جداول باشد یم

 اند. شده

 
 اعتبار سنجی تحلیلی -6-1

جهت تعیین ولتاژ خروجی،  شده ارائهبرای اعتبار سنجی روش تحلیلی 

چینی متداول و نتایج حاصل  نتایج تحلیلی یک تیر کامپوزیتی با سه نوع لایه

اجزا محدود مقایسه خواهند شد. در این بخش نتایج برای سه نوع  افزار نرماز 

و به ازای سه مود  𝑠[45/90±/0]و  𝑠  ،[45/−45]𝑠[0/90]چینی  لایه

 1اند. ابعاد تیر کامپوزیتی مطابق با جدول  اول ارتعاشی ارائه و مقایسه شده

اهم و بازه  1000 شده گرفتهاند. مقاومت الکتریکی در نظر  انتخاب شده

. نتایج حاصل از روش باشد یمهرتز  100تا  0فرکانس تحریک در محدوده 

 شده دادهنشان  4در جدول  𝑠[0/90]چینی  تحلیلی و اجزا محدود برای لایه

 است.

ی اجزاء ساز مدلکه نتایج حاصل از  شود یممشاهده  4با توجه به جدول 

و خطای  قبول قابلدارای دقت  شده ارائهمحدود در مقایسه با روش تحلیلی 

باشند. خطای ایجاد شده میان پاسخ تحلیلی و  یمدرصد  9نسبی کمتر از 

توان ناشی از تفاوت در مدلسازی دو بعدی حل تحلیلی و سه  عددی را می

افزار کامسول  های نرم سازی عددی به علت برخی محدویت المان بعدی شبیه

افزار و  یه کامپوزیتی در نرمدر برداشت انرژی، محدودیت تعریف چندلا

استفاده از لایه معادل و نحوه ایجاد و اعمال تحریک در ارتعاشات اجباری 

که بیشترین برداشت انرژی در مود اول  افتیدر توان یمدانست. از طرفی 

ارتعاشی است زیرا دامنه ارتعاش در این مود، بیشترین مقدار خود را دارد. لذا 

به بررسی میزان برداشت انرژی  صرفاًاین موضوع در ادامه  تیاهمبا توجه به 

نتایج خروجی برای دو  6و  5های  . در شکلشود یمبه ازای مود اول پرداخته 

 .باشد یم مشاهده قابل 𝑠[45/90±/0]و 𝑠[45−/45]چیدمان متداول 

 
 ابعاد هندسی 1جدول 

Table 1 Geometry dimensions 

  مقدار واحد  کمیت

 mm 100 (𝐿)طول تیر

 mm 20 (𝑏)عرض تیر 

 mm 0.5 (ℎ𝑠)ضخامت تیر

 mm 0.4 (ℎ 𝑝)ضخامت پیزوالکتریک

 g 7 (𝑀𝑡)جرم متمرکز

 [22خواص مکانیکی کامپوزیت کربن/اپوکسی ] 2جدول 
Table 2 The mechanical properties of Graphite/Epoxy composite [22] 

 

  مقدار واحد  کمیت

 kg/m3 1600 (𝜌𝑠)چگالی 

 GPa 185  (𝐸1)مدول یانگ طولی 

 GPa 10.5 (𝐸2)مدول یانگ عرضی 

 0.28 - نسبت پواسون

 

 [15خواص مکانیکی لایه پیزوالکتریک ] 3جدول 
Table 3 The mechanical properties of piezoelectric layer [15] 

  مقدار واحد  کمیت

 kg/m3 7800 (𝜌𝑝)چگالی پیزوالکتریک

 GPa 66 (𝐸𝑝)یانگ پیزوالکتریکمدول 

휀33)ظرفیت الکتریکی
𝑠 ) F. m−1 

8- 10×1.32 

.pm (𝑑31)ثابت پیزوالکتریک  V−1 190- 

.𝑉]ماکزیمم ولتاژ خروجی نسبت به دامنه تحریک  4جدول  sec2/𝑚]  مود  3به ازای

 های تحلیلی و عددی از روش 𝑠[0/90]اول ارتعاشی برای چیدمان
 

Table 4 The Maximum output voltage ratio excitation amplitude 
[𝑉. sec2/𝑚] for first  three vibrational modes for layup [0/90]𝑠 by 
analytical and numerical methods  

 روش عددی روش تحلیلی  مود ارتعاشی

 0.823 0.88 مود اول

 0.0064 0.007 مود دوم

 5.86×10 -4 6.42×10 -4 مود سوم

 

 
Fig. 5 The output voltage circuit based on frequency for [45/−45]𝑠 

layup 

 𝑠[45−/45]چینی  ولتاژ خروجی مدار برحسب فرکانس برای لایه 5شکل 

 
Fig. 6 The output voltage circuit based on frequency for [0/±45/90]𝑠 
layup    

 𝑠[45/90±/0] چینیولتاژ خروجی مدار برحسب فرکانس برای لایه 6شکل 
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، نتایج تحلیلی بدست گردد یممشاهده  6و  5ی ها شکلکه در  طور همان

. از مقایسه باشند یمآمده دارای دقت مناسبی در مقایسه با حل اجزا محدود 

 ولتاژدریافت که دامنه  توان یمهای فوق،  چینی نتایج بدست آمده برای لایه

چینی دیگر بیشتر است.  هیلا دونسبت به  𝑠[0/90]خروجی در چیدمان لایه 

 نیدر ا xدلیل این امر بالاتر بودن مدول الاستیسیته معادل در راستای 

. از طرفی باشد یم( 33آن بر ضریب میرایی مطابق رابطه ) ریتأثچیدمان و 

 .گردد یم افزایش مدول الاستیسیته باعث افزایش فرکانس طبیعی سازه

هستند.  رگذاریتأثپارامترهای متعددی بر میزان برداشت انرژی از سازه 

به طول تیر، میزان جرم متمرکز، نسبت میرایی، نسبت  توان یم ها آن ازجمله

 ها هیلاضخامت تیر به ضخامت لایه پیزوالکتریک، زاویه الیاف و نوع چیدمان 

بر تیر  رگذاریتأثاشاره نمود. در ادامه با استفاده از حل تحلیلی، پارامترهای 

 بررسی خواهند شد.  𝑠[0/90]کامپوزیتی با چیدمان 

 
 مشخصات هندسی تیر ریتأث -6-2

افزایش طول تیر کامپوزیتی بر  ریتأثنتایج خروجی برای  7در شکل 

ℎ𝑠 برداشت انرژی به ازای ضخامت تیر  = 1𝑚𝑚  با فرض ثابت بودن دیگر

تأثیر افزایش طول تیر یونی مورف بر ولتاژ  7  شکل پارامترها ارائه شده است.

دهد. با توجه به روند  یمخروجی از مدار را برای مود اول ارتعاشی نشان 

شود که افزایش طول باعث افزایش برداشت انرژی  یم، مشاهده نمودار

( )تابع شکل مود( و رابطه 26جه به رابطه )گردد. این نتیجه با تو یمالکتریکی 

که معرف ولتاژ خروجی مدار است قابل توجیه است. از طرفی با استناد به  38

توان مشاهده  یمکننده فرکانس طبیعی سازه است؛  یانبکه  (32)ی  رابطه

گردد. در ادامه  یمنمود که افزایش طول باعث کاهش فرکانس طبیعی سازه 

ی مختلف ضخامت تیر به ضخامت لایه ها نسبتای نتایج خروجی به از

 مشاهده قابل 8آن بر میزان برداشت انرژی در شکل  ریتأثپیزوالکتریک و 

 .است

شود که با افزایش نسبت ضخامت تیر کامپوزیتی به  یممشاهده  8در شکل 

یابد. از طرفی  یمضخامت لایه پیزوالکتریک میزان برداشت انرژی کاهش 

برداشت انرژی برای مود اول ارتعاشی نیازمند تحریک ورودی بیشتری خواهد 

اهم بر ولتاژ خروجی مدار  5000یر افزایش مقاومت به تأث 9در شکل بود. 

 ارائه گردیده است. 𝑠[0/90]برای چیدمان

 
Fig. 7 The effect of beam length [mm] on the output voltage for 
[0/90]𝑠 layup 

 چینی لایه[ بر ولتاژ خروجی به دامنه تحریک برای mmیر طول تیر ]تأث 7شکل 
[0/90]𝑠 

 
Fig. 8 The effect layer thickness on the output voltage for 
[0/90]𝑠 layup 

 چینی لایهنسبت ضخامت لایه بر میزان ولتاژ خروجی برای  ریتأث 8شکل 
[0/90]𝑠 

 
Fig. 9 The effect of beam length [mm] on the output voltage 
for [0/90]𝑠 layup 

برای به دامنه تحریک بر ولتاژ خروجی [ mm]یر طول تیر تأث 9شکل 

 𝑠[0/90] چینی لایه

رود و با توجه به نتایج ارائه شده در  یمانتظار  (37)که از رابطه  طور همان

ولتاژ خروجی از مدار نتیجه  ،  با افزایش مقاومت، افزایش9و  7های  شکل

بسته  شده گرفتهشود. از طرفی با توجه به اینکه مدار الکتریکی در نظر  می

است لذا با افزایش مقاومت الکتریکی میزان جریان خروجی مدار کاهش 

 .ابدی یم

 نسبت میرایی و جرم متمرکز 3--6
 

بر برداشت انرژی الکتریکی نسبت  رگذاریتأثپارامترهای  نیتر مهمیکی از 

. در مواد کامپوزیتی نسبت میرایی وابسته به زاویه الیاف باشد یممیرایی سازه 

ی ها سازه. نسبت میرایی برای باشد یمبرای تیر کامپوزیتی  شده گرفتهدر نظر 

افزایش  ریتأث( محاسبه نمود. 33با استفاده از رابطه ) توان یمکامپوزیتی را 

که کاهش  شود یممشاهده   .باشد یم مشاهده قابل 10تر در شکل این پارام

 ریتأث. در ادامه گردد یمنسبت میرایی سازه باعث افزایش برداشت ولتاژ 

است که نتایج  قرارگرفتهی بررس موردافزایش جرم متمرکز بر برداشت انرژی 

 .است مشاهده  قابل  11آن در شکل 
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Fig.10 The effect of damping coefficient on output voltage for [0/90]𝑠 
layup 

 𝑠[0/90] چینی لایهضریب میرایی بر ولتاژ خروجی برای  ریتأث 10 شکل

 
Fig. 11 The effect of concerted mass on the output voltage for [0/90]𝑠 
layup 

  𝑠[0/90] چینیلایهجرم متمرکز بر میزان ولتاژ خروجی برای  ریتأث 11شکل 

با افزایش میزان جرم متمرکز،  شود که یم، مشاهده 11مطابق با شکل 

توان حاصل نمود. از  برداشت انرژی بیشتری را با تحریک ورودی کمتر می

بعد  یبضریب  استکه معرف فرکانس طبیعی  (32)طرفی با توجه به رابطه 

λ
𝑟

لذا افزایش جرم متمرکز باعث کاهش ؛ وابسته به میزان جرم متمرکز است 

 گردد. یمفرکانس طبیعی سازه 

 
 چینی نوع لایه ریتأث 4--6

چینی بر برداشت انرژی از یک تیر کامپوزیتی   نوع لایه ریتأثدر این بخش 

. باشد یم 𝑠[45/90±/0] شده گرفتهاست. چیدمان در نظر  شده بررسی 

نوع چیدمان  ریتأث 12در شکل  است. مشاهده قابل 12نتایج حاصل در شکل 

. باشد یم مشاهده قابلو زاویه الیاف بر میزان برداشت انرژی خروجی مدار 

مستقیم آن بر میزان  ریتأثکه با تغییر نوع چیدمان به دلیل  شود یممشاهده 

مدول الاستیسیته معادل و نسبت میرایی سازه، میزان برداشت انرژی تغییر 

 (  قابل توجیه است. 33( و )9خواهد نمود. این نتیجه با توجه به روابط )

 

 

 
Fig. 12 The effect of layup on the energy harvesting  amount for 

[0/±45/90]𝑠 layup. 
های مختلف  نوع چیدمان بر میزان برداشت انرژی برای حالت تاثیر 12شکل 

 𝑠[45/90±/0]چینی  لایه

 برداشت انرژی از تیر بایمورف- 6-5

در این بخش برداشت انرژی از تیر کامپوزیتی با خواص کربن/ اپوکسی 

 در نظرشود. ابعاد هندسی  یمیزوالکتریک است، بررسی پکه دارای دو لایه 

برای  13اند. در شکل  ارائه شده 5جهت تحلیل در جدول  شده گرفته

سنجی نتایج حاصل از روش تحلیلی، نتایج تحلیلی با نتایج عددی  صحت

 اند. مقایسه شده

 
 ابعاد هندسی تیر بایمورف 5جدول 

Table 5 The geometry dimensions of the bimorph beam 

  مقدار واحد  کمیت

 mm 60 (𝐿)طول تیر
 mm 30 (𝑏)عرض تیر 

 mm 0.5 (ℎ𝑠)ضخامت تیر
 mm 0.1 (ℎ 𝑝)پیزوالکتریکهر لایه  ضخامت 

 g 7 (𝑀𝑡)جرم متمرکز

 

 
Fig. 13 The output voltage of bimorph composite beam with [0/90]𝑠 

layup 

 𝑠[0/90]برداشت انرژی از تیر کامپوزیتی بایمورف با چیدمان  :13شکل 
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بینی  دریافت که روش تحلیلی در پیش توان یم 13با توجه به شکل 

میزان برداشت انرژی از یک تیر کامپوزیتی بایمورف دارای دقت قابل قبولی 

، نشان 13و شکل  4باشد. همچنین مقایسه نتایج بدست آمده در جدول  می

دهند که برای طول ثابت تیر علیرغم کاهش ضخامت لایه پیزوالکتریک  می

مورف، میزان برداشت انرژی  یر کامپوزیتی بایمورف در مقایسه با تیر یونیت

، با افزایش نسبت 8افزایش یافته است. لازم به ذکر است که با توجه به شکل 

ضخامت تیر به ضخامت لایه پیزوالکتریک، میزان برداشت انرژی کاهش 

ود که در تیر ش یابد بنابراین با مقایسه نتایج بدست آمده نشان داده می می

های پیزوالکتریک برابر، برداشت انرژی  بایمورف برای طول تیر و ضخامت لایه

 توان انتظار داشت. مورف می بیشتری را نسبت به تیر یونی

چیدمان و زاویه الیاف  تینها یببا توجه به اینکه در مواد کامپوزیتی 

وجود دارد، لذا جهت تعیین و پیدا نمودن زاویه الیاف که به ازای آن  برداشت 

در بخش بعدی برداشت انرژی از  گردد یمانرژی از سازه ماکزیمم با مینیمم 

 .شود یمیک تک لایه کامپوزیتی با زوایای مختلف مطالعه 

 
  لایه تک یک از انرژیبرداشت  -6-6

 دریافت توان می چینی لایه نوع تأثیر برای بدست آمده نتایج مشاهده با

 و طبیعی فرکانس خمشی، سفتی سازه، میرایی ضریب روی بر زاویه الیاف که

به  16الی  14  های شکل در. دارد سزایی به تأثیر انرژی برداشت در نهایت

 ماکزیمم ولتاژ و طبیعی فرکانس میرایی، ضریب بر الیاف زاویه ترتیب تأثیر

 افیالبا زاویه  لایه تک یک ازای به اول مود برای به دامنه تحریک خروجی

 .است شده  داده متفاوت نشان

دهد. مشاهده  یمیر زاویه الیاف بر ضریب میرایی را نشان تأث 14شکل 

شود که کمترین مقدار ضریب میرایی مختص زاویه صفر درجه و بیشترین  یم

باشد. دلیل این موضوع  یمدرجه  90آن به ازای استفاده از الیاف با زاویه 

زاویه الیاف و ضریب  تیر کامپوزیتی به وابستگی مدول الاستیسیته معادل

و ولتاژ برای  یر زاویه الیاف بر فرکانس طبیعیتأث. در ادامه است آنمیرایی 

 مود اول ارتعاشی ارائه شده است.

 

 
Fig. 14 The effect of fiber orientation angle  on the amount of damping 

coefficient of a composite lamina 
لایه  الیاف بر میزان ضریب میرایی یک تک گیری جهت زاویه ریتأث 14شکل    

 کامپوزیتی

 
Fig. 15 The effect of fiber angle on the frist natural frequency 
mode of a composite lamina 

 زاویه الیاف بر فرکانس طبیعی مد اول یک تک لایه کامپوزیتی ریتأث 15شکل

 
Fig. 16 The effect of  angle fiber on voltage harvested from a 
single of a composite lamina 

 از یک تک لایه کامپوزیتی شده برداشتزاویه الیاف بر ولتاژ  ریتأث 16شکل 

زاویه  برحسببا مشاهده نتایج خروجی برای ولتاژ و فرکانس طبیعی 

توان دریافت که با استفاده از لایه صفر درجه در  یم 16و  15الیاف در شکل 

، برداشت انرژی بیشتر خواهد داشت. این  یافالهای  مقایسه با دیگر زاویه

نتیجه به علت سفتی خمشی بیشتر لایه صفر درجه و کمتر بودن ضریب 

 باشد. یممیرایی آن 

 گیرینتیجه-7

در مقاله حاضر یک روش تحلیلی برای تعیین میزان برداشت انرژی از 

تحت ارتعاشات آزاد توسعه داده شد و  کیزوالکتریپیک تیر کامپوزیتی با لایه 

پارامترهای مختلف مؤثر بر میزان برداشت انرژی مطالعه شدند. برای 

سنجی نتایج حاصل از روش تحلیلی، برخی نتایج بدست آمده برای سه  صحت

ی عددی مقایسه شده و تطابق ساز چینی متداول با نتایج حاصل از شبیه لایه

 خوبی میان آنها بدست آمد. 

در برداشت  پارامترهایرگذارترین تأثطابق با نتایج بدست آمده یکی از م

دو باشد. در این پژوهش  یمی ارتعاشی مودهاانرژی نسبت میرایی سازه برای 
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میرایی داخلی( در نظر ) میرایی هوا )میرایی خارجی( و میرایی سازه نوع

به فرکانس  گرفته شد. نسبت میرایی داخلی سازه در مواد کامپوزیتی وابسته

باشد.  یممیزان سفتی خمشی سازه  تر مهمطبیعی سازه، جرم سازه و از همه 

شده نشان داد که استفاده از زاویه الیاف صفر درجه در لایه چینی  یانبنتایج 

به تبع آن برداشت انرژی از تیر  وگردد  یمباعث کاهش نسبت میرایی 

دهند که با  چنین نشان می. نتایج بدست آمده همیابد یمکامپوزیتی افزایش 

 :و میرایی هوا یا درنظر گرفتن شرایط میرایی سازه

     به سزایی بر میزان  ریتأثی نیچ هیلاگیری الیاف و  نحوه زاویه جهت

دریافت که اگر  توان یم آمده دست بهبرداشت انرژی دارد. از نتایج 

ها به صورتی باشد که میزان مدول  ها و زاویه الیاف آن چیدمان لایه

در راستای بارگذاری کاهش یابد، به نسبت  هیچندلاالاستیسیته معادل 

آن فرکانس طبیعی و میزان برداشت انرژی از سیستم نیز کاهش 

ی با زاویه صفر اه هیلایابد. به عبارت دیگر در صورت استفاده از  می

 بهبود داد. برداشت انرژی را به مقدار زیادی توان یمدرجه 

     افزایش طول سازه باعث افزایش برداشت انرژی از لایه پیزوالکتریک

؛ از طرفی فرکانس طبیعی سازه نیز کاهش خواهد یافت. مقدار گردد یم

برای افزایش طول تیر  شده ارائهافزایش برداشت انرژی با توجه به نتایج 

 .استدرصد  30 حدوداًمتر،  میلی 100متر به  میلی 60از 

     افزایش مقاومت الکتریکی باعث افزایش ولتاژ خروجی و به تبع آن

گردد. با مشاهده نتایج ارائه شده برای  کاهش جریان عبوری از مدار می

به  1000مورف و بایمورف، با افزایش مقاومت الکتریکی از  تیرهای یونی

 اهم، ولتاژ خروجی از مدار تقریباً دو برابر شده است. 5000

    ق با نتایج بدست آمده، افزایش نسبت ضخامت تیر کامپوزیتی به مطاب

باعث افزایش فرکانس طبیعی سازه و تا  (ℎ𝑠/ℎ𝑝)لایه پیزوالکتریک 

. افزایش جرم متمرکز گردد یمدرصد کاهش ولتاژ الکتریکی مدار  30

توان با  یماز طرفی . شود یمدر انتهای تیر باعث افزایش برداشت انرژی 

تری از  یینپاافزایش میزان جرم متمرکز برداشت انرژی را در محدوده 

 تحریک ورودی انجام داد.
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