
 1531-1522ص ص ، 2، شماره 10جلد ، 1400فصلنامه تابستان 

                                                                                                                                       
 

Please cite this article using:  :برای ارجاع به مقاله از عبارت زیر استفاده کنید 

Nasrollah Barati, A. H., Jafari, A. A., Etemadi Haghighi, S., Maghsoudpour, A., “The effect of fluid column pressure on the natural frequencies of an 

annular sector plate made of functionally graded material”, In Persian, Journal of Science and Technology of Composites, Vol. 8, No. 2, pp. 1522-
1531, 2021. https://doi.org/ 10.22068/JSTC.2021.531588.1731 

 

 نشریه علمی پژوهشی 

 کامپوزیـت علوم و فناوری
http://jstc.iust.ac.ir 

 تابعی طبیعی قطاع دایروی توخالی از جنس مواد هایفرکانسفشار ستون سیال بر  تأثیر

 3، عادل مقصودپور*3، شهرام اعتمادی حقیقی2اصغر جعفری، علی1امیرحسین نصراله براتی

 تهراندانشجوی دکتری، مهندسی مکانیک، دانشگاه آزاد اسلامی واحد علوم و تحقیقات،  -1

 استاد، مهندسی مکانیک، دانشگاه خواجه نصرالدین طوسی، تهران  -2

 استادیار، مهندسی مکانیک، دانشگاه آزاد اسلامی واحد علوم و تحقیقات، تهران  -4و  3

 setemadi@srbiau.ac.ir، 14515-775، صندوق پستی تهران *

 اطلاعات مقاله:

 1400/03/19دریافت: 

 1400/08/15پذیرش: 

 

 ان واژگ د کلی 

ارتعاشات خطی، قطاع دایروی توخالی، 

 فشار ستون سیال   ، مواد تابعی

 

 
 

 چکیده

فشار دینامیکی سیال بر روی ارتعاشات خطی قطاع دایروی توخالی از جنس مواد تابعی بررسی شده است. تجزیه و    تأثیر در این تحقیق،  

معادلات  .انجام شده استگرفتن اثرات اینرسی دورانی و نیروهای برشی    نظر  با در  نظریه تغییر شکل برشی مرتبه اول و  بر اساستحلیل ورق  

فشار وارد  همچنین،  .گردیده استهای جنبشی و پتانسیل و استفاده از اصل همیلتون استخراج  حاکم بر حرکت ورق با درنظر گرفتن انرژی

جایی عمودی جابه  برحسبت در سطح تماس سیال و قطاع  با استفاده از حل تابع پتانسیل سرعت سیال و برابری سرع شده از سیال به ورق  

. با جایگذاری مدهای فرضی، پاسخ شده است بر اساس ارضای شرایط مرزی ورق در نظر گرفته    ی فرضیشکل مدها.  شده استقطاع تعیین  

با استفاده از . آمده استدست و فرکانس طبیعی ورق ب شدههارمونیک و استفاده از روش گالرکین، معادله حاکم به معادله مشخصه تبدیل 

در ادامه، نتایج عددی برای یک ورق  باشند.  های شرایط مرزی قابل بررسی میتحلیلی مورد استفاده در این پژوهش تمامی حالتروش نیمه

دست  پارامترهایی مانند زاویه قطاع، شرایط مرزی، چگالی سیال و ارتفاع سیال بررسی شده است. در پایان نتایج به  تأثیرنمونه ارائه شده و  

 .است  شده   اعتبار سنجیالمان محدود انسیس    افزارنرمحالت تماس با سیال با   های پیشین، و درآمده بدون در نظر گرفتن سیال با پژوهش
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Abstract 

In this study, the effect of fluid dynamic pressure on the linear vibrations of annular sector plate made of 

Functionally Graded Material (FGM) is investigated. Analysis of the plate is based on First-order Shear 

Deformation Plate Theory (FSDT) with consideration of rotational inertial effects and transverse shear 
stresses. The governing equations of motion of the plate are derived by considering the kinetic and potential 

energies and using the Hamilton’s principle. Also, the pressure applied from the fluid to the plate is 

determined by solving the velocity potential function of the fluid and the velocity equality at the contact 
surface of the fluid and the sector in terms of vertical displacement of the sector. The shape of the studied 

plate modes is based on satisfying the boundary conditions of the plate. By placing hypothetical modes, 

harmonic responses and using the Galerkin method, the governing equation have become the characteristic 
equation and the natural frequency is obtained. Furthermore, the numerical results are presented for a 

sample plate and the effect of different parameters such as sector angle, boundary conditions, fluid density, 

and fluid height is investigated. Finally, the obtained results are validated without considering the fluid with 
previous researches, and in case of contact with the fluid with finite element model (ANSYS software).

 

 

 

 



 امیر حسین نصراله براتی و همکاران                                                                 قطاع دایروی توخالی از جنس مواد تابعی های طبیعیفرکانستاثیر فشار ستون سیال بر 

1523 

 مقدمه 1-

مهندسی است و    ی از موضوعات مهمها یک بررسی خصوصیات دینامیکی ورق

. خصوصیات هیدروالاستیک  [1]قرار گرفته است    محققان مورد توجه بسیاری از  

های  های در تماس با سیال برای بسیاری از کاربردهای مهندسی مانند سازهسازه

های هوایی  های هوایی، اجزای داخلی راکتور، مخازن ذخیره و سازهدریایی، سازه

ها از جمله ورق در حالت تماس  طبیعی سازه هایفرکانسباشد. مورد توجه می 

از   متفاوت  با سیال می  های فرکانسبا سیال  تماس  بدون  باشد. آن در حالت 

برای حل مشکلات تماس سازه  های روش نظری و عددی  با سیال  مختلف  ها 

توسعه یافته است. در برخی موارد حضور سیال باعث خستگی و یا از کارافتادگی  

  ها آنا آگاهی از رفتار سازه و سیال در اندرکنش دینامیکی بین  لذ  گرددسازه می 

. محققان مطالعات زیادی در زمینه ارتعاشات ورق  [2]رسد  ضروری به نظر می

داده انجام  سیال  با  تماس  سال  در  در  همکاران  و  عسکری  ، [3]  2013اند. 

ور در سیال محدود را مورد مطالعه قرار دادند.  ارتعاش یک ورق  دایروی غوطه

یک سری آزمایشات تجربی برای اعتبارسنجی مدل ارائه دادند و ورق را    هاآن

ساده مورد بررسی قرار دادند. برای    آزاد و لبهبا دو شرط مرزی مختلف، لبه  

بهره   ینگالرکدستیابی به پتانسیل سرعت سیال از هر دو روش حداقل مربعات  

تعیین  برد برای  همچنین  ریتز    هایفرکانسند.  ریلی  روش  از  ورق  طبیعی 

طبیعی ورق در ابتدا با عمق    هایفرکانساستفاده کردند. نتایج نشان داد که  

می  یورغوطه ثابت  کاهش  تقریباً  ظرف  وسط  به  ورق  رسیدن  با  سپس  یابد، 

مطالعه می در  دیگرشود.  سال  ای  در  همکاران  و  لو  تاریوردی   ،2013  [4] ،

قابل تراکم را مورد بررسی قرار  تماس با سیال غیر  ارتعاش آزاد ورق دایروی در

را تعیین کردند.    هایفرکانس  هاآندادند.   طبیعی و جرم اضافه شده مربوطه 

روش   دو  از  استخراج  -بسل   هاییسرهمچنین  برای  تغییرات  روش  و  فوریه 

بود که    هایفرکانس آن  از  نتایج حاکی  استفاده کردند.  و سیال  طبیعی ورق 

عمق سیال،   معمول  دامنه  در    هایفرکانسبرای  اندکی  تغییر  با  آزاد  ارتعاش 

 د. مان عمق سیال، بدون تغییر باقی می

، ارتعاش یک ورق دایروی در تماس با  [5]  1991کواک و کیم در سال  

با در نظر گرفتن شرایط مرزی مختلف    آل را در حالت متقارن محوریسیال ایده

طبیعی ورق در تماس بر    هایفرکانساز نسبت    هاآنمورد بررسی قرار دادند.  

مجازی    هایفرکانس جرم  نمو  که ضریب  سیال  با  تماس  بدون  ورق  طبیعی 

(AVMI  1می نامیده  سیال  (  که حضور  دادند  نشان  و  کردند  استفاده  شود، 

و   داده  افزایش  را  ورق  اینرسی  در    هایفرکانس  درنهایتمقدار  ورق  طبیعی 

کربوا و همکاران  کند.  مقایسه با حالت خشک بطور قابل توجهی کاهش پیدا می 

، ارتعاش یک ورق مستطیل شکل در تماس با سیال را با  [6]  2008در سال  

م و  پیشنهاد یک  اجزای محدود  ترکیب روش  بر اساس  دل ساختاری ریاضی 

با استفاده از تابع پتانسیل    هاآنتئوری پوسته سندرز مورد بررسی قرار دادند.  

کردند.    تعیین  را  ورق  به  سیال  از  شده  وارد  فشار  برنولی  معادله  و  سرعت 

سازی ساختارهای  تواند برای مدل همچنین نشان دادند که روش ارائه شده می

منحنی تحت فشار تصادفی )به عنوان مثال، تجزیه و تحلیل دینامیکی اجزای  

، [7]   2017مولد بخار( مورد استفاده قرار گیرد. خورشیدی و همکاران در سال  

تجربی   بصورت  را  با سیال  تماس  آزاد یک ورق مستطیل شکل در  ارتعاشات 

  های یوارهدکل را به عنوان یکی از  ورق مستطیل ش  ها آنمورد بررسی قرار دادند.  

مخزن مکعبی حاوی سیال در نظر گرفتند و برای بدست آوردن فرکانس طبیعی 

آزمایش با سیال  تماس  را مورد  ورق مستطیل شکل در  و مودال  های صوتی 

عمودی، افقی یا    های ورق  تواندمی  هاآناستفاده قرار دادند. روش پیشنهادی  

 
1 Added Virtual Mass Incremental 

اند را مورد بررسی قرار دهد. در  شده  ور غوطهدر سیال  را که تا حدی    دار یهزاو

سال     یامطالعه در  سیوالک  مقایسه[8]  2004دیگر،  بین  ،    های روشای 

تفاضلات مربعی و تفاضلات مربعی هارمونیک برای کمانش، خمش و تجزیه و  

ها نشان داد  الاستیک انجام داد. یافته  ی هاستونتحلیل ارتعاشات آزاد ورق و  

دهد و نسبت  تری را ارائه میش تفاضلات مربعی هارمونیک نتایج دقیقکه رو

 به روش تفاضلات مربعی به نقاط شبکه کمتری نیاز دارد. 

، حسینی هاشمی و همکاران به مطالعه ارتعاشات آزاد  [9]  2012در سال  

برای استخراج    ها آنورق نسبتاً ضخیم مستطیلی در تماس با سیال پرداختند.  

روابط حاکم بر ورق از تئوری میندلین و برای استخراج روابط حاکم بر سیال از  

  های نسفرکاای که انجام دادند  در مطالعه  ها آنمعادله برنولی استفاده کردند.  

آوردند.   بدست  را  وجه  دو  از  و  وجه  یک  از  سیال  با  تماس  در  ورق  طبیعی 

سال  یوسف در  همکاران  و  ورق  [10] 2019 زاده   اجباری  ارتعاش    نسبتاً، 

ضخیم مستطیلی از جنس مواد مدرج تابعی در تماس با سیال غیر قابل تراکم  

با استفاده از تئوری مرتبه اول برشی   ها آنتحت بار متحرک را مطالعه نمودند. 

گیری روش بسط شکل مودها معادلات حاکم بر رفتار ارتعاشی را استخراج  و بکار

پارامترهای مختلف هندسی از قبیل نسبت طول به عرض    تأثیرکردند. همچنین  

به طول ورق، چگالی سیال و توان کسر حجمی را روی پاسخ   ورق، ضخامت 

ک  بررسی  ورق  یوسفدینامیکی  سال  ردند.  در  همکاران  و  ،  [11]   2019زاده 

ارتعاشات ورق دایروی از جنس مواد تابعی در تماس با سیال محدود را مورد  

معادلات حاکم را با استفاده از تئوری مرتبه اول تغییر  هاآنبررسی قرار دادند. 

از حل   استفاده  با  را  معادله سیال  و  توابع هارمونیک چبیشف  و  برشی  شکل 

برای  مع ادله لاپلاس پتانسیل سرعت استخراج کردند. همچنین از روش ریتز 

با سیال    های فرکانستعیین   تماس  دایروی در  طبیعی و شکل مودهای ورق 

بود که با افزایش ارتفاع    هاآناستفاده کردند. نتایج   نشان دهنده این موضوع 

هش پیدا  سیال درون مخزن مقادیر فرکانس طبیعی ورق بطور قابل توجهی کا

 کند.می

، ارتعاشات آزاد ورق الاستیک از  [ 12]  2014شفیعی و همکاران در سال  

جنس مواد تابعی را که روی پایه الاستیک وینکلر در تماس با سیال قرار دارد  

  های فرکانسرا مورد مطالعه قرار دادند. نتایج نشان دهنده این موضوع بود که  

یابد. علاوه  طبیعی سیستم جفت شده سیال با افزایش پارامتر ماده افزایش می

پایه الاستیک روند افزایشی خواهد    سفتینس طبیعی ورق با افزایش  بر این، فرکا

، به مطالعه ارتعاشات آزاد ورق دایروی توخالی در  [13] 1996داشت. آمابیلی 

تماس با سیال محدود از یک طرف پرداخت.  وی در تحقیق خود سیال را غیر  

دیواره    قابل تراکم فرض کرد، همچنین ورق را در یک دیافراگم حلقوی از یک

سفت و سخت بینهایت قرار داد. نتایج نشان داد که وقتی دامنه سیال توسط  

-طبیعی با عمق سیال کاهش می  هایفرکانسشود،  یک سطح آزاد محدود می

، یک راه حل تحلیلی برای تجزیه  [14]   2017یابند. کانالس و مانتاری در سال  

تماس با سیال محدود    و تحلیل ارتعاش آزاد ورق کامپوزیت مستطیلی ضخیم در 

ارائه کردند. میدان جابجایی ورق با استفاده از روش ریتز تقریب زده شد و با  

استفاده از توابع مناسب شرایط مرزی کلاسیک را مورد بررسی قرار دادند. در  

اثر جهتگیری الیاف کامپوزیت به همراه پارامترهای هندسی ورق روی   نهایت 

 ه قرار گرفت.طبیعی مورد مطالع هایفرکانس

و همکاران در سال  در مطالعه دیگری، یوسف   پاسخ  [15]  2018زاده   ،

دینامیکی ورق دایروی از جنس مواد تابعی را در تماس با سیال محدود تحت  

تجزیه و تحلیل ورق را بر اساس    ها آنبار هارمونیک مورد بررسی قرار دادند.  

ت
زی

پو
ام

ی ک
ور

فنا
و 

م 
لو

 ع
یه

شر
ن

 



 امیر حسین نصراله براتی و همکاران                                                             قطاع دایروی توخالی از جنس مواد تابعی های طبیعیفرکانستاثیر فشار ستون سیال بر 

1524 

همچنین با حل معادله لاپلاس  تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول انجام دادند.  

و برآورده ساختن شرایط مرزی آن، معادله حاکم برای رفتار نوسانی سیال را  

بر این،   از روش    هاآنبدست آوردند. علاوه  تعیین پاسخ دینامیکی ورق  برای 

زاده و همکاران در  یوسفریتز و ارضای شرایط مرزی استفاده کردند.  -چبیشف

، به بررسی ارتعاشات آزاد ورق دایروی از جنس مواد تابعی  [16]  2019سال  

با استفاده از روش    هاآنماس با سیال محدود و غیرقابل تراکم پرداختند.  در ت

طبیعی و شکل مودهای ورق دایروی در تماس با سیال را بر    هایفرکانسریتز،  

ادامه،   در  و  کردند  استخراج  کمینه  پتانسیل  انرژی  پارامترهای    تأثیرمبنای 

مرزی، چگالی  مختلف هندسی از قبیل نسبت ضخامت بر شعاع ورق، شرایط  

روی   را  سیال  ارتفاع  و  تابعی  ماده  حجمی  کسر  نسبت    های فرکانسسیال، 

با استفاده از روش  ،  [17]اندو    2000طبیعی مورد بررسی قرار دادند. در سال  

را تحت    1VLFSشناور بسیار بزرگ    یهاسازهاجزای محدود، رفتار ارتعاشی  

باعث  بارمتحرک و امواج مورد مطالعه قرار داد.    تأثیر وی نشان داد که امواج 

دینامیکی   پاسخ  اثر  می  VLFSافزایش  و  این    هاآنشود  بایستی در طراحی 

 ها مد نظر قرار گیرد.سازه

در بالا اشاره    ها آنمرور کارهای انجام شده توسط محققان که بخشی از   

تحقیقی در رابطه با قطاع دایروی از جنس مواد تابعی در  دهد که  شد نشان می

با روی   تماس  بر  شده  انجام  کارهای  همچنین  است.  نگرفته  صورت  سیال 

ساده را بررسی  گاه با لبه  ارتعاشات قطاع دایروی در شرایط محدود یعنی تکیه

گاهی  تحلیلی این پژوهش تمام شرایط تکیهاند اما با توجه به روند حل نیمهکرده

می قرار  بررسی  قطاع  گیردمورد  خطی  ارتعاشات  پژوهش  این  در  بنابراین،   .

گرفته  دایروی از جنس مواد تابعی در تماس با سیال مورد تجزیه و تحلیل قرار  

بر این،  معادلات حراست کتی حاکم توسط تئوری تغییر شکل برشی  . علاوه 

. فشار دینامیکی سیال به ورق با  شده استمرتبه اول و اصل همیلتون تعیین  

جایی عمودی  استفاده از معادله لاپلاس و ارضای شرایط مرزی بر حسب جابه

بدست   استورق  گرفتن  آمده  نظر  در  و  فرضی  مدهای  روش  از  استفاده  با   .

بردن روش گالرکین فرکانس طبیعی ورق تعیین   کار های هارمونیک و به  پاسخ

است پارامترهایی  شده  اثر  تابعی  مواد  از جنس  دایروی  قطاع  برای  انتها،  در   .

مانند زاویه قطاع، چگالی و ارتفاع سیال بر فرکانس طبیعی خطی برای شرایط  

همچنین نتایج بدست آمده بدون در نظر گرفتن    مرزی مختلف ارائه شده است.

المان محدود    افزار نرمهای پیشین و با در نظر گرفتن سیال با  ا پژوهشسیال ب 

  دهد.انسیس صحت سنجی شده است که همگرایی خوبی را نشان می

 روابط حاکم 2- 
 روابط حاکم بر قطاع دایروی  1-2-

داخلی   شعاع  به  تابعی  مواد  جنس  از  خالی  تو  دایروی  قطاع  شعاع   𝑎یک  و 

شده  گرفته    نظر   در 1 مطابق شکل αبا زاویه مرکزی   ℎضخامت    و 𝑏خارجی  

𝑧. ورق در سطح  است = −ℎ در سطح زیرین  سیال    ودر تماس با سیال   ⁄2

 . فرض شده است 𝐻  ورق با عمق 

ها به صورت زیر  جاییاول، جابهبر اساس تئوری تغییر شکل برشی مرتبه  

 : [16]شود در نظر گرفته می

(1 ) 

𝑢𝑟(𝑟, 𝜃, 𝑧) = 𝑢0 + 𝑧𝜙𝑟(𝑟, 𝜃) 

𝑢𝜃(𝑟, 𝜃, 𝑧) = 𝑣0 + 𝑧𝜙𝜃(𝑟, 𝜃) 

𝑢𝑧(𝑟, 𝜃, 𝑧) = 𝑤(𝑟, 𝜃) 

 

 
2 Very Large Floating Structures 

 
Fig. 1 Schematic of annular sector plate in contact with fluid with 

coordinate convection.  
 هندسه قطاع دایروی در تماس با سیال و نحوه استقرار محورهای مختصات   1شکل  

آن    در  میانی،    z که  لایه  از  نقطه  یک  ترتیب   𝑢𝑧و      𝑢𝑟،𝑢𝜃فاصله  به 

به ترتیب   𝑣0و   𝑢0 و 𝑧و   𝑟 ،𝜃جابجایی یک نقطه دلخواه در امتداد محورهای  

و   𝜑𝑟همچنین    هستند.  θو    rنمایانگر جابجایی صفحه میانی در امتداد جهت  

𝜑𝜃 چرخش محورهای  بیانگر  حول  ترتیب  به  عرضی  قائم  محور      𝜃و  𝑟های 

های نسبتاً ضخیم استفاده  نظریه تغییر شکل برشی مرتبه اول برای ورق  است.

های با  توان در ورقشود. برای یک قطاع دایروی توخالی، این تئوری را میمی

ℎ/𝑐 ≤  . [19]استفاده کرد   0.2

تغییرشکل  فرض  تنشبا  روابط  و  کوچک    های مؤلفهکرنش خطی،  -های 

 :[18] کرنش قطاع دایروی طبق روابط زیر قابل بیان است

(2 ) 

𝑒𝑟𝑟 =
𝜕𝑢0
𝜕𝑟

+ 𝑧
𝜕𝜑𝑟
𝜕𝑟

    

𝑒𝜃𝜃 =
1

𝑟
(𝑢0 +

𝜕𝑣0
𝜕𝜃
) +

z

𝑟
(𝜑𝑟 +

𝜕𝜑𝜃
𝜕𝜃

) 

𝑒𝑟𝜃 =
1

2
(
1

𝑟

𝜕𝑢0
𝜕𝜃

+
𝜕𝑣0
𝜕𝑟

−
𝑣0
𝑟
+ 𝑧 (

1

𝑟

𝜕𝜑𝑟
𝜕𝜃

+
𝜕𝜑𝜃
𝜕𝑟

−
𝜑𝜃
𝑟
)) 

𝑒𝑟𝑧 =
1

2
(φ𝑟 +

𝜕𝑤

𝜕𝑟
)      ,     𝑒𝜃𝑧 =

1

2
(φ𝜃 +

1

𝑟

𝜕𝑤

𝜕𝜃
) 

 شود:کرنش به صورت زیر تعیین می -بر اساس قانون هوک، روابط تنش 

(3 ) 

σ𝑟𝑟 =
𝐸(𝑧)

1 − 𝜈2
(𝑒𝑟𝑟 + 𝜈(𝑒𝜃𝜃 + 𝑒𝑧𝑧))         

σ𝜃𝜃 =
𝐸(𝑧)

1 − 𝜈2
(𝑒𝜃𝜃 + 𝜈(𝑒𝑟𝑟 + 𝑒𝑧𝑧)) 

σ𝑟𝜃 =
𝐸(𝑧)

1 + 𝜈
e𝑟𝜃     ,     σ𝑟𝑧 = 𝜅

2
𝐸(𝑧)

1 + 𝜈
𝑒𝑟𝑧     

σ𝜃𝑧 = 𝜅
2
𝐸(𝑧)

1 + 𝜈
𝑒𝜃𝑧 

𝜅2   ضریب تصحیح برشی است که برای قطاع دایروی مقدار آن𝜋2 12⁄   

باشد که طبق  مدول یانگ ورق می 𝐸(𝑧)نسبت پواسون و   𝜈است. همچنین  

 : [15]  شودیممدل ردی به صورت زیر تعریف 

(4 ) 𝐸(𝑧) = 𝐸𝑚 + (𝐸𝑐 − 𝐸𝑚) (
2𝑧 − ℎ

2ℎ
)
𝑝
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تابعی،   مواد  جنس  از  ورق  در  مدول   𝐸𝑚و   𝐸𝑐همچنین  ترتیب  به 

دهد که  را نشان می  توان کسر حجمی  pو    باشندمیالاستیسیته سرامیک و فلز  

های منتجه به صورت رابطه  نیرو و ممانیا برابر با صفر است.   تربزرگمقدار آن 

 شوند: تعریف می  (5)

(5 ) 

(𝑁𝑖𝑗 , 𝑀𝑖𝑗) =  ∫ (1, 𝑧)𝜎𝑖𝑗𝑑𝑧

ℎ

2

−
ℎ

2

     𝑖, j = 𝑟, 𝜃         

𝑄𝑖 =  ∫ 𝜎𝑖𝑧𝑑𝑧

ℎ

2

−
ℎ

2

    𝑖 = 𝑟, 𝜃 

از    نیروی برشی منتجه است.  Qگشتاور منتجه و   Mنیروی منتجه،   Nکه  

شود. طبق این  اصل همیلتون برای تعیین معادلات حاکم بر حرکت استفاده می

 : [20]اصل داریم

(6 ) ∫ δ(𝑇 − 𝑈 +𝑊𝑛.𝑐)𝑑𝑡 = 0
𝑡2

𝑡1

 

کار نیروهای خارجی غیر    𝑊𝑛.𝑐انرژی کرنشی و   𝑈انرژی جنبشی،   𝑇که  

رابطه   از  ورق  در  شده  ذخیره  کرنشی  انرژی  است.  تعیین   (7)پایستار 

 : [20]شودمی

(7 ) 𝑈 =
1

2
∭𝜎𝑖𝑗 𝑒𝑖𝑗𝑑𝑉 

 : [20]انرژی جنبشی ورق با توجه به معادله زیر تعیین می شود

(8 ) 𝑇 =
1

2
∭𝜌(𝑧)(𝑢̇𝑟

2 + 𝑢̇𝜃
2 + 𝑢̇𝑧

2) 𝑑𝑉 
 

 : [15]چگالی ورق ساخته شده از مواد تابعی به صورت زیر است 

(9 ) 𝜌(𝑧) = 𝜌𝑚 + (𝜌𝑐 − 𝜌𝑚) (
2𝑧 − ℎ

2ℎ
)
𝑝

 

𝜌𝑐که   هستند.   𝜌𝑚و     فلز  و  سرامیک  چگالی  ترتیب  ,𝑝(𝑟اگر  به  𝜃, 𝑡) 

فشار اعمالی ناشی از سیال به ورق باشد، تغییرات کار نیروهای خارجی ناپایستار  

 خواهد شد:  (10)به صورت رابطه 

(10) 𝛿𝑊𝑛.𝑐 = −∫ ∫ 𝑃(𝑟, 𝜃, 𝑡)
𝑏

𝑎

𝛼

0

δ𝑤𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 

، معادلات حرکت  (6)در معادله    (10)و    (8)،  (7)با جایگزینی معادلات  

 توان به صورت زیر بدست آورد:را می

(11) 

𝑁𝑟𝑟,𝑟 +
1

𝑟
𝑁𝑟𝜃,𝜃 +

1

𝑟
(𝑁𝑟𝑟 − 𝑁𝜃𝜃) = 𝜌0𝑢̈0 + 𝜌1𝜑̈𝑟 

𝑁𝑟𝜃,𝑟 +
1

𝑟
𝑁𝜃𝜃,𝜃 +

2

𝑟
𝑁𝑟𝜃 = 𝜌0𝑣̈0+𝜌1𝜑̈𝜃 

𝑀𝑟𝑟,𝑟 +
1

𝑟
𝑀𝑟𝜃,𝜃 +

1

𝑟
(𝑀𝑟𝑟 −𝑀𝜃𝜃) − 𝑄𝑟 = 𝜌1𝑢̈0 + 𝜌2𝜑̈𝑟 

𝑀𝑟𝜃,𝑟 +
1

𝑟
𝑀𝜃𝜃,𝜃 +

2

𝑟
𝑀𝑟𝜃 − 𝑄𝜃 = 𝜌1𝑣̈0 + 𝜌2𝜑̈𝜃 

𝑄𝑟,𝑟 +
1

𝑟
𝑄𝜃,𝜃 +

1

𝑟
𝑄𝑟 = 𝜌0𝑤̈ + 𝑃(𝑟, 𝜃, 𝑡) 

اینرسی هستند که به صورت زیر تعریف     هایترم 𝜌2و  𝜌0   ،𝜌1که در آن  

 شوند:می

(12) (𝜌0, 𝜌1, 𝜌2) = ∫ (1, 𝑧, 𝑧2)𝜌(𝑧)𝑑𝑧

ℎ

2

−
ℎ

2

 

 تعیین فشار دینامیکی سیال  3-

برای بدست آوردن یک مدل ریاضی از سیال، فرضیات زیر برای رفتار دینامیکی  

 شود: سیال در نظر گرفته می

شوند. بنابراین، رفتار سیال  ها و سرعت سیال کم فرض می جابجایی -

 شود.به صورت خطی در نظر گرفته می

ایده - به گونهیک سیال  تابع  شود که میای فرض میآل  توان یک 

 پتانسیل برای آن در نظر گرفت. 

 شود.شرایط اولیه سیال صفر در نظر گرفته می -

غیر چرخشی در نظر گرفته شده  سیال تراکم ناپذیر، غیر ویسکوز و   -

 است. 

توجه به فرضیات گفته شده برای سیال در تماس با ورق، تابع پتانسیل  با  

در   Фسرعت   معادله  این  کند.  ارضا  سیال  دامنه  در  را  لاپلاس  معادله  باید 

 :[14]است  (13)ای به فرم  رابطه مختصات استوانه

(13) 𝛻2Ф(𝑟, 𝜃, 𝑧, 𝑡) =  
𝜕2Ф

𝜕𝑟2
+
1

𝑟

𝜕Ф

𝜕𝑟
+
1

𝑟2
𝜕2Ф

𝜕𝜃2
+
𝜕2Ф

𝜕𝑧2
= 0 

 :شودشرایط مرزی سیال به صورت زیر تعریف می

(14) 

(
𝜕Ф

𝜕𝑟
)
𝑟=𝑎

= (
𝜕Ф

𝜕𝑟
)
𝑟=𝑏

=  (
1

𝑟

𝜕Ф

𝜕𝜃
)
𝜃=0

= (
1

𝑟

𝜕Ф

𝜕𝜃
)
𝜃=𝛼

= 0 

(
𝜕Ф

𝜕𝑧
)
𝑧=−

ℎ

2
−𝐻

= 0    ,   (
𝜕Ф

𝜕𝑧
)
𝑧=−

ℎ

2

=
𝜕𝑤

𝜕𝑡
 

فشار سیال  نظر از عبارات غیر چرخشی،  با استفاده از معادله برنولی و صرف

 :  [4]شود در سطح تماس سیال و ورق به صورت زیر در نظر گرفته می

(15) 𝑝 = 𝑝|
𝑧=

−ℎ

2

= −𝜌𝑓
𝜕Ф

𝜕𝑡
|
𝑧=

−ℎ

2

 

چگالی سیال در حجم واحد است. با در نظر گرفتن روش تفکیک   𝜌𝑓که  

از   استفاده  با  و  (14)  معادلاتمتغیرها،  رابطه    یگذاری جا ،   در  پتانسیل  تابع 

 شود:، فشار دینامیکی وارد شده توسط سیال بر ورق بصورت زیر تعیین می(15)

(16) 𝑃(𝑟, 𝜃, 𝑡) = −𝜌𝑓∑ ∑
 coth(𝜇𝑚𝑛𝐻)

𝜇𝑚𝑛
𝑤̈(𝑟, 𝜃, 𝑡)

∞

𝑚=1

∞

𝑛=1

 

 آید:با توجه به معادله زیر بدست می 𝜇𝑚𝑛که  

(17) 𝐽𝛽𝑚
′ (𝜇𝑎)𝑌𝛽𝑚

′ (𝜇𝑏) − 𝐽𝛽𝑚
′ (𝜇𝑏)𝑌𝛽𝑚

′ (𝜇𝑏) = 0 

𝛽𝑚توابع بسل قطبی نوع اول و دوم و 𝑌و    𝐽  همچنین =
𝑚𝜋

𝛼
 باشد. می  

 روش حل   4-

صورت  ، معادلات حرکت به  (11)در معادله    (16)و    (5)معادلات    یگذاریجابا  

ت شوند:زیر مشخص می 
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(18) 

𝐴0 (𝑢0,𝑟𝑟 +
1

𝑟
𝑢0,𝑟 −

1

𝑟2
𝑢0 −

1

𝑟2
𝑣0,𝜃 +

1

𝑟
𝑣0,𝑟𝜃)

+ 𝐶0 (
1

𝑟2
𝑢0,𝜃𝜃 −

1

𝑟2
𝑣0,𝜃 −

1

𝑟
𝑣0,𝑟𝜃)

+ 𝐴1 (𝜑𝑟,𝑟𝑟 +
1

𝑟
𝜑𝑟,𝑟 −

1

𝑟2
𝜑𝑟 −

1

𝑟2
𝜑𝜃,𝜃 +

1

𝑟
𝜑𝜃,𝑟𝜃)

+ 𝐶1 (
1

𝑟2
𝜑𝑟,𝜃𝜃 −

1

𝑟2
𝜑𝜃,𝜃 −

1

𝑟
𝜑𝜃,𝑟𝜃)

= 𝜌0𝑢̈0 + 𝜌1𝜑̈𝑟 

𝐴0 (
1

𝑟2
𝑢0,𝜃 +

1

𝑟
𝑢0,𝑟𝜃 +

1

𝑟2
𝑣0,𝜃𝜃)

+ 𝐶0 (
1

𝑟2
𝑢0,𝜃 −

1

𝑟
𝑢0,𝑟𝜃 −

1

𝑟2
𝑣0 +

1

𝑟
𝑣0,𝑟 + 𝑣0,𝑟𝑟)

+ 𝐴1 (
1

𝑟2
𝜑𝑟,𝜃 +

1

𝑟
𝜑𝑟,𝑟𝜃 +

1

𝑟2
𝜑𝜃,𝜃𝜃)

+ 𝐶1 (
1

𝑟2
𝜑𝑟,𝜃 −

1

𝑟
𝜑𝑟,𝑟𝜃 + 𝜑𝜃,𝑟𝑟 −

1

𝑟2
𝜑𝜃 +

1

𝑟
𝜑𝜃,𝑟)

= 𝜌0𝑣̈0 + 𝜌1𝜑̈𝜃 

𝐴1 (𝑢0,𝑟𝑟 +
1

𝑟
𝑢0,𝑟 −

1

𝑟2
𝑢0 −

1

𝑟2
𝑣0,𝜃 +

1

𝑟
𝑣0,𝑟𝜃)

+ 𝐶1 (
1

𝑟2
𝑢0,𝜃𝜃 −

1

𝑟2
𝑣0,𝜃 −

1

𝑟
𝑣0,𝑟𝜃)

+ 𝐴2 (𝜑𝑟,𝑟𝑟 +
1

𝑟
𝜑𝑟,𝑟 −

1

𝑟2
𝜑𝑟 −

1

𝑟2
𝜑𝜃,𝜃 +

1

𝑟
𝜑𝜃,𝑟𝜃)

+ 𝐶2 (
1

𝑟2
𝜑𝑟,𝜃𝜃 −

1

𝑟2
𝜑𝜃,𝜃 −

1

𝑟
𝜑𝜃,𝑟𝜃)

− 𝐶0𝜅
2(φ𝑟 + 𝑤,𝑟) = 𝜌1𝑢̈0 + 𝜌2𝜑̈𝑟 

𝐴1 (
1

𝑟2
𝑢0,𝜃 +

1

𝑟
𝑢0,𝑟𝜃 +

1

𝑟2
𝑣0,𝜃𝜃)

+ 𝐶1 (
1

𝑟2
𝑢0,𝜃 −

1

𝑟
𝑢0,𝑟𝜃 −

1

𝑟2
𝑣0 +

1

𝑟
𝑣0,𝑟 + 𝑣0,𝑟𝑟)

+ 𝐴2 (
1

𝑟2
𝜑𝑟,𝜃 +

1

𝑟
𝜑𝑟,𝑟𝜃 +

1

𝑟2
𝜑𝜃,𝜃𝜃)

+ 𝐶2 (
1

𝑟2
𝜑𝑟,𝜃 −

1

𝑟
𝜑𝑟,𝑟𝜃 + 𝜑𝜃,𝑟𝑟 −

1

𝑟2
𝜑𝜃 +

1

𝑟
𝜑𝜃,𝑟)

− 𝐶0𝜅
2 (𝜑𝜃 +

1

𝑟
𝑤,𝜃) = 𝜌1𝑣̈0 + 𝜌2𝜑̈𝜃 

𝐶0𝜅
2 (𝜑𝑟,𝑟 +

1

𝑟
𝜑𝑟 +

1

𝑟
𝜑𝜃,𝜃 + 𝑤,𝑟𝑟 +

1

𝑟
𝑤,𝑟 +

1

𝑟2
𝑤,𝜃𝜃) 

= (𝜌0 + 𝜌𝑓∑ ∑
 coth(𝜇𝑚𝑛𝐻)

𝜇𝑚𝑛

∞

𝑚=1

∞

𝑛=1

) 𝑤̈ 

 که در آن:

(19) 

(𝐴0, 𝐴1, 𝐴2) = ∫
(1, 𝑧, 𝑧2)𝐸(𝑧)

1 − 𝜈2
𝑑𝑧

ℎ

2

−
ℎ

2

      

(𝐶0, 𝐶1, 𝐶2) = ∫
(1, 𝑧, 𝑧2)𝐸(𝑧)

2(1 + ν)
𝑑𝑧

ℎ

2

−
ℎ

2

 

-شود. بنابراین، پاسخاز تفکیک متغیرها استفاده می (  18)برای حل معادله  

 شوند: ا به صورت زیر در نظر گرفته میه

(20) 

𝑢0(𝑟, 𝜃, 𝑡) = 𝑅𝑢0(𝑟)𝛩𝑢0(𝜃)T𝑢0(t) 

𝑣0(𝑟, 𝜃, 𝑡) = 𝑅𝑣0(𝑟)𝛩𝑣0(𝜃)T𝑣0(t) 

𝜑
𝑟
(𝑟, 𝜃, 𝑡) = 𝑅𝜑𝑟(𝑟)𝛩𝜑𝑟

(𝜃)T𝜑𝑟(t) 

𝜑
𝜃
(𝑟, 𝜃, 𝑡) = 𝑅𝜑𝜃(𝑟)𝛩𝜑𝜃

(𝜃)T𝜑𝜃(𝑡) 

𝑤(𝑟, 𝜃, 𝑡) = 𝑅𝑤(𝑟)𝛩𝑤(𝜃)T𝑤(t) 

،   𝑅𝑢0(𝑟)  ،𝛩𝑢0(𝜃)   ،𝑅𝑣0(𝑟)   ،𝛩𝑣0(𝜃)   ،𝑅𝜑𝑟(𝑟)   ،𝛩𝜑𝑟(𝜃)که  

𝑅𝜑𝜃(𝑟)  ،𝛩𝜑𝜃(𝜃)  ،𝑅𝑤(r)     و𝛩𝑤(𝜃) باشند که با  شکل مودهای ورق می

انتخاب شده ،   𝑇𝑢0(𝑡)  ،𝑇𝑣0(𝑡)اند. علاوه بر این،  توجه به شرایط مرزی ورق 

𝑇𝜑𝑟(𝑡) ،𝑇𝜑𝜃(𝑡)     و𝑇𝑤(𝑡)     .( 20)با جایگذاری از رابطه  توابع زمان هستند 

رابطه   می  𝐼5و   𝐼1  ،𝐼2  ،،𝐼3   𝐼4های  مانده  (18)در  روش بدست  طبق  آیند. 

در تابع وزنی روی سطح    (19)های رابطه  انتگرال حاصل ضرب مانده  ینگالرک

 باید برابر صفر شود. بنابراین: 

 (21) ∫ ∫ 𝑋𝑖  𝐼𝑖𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 = 0       𝑖 = 1,2,3,4,5
𝑏

𝑎

𝛼

0

 
 

 به طوری که:

(22) 

𝑋1 = 𝑅𝑢0(𝑟)𝛩𝑢0(𝜃)  

𝑋2 = 𝑅𝑣0(𝑟)𝛩𝑣0(𝜃)  

𝑋3 = 𝑅𝜑𝑟(𝑟)𝛩𝜑𝑟(𝜃) 

𝑋4  = 𝑅𝜑𝜃(𝑟)𝛩𝜑𝜃(𝜃) 

𝑋5  = 𝑅𝑤(𝑟)𝛩𝑤(𝜃) 

، سیستم معادلات  (21)در معادله    (22)و    (20)با جایگذاری معادلات  

 شود: دیفرانسیل به صورت زیر تشکیل می

(23) [𝑀]{𝑇̈} + [𝐾]{𝑇} = 0 

[𝑀]   ماتریس جرم است و[𝐾]   است. سفتیماتریس 

(24) 

[𝑀] =

[
 
 
 
 
𝑀11
𝑀21

𝑀31

𝑀41

𝑀51

𝑀12
𝑀22

𝑀32

𝑀42

𝑀52

𝑀13
𝑀23

𝑀33

𝑀43

𝑀53

𝑀14
𝑀24

𝑀34

𝑀44

𝑀54

𝑀15
𝑀25

𝑀35

𝑀45

𝑀55]
 
 
 
 

       

[𝐾] =

[
 
 
 
 
𝐾11
𝐾21
𝐾31
𝐾41
𝐾51

𝐾12
𝐾22
𝐾32
𝐾42
𝐾52

𝐾13
𝐾23
𝐾33
𝐾43
𝐾53

𝐾14
𝐾24
𝐾34
𝐾44
𝐾54

𝐾15
𝐾25
𝐾35
𝐾45
𝐾55]

 
 
 
 

 

 {𝑇̈} =

{
  
 

  
 
𝑇̈𝑢0
𝑇̈𝑣0
𝑇̈𝜑𝑟
𝑇̈𝜑𝜃
𝑇̈𝑤 }
  
 

  
 

              {𝑇} =

{
 
 

 
 
𝑇𝑢0
𝑇𝑣0
𝑇𝜑𝑟
𝑇𝜑𝜃
𝑇𝑤 }
 
 

 
 

 

 شود.پژوهش، دو نوع شرایط مرزی در نظر گرفته میدر این 

 )الف(: شرط مرزی گیردار:   

 شعاعی: ی هالبهدر 

(25) 𝑤 = 0,     𝜑𝑟 = 0, 𝑢0 = 0,      𝑣0 = 0 

 ای:زاویه  یهالبهو در 

(26) 𝑤 = 0,   𝜑𝜃 = 0, 𝑢0 = 0, 𝑣0 = 0 

 )ب(: شرط مرزی ساده:   

 شعاعی: ی هالبهدر 

(27) 𝑤 = 0,    𝑀𝑟𝑟 =  0,      𝜑𝜃 = 0,    𝑢0 = 0, 𝑣0 = 0 

 ای:زاویه  هایلبهو در 

(28) 𝑤 = 0,    𝑀𝜃𝜃 =  0,        𝜑𝑟 = 0,    𝑢0 = 0, 𝑣0 = 0 

و  
م 

لو
 ع

یه
شر

ن
ت

زی
پو

ام
ی ک

ور
فنا
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بعد سازی معادلات شکل مودها در راستای  با توجه به ارتعاشات خطی و بی 

𝑟, 𝜃  شود: در نظر گرفته می (29)به صورت 

(29) 

𝛩(𝜃) = ∑(𝑒𝑚𝑐𝑜𝑠(𝛾𝑚𝜃) + 𝑓𝑚𝑠𝑖𝑛(𝛾𝑚𝜃)

∞

𝑚=1

+ 𝑔𝑚𝑐𝑜𝑠ℎ(𝛾𝑚𝜃) + 𝑖𝑚𝑠𝑖𝑛ℎ(𝛾𝑚𝜃)) 

Γ(𝜃) = ∑(𝑘𝑚𝑐𝑜𝑠(𝜉𝑚𝜃) + 𝑙𝑚𝑠𝑖𝑛(𝜉𝑚𝜃))

∞

𝑚=1

    

 Λ(𝜃) = ∑(𝑜𝑚𝑐𝑜𝑠(𝛿𝑚𝜃) + 𝑠𝑚𝑠𝑖𝑛(𝛿𝑚𝜃))

∞

𝑚=1

 

𝑅(𝑟) = ∑ (𝑎𝑛𝐽𝛾𝑚(𝜆𝑛𝑟) + 𝑏𝑛𝑌𝛾𝑚(𝜆𝑛𝑟) + 𝑐𝑛𝐼𝛾𝑚(𝜆𝑛𝑟)

∞

𝑛=1

+ 𝑑𝑛𝐾𝛾𝑚(𝜆𝑛𝑟)) 

𝑆(𝑟) = ∑ (𝑝𝑛𝐽𝜉𝑚(𝜒𝑛𝑟) + 𝑞𝑛𝑌𝜉𝑚(𝜒𝑛𝑟))

∞

𝑛=1

     

 𝑍(𝑟) = ∑(𝑡𝑛𝐽𝛿𝑚(Ψ𝑛𝑟) + 𝑧𝑛𝑌𝛿𝑚(Ψ𝑛𝑟))

∞

𝑛=1

 

توابع بسل قطبی نوع اول   𝐾و  𝐼توابع بسل قطبی نوع اول و دوم،   𝑌و   𝐽که   

پارامترهایی هستند   𝛹𝑛و   𝛾𝑚  ،𝜆𝑛  ،𝜉𝑚  ،𝜒𝑛  ،𝛿𝑚  و دوم اصلاح شده است.

به شرایط مرزی   با توجه  ،  𝑎𝑛   ،𝑏𝑛  ،𝑐𝑛  ،𝑑𝑛. همچنین،  شوندتعیین میکه 

𝑒𝑚  ،𝑓𝑚  ،𝑔𝑚  ،𝑖𝑚  ،𝑘𝑚   ،𝑙𝑚 ،𝑝𝑛  ،𝑞𝑛  ،𝑜𝑚  ،𝑠𝑚  ، 𝑡𝑛 و𝑧𝑛   ضرایب ثابت

برای   به شرایط مرزی مشخص خواهند شد. شکل مودها  با توجه  هستند که 

𝑢0  ،𝑣0  ،𝑤  ،𝜑𝑟   و𝜑𝜃  در جهتr   وθ  :به شکل زیر تبدیل خواهند شد 

(30) 

𝑅𝑤(𝑟) = 𝑅(𝑟), 𝛩𝑤(𝜃) = 𝛩(𝜃), 𝑅𝜑𝑟(𝑟) = 𝑅
′(𝑟), 

𝛩𝜑𝑟(𝜃) = 𝛩(𝜃), 𝑅𝜑𝜃(𝑟) =
1

𝑟
𝑅(𝑟), 𝛩𝜑𝜃(𝜃) = 𝛩

′(𝜃) 

𝑅𝑢0(𝑟) = 𝑆(𝑟), 𝛩𝑢0(𝜃) = 𝛤(𝜃), 𝑅𝑣0(𝑟) = 𝑍(𝑟), 

𝛩𝑣0(𝜃) = Λ(𝜃) 

 شوند. توابع زمان به فرم هارمونیک و بصورت زیر در نظر گرفته می

(31) {𝑇} =

{
  
 

  
 
(𝑇𝑢0)0
(𝑇𝑣0)0
(𝑇𝜑𝑟)0
(𝑇𝜑𝜃)0
(𝑇𝑤)0 }

  
 

  
 

𝑐𝑜𝑠 (𝜔𝑚𝑛𝑡) 

0(𝑇𝑢0)فرکانس طبیعی است و     𝜔𝑚𝑛که   
 ،(𝑇𝑣0)0

   ،(𝑇𝜑𝑟)0
  ،(𝑇𝜑𝜃)0

 

با جایگذاری معادله   0(𝑇𝑤)و  اولیه هستند.    ،(23)در معادله    (31)تحریک 

 آید: معادله زیر بدست می

(32) (−𝜔𝑚𝑛
2  [𝑀] + [𝐾]){𝑇0} = 0 

برای اینکه معادلات فوق پاسخی غیر صفر داشته باشند، ماتریس ضرایب  

 را داریم: (33)باید صفر باشد. بنابراین، معادله 

(33) |−𝜔𝑚𝑛
2  [𝑀] + [𝐾]| = 0 

توان تعیین کرد. همچنین،  ، فرکانس طبیعی را می(33)با حل کردن معادله  

 شود.تعیین می ، فرکانس طبیعی برای تعداد مودهای مختلف nو  mبرای  

 بحث بر روی نتایج   5-

فشار سیال بر رفتار ارتعاشی یک قطاع دایروی توخالی از    تأثیردر این پژوهش،  

شود که قطاع دایروی در سطح  جنس مواد تابعی بررسی شده است. فرض می 

𝑧 = −ℎ نمایش   Cو مرز گیردار با    Sدر تماس با سیال باشد. مرز ساده با   ⁄2

حرف    ر برای بیان شرایط مرزی کلی یک قطاع دایروی از چها.  شده استداده  

اول    شده استاستفاده   زاویه  کنندهیانب که دو حرف  ای، حرف سوم  مرزهای 

شرایط مرزی   کننده بیانشرایط مرزی شعاع داخلی و حرف چهارم،  کننده بیان

مرزهای گیردار و ساده    کنندهبیان،  CSSCشعاع خارجی است. به عنوان نمونه  

ای، مرز ساده در شعاع داخلی و مرز گیردار در شعاع خارجی  در مرزهای زاویه

 است. 

 اعتبارسنجی پژوهش  1-5-

قطاع دایروی از جنس مواد تابعی در    ارتعاشات  از آنجا که هیچ پژوهشی برای

نتایج  محدودیت  اعمال  با  بنابراین  ندارد  وجود  سیال  با  تحقیق  تماس    این 

. بنابراین با حذف اثر سیال نتایج با نتایج بدست آمده از  شده استاعتبارسنجی  

نتایج    1. در جدول  شده استصحت سنجی    [21  ,  18]های پیشین  پژوهش

بعد مربوط به قطاع دایروی توخالی از جنس مواد تابعی برای  فرکانس خطی بی 

مقایسه شده است که مطابقت    [21  ,  18]  ی هادادهبا    SSCCشرایط مرزی  

-افزار المان محدود مدلدهد. همچنین ورق مورد نظر در نرمخوبی را نشان می

با  تماس    )در 2در جدول    افزارنرمسازی  شده است و نتایج بدست آمده توسط 

نشان   نتایج بدست آمده از مطالعه مورد نظر مقایسه شده است که  با  سیال( 

 دهنده همگرایی خوبی است.

بی  هایفرکانسمقایسه     1جدول   مرزی  خطی  شرایط  برای                           و  SSCCبعد  
 Ω = 𝜔ℎ√(1 + 𝜈)(1 − 2𝜈)𝜌𝑐/𝐸𝑐(1 − 𝜈) (ℎ/𝑎 = 0.1) 

Table 1 Comparison of dimensionless linear frequency for boundary 

conditions SSCC, Ω = 𝜔ℎ√(1 + 𝜈)(1 − 2𝜈)𝜌𝑐/𝐸𝑐(1 − 𝜈) (ℎ/𝑎 = 0.1) 

 

از قطاع دایروی توخالی مواد تابعی در تماس با  بعد  مقایسه پنج فرکانس بی  2جدول  

مرزی شرایط  برای  Ω و   CCSS  سیال  = (𝜔𝑏2/ℎ)√12𝜌𝑚(1 − ν
2)/𝐸𝑚 , ℎ/𝑐 =

0.05, 𝑎/𝑏 = 0.5 , 𝜌𝑓/𝜌𝑐 = 0.1,𝐻/ℎ = 1, 𝛼 = 240°, 𝑝 = 1 
Table 2 Comparison of five dimensionless frequencies of FGM annular 

sector plates in contact with fluid for boundary conditions Ω =

(𝜔𝑏2/ℎ)√12𝜌𝑚(1 − ν
2)/𝐸𝑚, ℎ/𝑐 = 0.05, 𝑎/𝑏 = 0.5 , 𝜌𝑓/𝜌𝑐 = 0.1, 𝐻/ℎ =

1, 𝛼 = 240°, 𝑝 = 1 

Method Ω1  Ω2 Ω3 Ω4 Ω5 

Present 4.6619  1362.671 2859.281 15784.592 15818.997 
FEM 4.7823  1362.981 2859.567 15784.813 15819.316 

 

p=5 p=4 p=3 p=2 p=1  𝑎/𝑏 𝛼 

0.0446 0.0505 0.0566 0.0622 0.0663  [21] 

0.1 

195° 

0.0451 0.0510 0.0571 0.0625 0.0664  [18] 

0.0444 0.0503 0.0562 0.0621 0.0661 Present 

0.0710 0.0801 0.0895 0.0980 0.1041  [21] 

0.3 0.0723 0.0815 0.0908 0.0989 0.1046  [18] 

0.0708 0.0799 0.0893 0.0978 0.1039 Present 

0.0443 0.0502 0.0563 0.06195 0.0659  [21] 

0.1 

210° 

0.0447 0.0506 0.0566 0.06204 0.0659  [18] 

0.0439 0.0501 0.0559 0.0617 0.0656 Present 

0.0708 0.0799 0.0892 0.0978 0.1039  [21] 

0.3 0.0720 0.0812 0.0905 0.0986 0.1043  [18] 

0.0705 0.0796 0.0889 0.0976 0.1036 Present 
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 طبیعی  هایفرکانس بر قطاع  زاویه و توان کسر حجمی تأثیر 2-5-

برای نتایج عددی، یک قطاع دایروی ساخته شده از مواد تابعی در نظر گرفته  

 و  اند. آلومینیومسرامیک تشکیل شدهشده است. مواد تابعی از دوبخش فلز و  

.  شده است  گرفته   نظر  در  سرامیکی  و  فلزی   مقاطع   عنوان   به  ترتیب  به   آلومینا

آلومینیوم چگالی  و  یانگ  برابر  و  مدول  ترتیب  به  𝐸𝑚  آلومینا  = 70𝐺𝑃𝑎  ،

ρ𝑚 = 2707 𝑘𝑔/𝑚3 ،𝐸𝑐 = 380𝐺𝑃𝑎    وρ𝑐 = 3800 𝑘𝑔/𝑚
-می 3

نسبت   نظر گرفته    0.3  برابر   پواسون ورقباشد. همچنین  و در  فرکانس    شده 

 :شده استبعد بصورت زیر تعریف طبیعی بی

(34) 𝜔̅ =
𝜔𝑏2

ℎ
√
12𝜌𝑚(1 − 𝜈

2)

𝐸𝑚
 

  توان اثر  ،CCCS و  CSSS دو شرایط مرزی هر  برای   3 و  2 ی هاشکل در 

  این  در.  است  شده  بررسی   طبیعی  فرکانس  روی   بر  قطاع   زاویه   و  حجمی   کسر

 طبیعی فرکانس  بر   قطاع زاویه  تأثیر متفاوت، حجمی  توان کسر  برای   شکل، دو

  مرزی   شرایط  دو  شود برایمشاهده می  که  همانطور.  ترسیم شده است  بعدبی

  یابد می  کاهش   طبیعی  فرکانس   حجمی،   توان کسر   افزایش   با   شده،   گرفته   نظر   در

  همچنین،.  شود  داده  نسبت  اینرسی  افزایش  و  ورق  سفتی  کاهش  به  تواندمی  که

𝑝)  قطاع دایروی ایزوتروپیک که هنگامی = 𝑝)  مواد تابعی به( 0 >   تبدیل ( 0

  افزایش   با  اما  یابدمی  کاهش  توجهی  قابل   طور  به   آن  طبیعی  فرکانس  شود،می

 . شودنسبت کاهش فرکانس طبیعی کمتر می  ،حجمی کسر  توان

  حجمی مشخص توان کسر    هر  در  شده،  گرفته  نظر  در  مرزی  شرط  دو  برای 

  زاویه   افزایش   با  بنابراین، .  یابدمی   کاهش  طبیعی  قطاع، فرکانس   زاویه   افزایش   با 

  همانطور   بعلاوه،.  یابدمی  افزایش   آن  اینرسی   و   یافته  کاهش   ورق  سفتی  قطاع، 

نسبت کاهش فرکانس طبیعی کمتر    قطاع،  زاویه  افزایش   با   شود،می  مشاهده   که

 .شودمی

 طبیعی  هایفرکانس بر چگالی سیال  تأثیر 3-5-

  هر   برای  را  طبیعی  هایفرکانس  بر  سیال  چگالی  تغییرات   تأثیر  5  و  4  هایشکل

  و  4  هایشکل از   طورکههمان.  دهدمی  نشان  CCCS  و  CSSS  دو شرط مرزی

  شدن   تر سنگین)  سیال   چگالی  افزایش  با  رفت،می  انتظار   و   است   مشخص  5

  فرض   غیرلزج   سیال چون  یابد.می  کاهش  قطاع  بعدبی  طبیعی  فرکانس (  سیال

مانند   اینرسی   دارای   فقط   و  است   شده    رفتار   ورق   به   شده   اضافه   جرم   است، 

  یافته و در   افزایش   ورق  به   شده  اضافه  جرم  سیال،  چگالی  افزایش  با.  کندمی

 . شد خواهد  فرکانس  کاهش باعث  نتیجه

 

Fig. 2 The effect of sector angle change on the linear dimensionless 
natural frequency in boundary conditions CCCC (𝐻/ℎ = 1, 𝑎/𝑏 =

0.5, ℎ/𝑐 = 0.1, 𝑐 = 𝑏 − 𝑎, 𝜌𝑓/𝜌𝑐 = 0.3) 

  شرایط   برای   خطی  بعدبی  طبیعی  فرکانس  بر  قطاع  زاویه  تغییرات  تأثیر  2شکل  

𝐻/ℎ)و    CCCCمرزی  = 1, 𝑎/𝑏 = 0.5, ℎ/𝑐 = 0.1, 𝑐 = 𝑏 − 𝑎, 𝜌𝑓/𝜌𝑐 = 0.3) 

فرکانس طبیعی با یک شیب بسیار تندی در   5 و 4با توجه به نمودارهای  

دهد وجود سیال  یابد که نشان میکاهش می  0.1تا    0دامنه تغییر چگالی از  

توان نتیجه گرفت که سیال به  دهد. بنابراین، میفرکانس طبیعی را کاهش می

 دهد.اینرسی ورق را افزایش میطور قابل توجهی 

 
Fig. 3 The effect of angle change on linear dimensionless natural 
frequency in boundary conditions SSSC (𝐻/ℎ = 1, 𝑎/𝑏 = 0.5, ℎ/𝑐 =

0.1, 𝑐 = 𝑏 − 𝑎, 𝜌𝑓/𝜌𝑐 = 0.3) 

  شرایط  برای  خطی  بعد  بی  طبیعی  فرکانس  بر  قطاع  زاویه  تغییرات  تأثیر   3شکل  

𝐻/ℎ)و  SSSCمرزی  = 1, 𝑎/𝑏 = 0.5, ℎ/𝑐 = 0.1, 𝑐 = 𝑏 − 𝑎, 𝜌𝑓/𝜌𝑐 = 0.3) 

 

 

Fig. 4 The effect of fluid density on linear dimensionless natural 

frequency in boundary conditions CCCC  (𝐻/ℎ = 1, 𝑎/𝑏 = 0.5, ℎ/
𝑐 = 0.1, 𝑐 = 𝑏 − 𝑎, 𝛼 = 120°) 

بی  تأثیر  4شکل   فرکانس طبیعی  بر  برای شرایط مرزی  چگالی سیال  بعد خطی 
CCCC   و(𝐻/ℎ = 1, 𝑎/𝑏 = 0.5, ℎ/𝑐 = 0.1, 𝑐 = 𝑏 − 𝑎, 𝛼 = 120°) 

 

 

Fig. 5 The effect of fluid density on linear dimensionless natural 

frequency in boundary conditions SSSC (𝐻/ℎ = 1, 𝑎/𝑏 = 0.5, ℎ/
𝑐 = 0.1, 𝑐 = 𝑏 − 𝑎, 𝛼 = 120°) 

مرزی    شرایط  برای  خطی  بعدبی  طبیعی  فرکانس  بر  سیال  چگالی  تأثیر  5شکل  
SSSC  و(𝐻/ℎ = 1, 𝑎/𝑏 = 0.5, ℎ/𝑐 = 0.1, 𝑐 = 𝑏 − 𝑎, 𝛼 = 120°) 
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 طبیعی  هایفرکانس بر سیال ارتفاع  تأثیر 4-5-

  هر   برای   را   طبیعی  های فرکانس  بر  سیال  ارتفاع  تغییرات  تأثیر  7  و  6    یهاشکل

 . دهدمی نشان  CCCS و CSSS دو شرط مرزی

 

 

Fig. 6 The effect of fluid height on linear dimensionless natural 

frequency in boundary conditions CCCC  (𝜌𝑓/𝜌𝑐 = 0.3, 𝑎/𝑏 =

0.5, ℎ/𝑐 = 0.1, 𝑐 = 𝑏 − 𝑎, 𝛼 = 120°) 

بی  تأثیر  6شکل   طبیعی  فرکانس  بر  سیال  مرزی ارتفاع  شرایط  برای  خطی  بعد 

CCCC   و(𝜌𝑓/𝜌𝑐 = 0.3, 𝑎/𝑏 = 0.5, ℎ/𝑐 = 0.1, 𝑐 = 𝑏 − 𝑎, 𝛼 = 120
°) 

  سیال   ارتفاع  افزایش  با   است  مشخص  7  و  6   های شکل  در  که   طورهمان 

  کندمی  میل  ثابتی  مقدار  به  سپس  یابد،می  افزایش  ابتدا  بعدبی   طبیعی  فرکانس

  این   بیانگر   نتیجه  این  که  دارد  بعد بی  فرکانس   بر  ناچیزی   تأثیر  ارتفاع  افزایش   و

.  دارد  دایروی  قطاع   ارتعاشی   رفتار   بر  اندکی  تأثیر  دوردست   سیال   که   است  مطلب

  آن  در و شده  وارد سیال به ارتعاش از  شده  ایجاد موج ارتعاشی حرکت شروع با

  مخالف   موج  صورت  به  و   کرده  برخورد  پایین  صلب   صفحه  به   و  شودمی  منتشر

  کاهش  نتیجه  در  و  قطاع  ارتعاشی  حرکت  با  مخالفت  باعث   و  شده  ایجاد  سیال  در

  افزایش  با  اما  است،  توجه  قابل  پدیده  این   سیال  کم  ارتفاع  در.  شودمی  فرکانس

  و  ندارد  وجود  قطاع  ارتعاش  با  مخالف  هایموج  رسیدن  برای  کافی  زمان  ارتفاع

 .شد خواهد  کمتر پدیده   این  تأثیر شود،  بیشتر  سیال  عمق چه  هر

 

Fig. 7 The effect of fluid height on linear dimensionless natural 

frequency in boundary conditions SSSC  (𝜌𝑓/𝜌𝑐 = 0.3, 𝑎/𝑏 =

0.5, ℎ/𝑐 = 0.1, 𝑐 = 𝑏 − 𝑎, 𝛼 = 120°) 

مرزی   شرایط   برای  خطی  بعدبی  طبیعی  فرکانس  بر  سیال  ارتفاع  تأثیر  7شکل  

SSSC  و(𝜌𝑓/𝜌𝑐 = 0.3, 𝑎/𝑏 = 0.5, ℎ/𝑐 = 0.1, 𝑐 = 𝑏 − 𝑎, 𝛼 = 120
°) 

 

 طبیعی هایفرکانس  بر مرزی شرایط اثر 5-5-

ضریب کسر    برای  را بعدبی طبیعی فرکانس  بر  مرزی شرایط تأثیر 8 شکل

 . دهدمی نشان  حجمی مشخص

 

Fig. 8 The effect of boundary conditions on dimensionless natural 

frequency(𝜌𝑓/𝜌𝑐 = 0.3, 𝑎/𝑏 = 0.5, ℎ/𝑐 = 0.1, 𝑐 = 𝑏 − 𝑎, 𝑝 = 1) 

𝜌𝑓/𝜌𝑐)بعد و بی  طبیعی  فرکانس  بر  مرزی  شرایط  تأثیر  8شکل   = 0.3, 𝑎/𝑏 =

0.5, ℎ/𝑐 = 0.1, 𝑐 = 𝑏 − 𝑎, 𝑝 = 1) 

  به شرایط مرزی  مربوط  ترتیب  به طبیعی  هایفرکانس کمترین  و  بالاترین  

CCCC  و  SSSS  با    است،  شده   داده  نشان   8  شکل  در  که   همانطور .  هستند

یابد  تر شده و سفتی آن افزایش می های گیردار ورق صلبگاهافزایش تعداد تکیه

 .شودنتیجه فرکانس طبیعی آن زیاد می در و

 گیری نتیجه 6-

تحقیق   این  در  در  تابعی  مواد  از جنس  توخالی  دایروی  قطاع  آزاد  ارتعاشات 

گرفت قرار  بررسی  مورد  سیال  با  به  .  تماس  نسبت  حاضر  پژوهش  نوآوری 

های گذشته در وجود سیال در مجاورت ورق مفروض، استفاده از روش  پژوهش

 . باشدگاهی میهای تکیهتحلیل تمامی حالتتحلیلی( و گالرکین )روش نیمه
  برشی   شکل   تغییر  تئوری   اساس  مواد تابعی بردایروی از جنس  تحلیل قطاع  

برای تحلیل رفتار نوسانی سیال از حل  .  انجام شد  همیلتون   اصل   و  اول   مرتبه

  همچنین،  معادله لاپلاس پتانسیل سرعت و ارضای شرایط مرزی استفاده شد.

  شدند متغیرها و مدهای فرضی حل    تفکیک  روش   از   استفاده  با   حرکت   معادلات 

  و  تجزیه  .گردیدطبیعی ورق تعیین  هایفرکانس گالرکین   روش با استفاده از  و

انسیس   افزارنرم  و  پیشین  تحقیقات  اساس  بر  ورق  تحلیل محدود    المان 

  پارامترهایی  اثر این، بر   علاوه. دادهمگرایی خوبی را نشان  که شد اعتبارسنجی

  های فرکانس  بر  سیال   ارتفاع   و  سیال   چگالی  قطاع،   اویه ز  توان کسر حجمی،  مانند 

  برای   با بررسی نتایج عددی به طور خلاصه.  گرفت  قرار   مطالعه  مورد  طبیعی،

 : نتایج زیر حاصل شد  مرزی شرایط   حالت دوازده

 . یابدمی  کاهش طبیعی فرکانس  ضریب کسر حجمی،  افزایش با • 

کاهش    زاویه  افزایش  با  •  علت  به  اینرسی   سفتیقطاع،  افزایش  و    ورق 

 .یابدمی کاهش  طبیعی فرکانس 

می  افزایش  با   •  کاهش  طبیعی  فرکانس  سیال،  آن  چگالی  علت  که  یابد 

   باشد..افزایش اینرسی ورق می 

  سپس   و  یافته   افزایش   خطی   طبیعی  فرکانس   ابتدا   ، سیال  ارتفاع   افزایش   با   • 

 . شودمی ثابت  تقریباً

-می  طبیعی  فرکانس   افزایش   به  منجر   گیردار   های گاهیهتک  تعداد  افزایش  • 

 .شود

 ضمیمه: 7-

 باشد:های جرم و سفتی به صورت زیر میاجزای تشکیل دهنده ماتریس

 𝑀11 = −𝜌0∫ ∫ 𝑅𝑢0
2(𝑟)𝛩𝑢0

2(𝜃)𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃
𝑏

𝑎

𝛼

0
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𝑀13 = 𝑀31

= −𝜌1∫ ∫ 𝑅𝜑𝑟(𝑟)𝑅𝑢0(𝑟)𝛩𝜑𝑟(𝜃)𝛩𝑢0(𝜃)𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃
𝑏

𝑎

𝛼

0

 

𝑀22 = −𝜌0∫ ∫ 𝑅𝑣0
2(𝑟)𝛩𝑣0

2(𝜃)𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃
𝑏

𝑎

𝛼

0

 

𝑀24 = 𝑀42

= −𝜌1∫ ∫ 𝑅𝜑𝜃(𝑟)𝑅𝑣0(𝑟)𝛩𝜑𝜃(𝜃)𝛩𝑣0(𝜃)𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃
𝑏

𝑎

𝛼

0

 

𝑀33 = −𝜌2∫ ∫ 𝑅𝜑𝑟
2(𝑟)𝛩𝜑𝑟

2(𝜃)𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃
𝑏

𝑎

𝛼

0

 

𝑀44 = −𝜌2∫ ∫ 𝑅𝜑𝜃
2(𝑟)𝛩𝜑𝜃

2(𝜃)𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃
𝑏

𝑎

𝛼

0

 

𝑀33

= −(𝜌0

+ 𝜌𝑓∑ ∑
 coth(𝜇𝑚𝑛𝐻)

𝜇𝑚𝑛

∞

𝑚=1

∞

𝑛=1

)∫ ∫ 𝑅𝑤
2(𝑟)𝛩𝑤

2(𝜃)𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃
𝑏

𝑎

𝛼

0

 

𝑀12 = 𝑀21 = 𝑀14 = 𝑀41 = 𝑀15 = 𝑀51 = 𝑀23 = 𝑀32

= 𝑀25 = 𝑀52 = 𝑀34 = 𝑀43 = 𝑀35 = 𝑀53 = 𝑀45

= 𝑀54 = 0 

𝐾11 = ∫ ∫ (𝐴0 (𝑅𝑢0
′′ (𝑟)𝛩𝑢0(𝜃) +

1

𝑟
𝑅𝑢0
′ (𝑟)𝛩𝑢0(𝜃)

𝑏

𝑎

𝛼

0

−
1

𝑟2
𝑅𝑢0(𝑟)𝛩𝑢0(𝜃))

+ 𝐶0
1

𝑟2
𝑅𝑢0(𝑟)𝛩𝑢0

′′ (𝜃))𝑅𝑢0(𝑟)𝛩𝑢0(𝜃)𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 

𝐾12 = ∫ ∫ (𝐴0 (−
1

𝑟2
𝑅𝑣0(𝑟)𝛩𝑣0

′ (𝜃)
𝑏

𝑎

𝛼

0

+
1

𝑟
𝑅𝑣0
′ (𝑟)𝛩𝑣0

′ (𝜃))

− 𝐶0 (
1

𝑟2
𝑅𝑣0(𝑟)𝛩𝑣0

′ (𝜃)

+
1

𝑟
𝑅𝑣0
′ (𝑟)𝛩𝑣0

′ (𝜃)))𝑅𝑢0(𝑟)𝛩𝑢0(𝜃)𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 

𝐾13 = ∫ ∫ (𝐴1 (𝑅𝜑𝑟
′′ (𝑟)𝛩𝜑𝑟(𝜃) +

1

𝑟
𝑅𝜑𝑟
′ (𝑟)𝛩𝜑𝑟(𝜃)

𝑏

𝑎

𝛼

0

−
1

𝑟2
𝑅𝜑𝑟(𝑟)𝛩𝜑𝑟(𝜃))

+ 𝐶1
1

𝑟2
𝑅𝜑𝑟(𝑟)𝛩𝜑𝑟

′′ (𝜃))𝑅𝑢0(𝑟)𝛩𝑢0(𝜃)𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 

𝐾14 = ∫ ∫ (𝐴1 (−
1

𝑟2
𝑅𝜑𝜃(𝑟)𝛩𝜑𝜃

′ (𝜃)
𝑏

𝑎

𝛼

0

+
1

𝑟
𝑅𝜑𝜃
′ (𝑟)𝛩𝜑𝜃

′ (𝜃))

− 𝐶1 (
1

𝑟2
𝑅𝜑𝜃(𝑟)𝛩𝜑𝜃

′ (𝜃)

+
1

𝑟
𝑅𝜑𝜃
′ (𝑟)𝛩𝜑𝜃

′ (𝜃)))𝑅𝑢0(𝑟)𝛩𝑢0(𝜃)𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 

𝐾21 = ∫ ∫ (𝐴0 (
1

𝑟2
𝑅𝑢0(𝑟)𝛩𝑢0

′ (𝜃) +
1

𝑟
𝑅𝑢0
′ (𝑟)𝛩𝑢0

′ (𝜃))
𝑏

𝑎

𝛼

0

− 𝐶0 (
1

𝑟2
𝑅𝑢0(𝑟)𝛩𝑢0

′ (𝜃)

−
1

𝑟
𝑅𝑢0
′ (𝑟)𝛩𝑢0

′ (𝜃)))𝑅𝑣0(𝑟)𝛩𝑣0(𝜃)𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 

𝐾22 = ∫ ∫ (𝐴0
1

𝑟2
𝑅𝑣0(𝑟)𝛩𝑣0

′′ (𝜃)
𝑏

𝑎

𝛼

0

+ 𝐶0 (𝑅𝑣0
′′ (𝑟)𝛩𝑣0(𝜃) +

1

𝑟
𝑅𝑣0
′ (𝑟)𝛩𝑣0(𝜃)

−
1

𝑟2
𝑅𝑣0(𝑟)𝛩𝑣0(𝜃)))𝑅𝑣0(𝑟)𝛩𝑣0(𝜃)𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 

𝐾23 = ∫ ∫ (𝐴1 (
1

𝑟2
𝑅𝜑𝑟(𝑟)𝛩𝜑𝑟

′ (𝜃) +
1

𝑟
𝑅𝜑𝑟
′ (𝑟)𝛩𝜑𝑟

′ (𝜃))
𝑏

𝑎

𝛼

0

− 𝐶1 (
1

𝑟2
𝑅𝜑𝑟(𝑟)𝛩𝜑𝑟

′ (𝜃)

−
1

𝑟
𝑅𝜑𝑟
′ (𝑟)𝛩𝜑𝑟

′ (𝜃)))𝑅𝑣0(𝑟)𝛩𝑣0(𝜃)𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 

𝐾24 = ∫ ∫ (𝐴0
1

𝑟2
𝑅𝜑𝜃(𝑟)𝛩𝜑𝜃

′′ (𝜃)
𝑏

𝑎

𝛼

0

+ 𝐶0 (𝑅𝜑𝜃
′′ (𝑟)𝛩𝜑𝜃(𝜃) +

1

𝑟
𝑅𝜑𝜃
′ (𝑟)𝛩𝜑𝜃(𝜃)

−
1

𝑟2
𝑅𝜑𝜃(𝑟)𝛩𝜑𝜃(𝜃)))𝑅𝑣0(𝑟)𝛩𝑣0(𝜃)𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 

𝐾31 = ∫ ∫ (𝐴1 (𝑅𝑢0
′′ (𝑟)𝛩𝑢0(𝜃) +

1

𝑟
𝑅𝑢0
′ (𝑟)𝛩𝑢0(𝜃)

𝑏

𝑎

𝛼

0

−
1

𝑟2
𝑅𝑢0(𝑟)𝛩𝑢0(𝜃))

+ 𝐶1
1

𝑟2
𝑅𝑢0(𝑟)𝛩𝑢0

′′ (𝜃))𝑅𝜑𝑟(𝑟)𝛩𝜑𝑟(𝜃)𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 

𝐾32 = ∫ ∫ (𝐴1 (−
1

𝑟2
𝑅𝑣0(𝑟)𝛩𝑣0

′ (𝜃)
𝑏

𝑎

𝛼

0

+
1

𝑟
𝑅𝑣0
′ (𝑟)𝛩𝑣0

′ (𝜃))

− 𝐶1 (
1

𝑟2
𝑅𝑣0(𝑟)𝛩𝑣0

′ (𝜃)

+
1

𝑟
𝑅𝑣0
′ (𝑟)𝛩𝑣0

′ (𝜃)))𝑅𝜑𝑟(𝑟)𝛩𝜑𝑟(𝜃)𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 

𝐾33 = ∫ ∫ (𝐴2 (𝑅𝜑𝑟
′′ (𝑟)𝛩𝜑𝑟(𝜃) +

1

𝑟
𝑅𝜑𝑟
′ (𝑟)𝛩𝜑𝑟(𝜃)

𝑏

𝑎

𝛼

0

−
1

𝑟2
𝑅𝜑𝑟(𝑟)𝛩𝜑𝑟(𝜃))

+ 𝐶2
1

𝑟2
𝑅𝜑𝑟(𝑟)𝛩𝜑𝑟

′′ (𝜃)) 𝑅𝜑𝑟(𝑟)𝛩𝜑𝑟(𝜃)𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 

𝐾34 = ∫ ∫ (𝐴2 (−
1

𝑟2
𝑅𝜑𝜃(𝑟)𝛩𝜑𝜃

′ (𝜃)
𝑏

𝑎

𝛼

0

+
1

𝑟
𝑅𝜑𝜃
′ (𝑟)𝛩𝜑𝜃

′ (𝜃))

− 𝐶2 (
1

𝑟2
𝑅𝜑𝜃(𝑟)𝛩𝜑𝜃

′ (𝜃)

+
1

𝑟
𝑅𝜑𝜃
′ (𝑟)𝛩𝜑𝜃

′ (𝜃)))𝑅𝜑𝑟(𝑟)𝛩𝜑𝑟(𝜃)𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 

𝐾35 = −𝐶0𝜅
2∫ ∫ 𝑅𝑤

′ (𝑟)𝛩𝑤(𝜃)𝑅𝜑𝑟(𝑟)𝛩𝜑𝑟(𝜃)𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃
𝑏

𝑎

𝛼

0
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𝐾41 = ∫ ∫ (𝐴1 (
1

𝑟2
𝑅𝑢0(𝑟)𝛩𝑢0

′ (𝜃) +
1

𝑟
𝑅𝑢0
′ (𝑟)𝛩𝑢0

′ (𝜃))
𝑏

𝑎

𝛼

0

− 𝐶1 (
1

𝑟2
𝑅𝑢0(𝑟)𝛩𝑢0

′ (𝜃)

−
1

𝑟
𝑅𝑢0
′ (𝑟)𝛩𝑢0

′ (𝜃)))𝑅𝜑𝜃(𝑟)𝛩𝜑𝜃(𝜃)𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 

𝐾42 = ∫ ∫ (𝐴1
1

𝑟2
𝑅𝑣0(𝑟)𝛩𝑣0

′′ (𝜃)
𝑏

𝑎

𝛼

0

+ 𝐶1 (𝑅𝑣0
′′ (𝑟)𝛩𝑣0(𝜃) +

1

𝑟
𝑅𝑣0
′ (𝑟)𝛩𝑣0(𝜃)

−
1

𝑟2
𝑅𝑣0(𝑟)𝛩𝑣0(𝜃)))𝑅𝜑𝜃(𝑟)𝛩𝜑𝜃(𝜃)𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 

𝐾43 = ∫ ∫ (𝐴1 (
1

𝑟2
𝑅𝜑𝑟(𝑟)𝛩𝜑𝑟

′ (𝜃) +
1

𝑟
𝑅𝜑𝑟
′ (𝑟)𝛩𝜑𝑟

′ (𝜃))
𝑏

𝑎

𝛼

0

− 𝐶1 (
1

𝑟2
𝑅𝜑𝑟(𝑟)𝛩𝜑𝑟

′ (𝜃)

−
1

𝑟
𝑅𝜑𝑟
′ (𝑟)𝛩𝜑𝑟

′ (𝜃)))𝑅𝜑𝜃(𝑟)𝛩𝜑𝜃(𝜃)𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 

 

𝐾44 = ∫ ∫ (𝐴0
1

𝑟2
𝑅𝜑𝜃(𝑟)𝛩𝜑𝜃

′′ (𝜃)
𝑏

𝑎

𝛼

0

+ 𝐶0 (𝑅𝜑𝜃
′′ (𝑟)𝛩𝜑𝜃(𝜃) +

1

𝑟
𝑅𝜑𝜃
′ (𝑟)𝛩𝜑𝜃(𝜃)

−
1

𝑟2
𝑅𝜑𝜃(𝑟)𝛩𝜑𝜃(𝜃)))𝑅𝜑𝜃(𝑟)𝛩𝜑𝜃(𝜃)𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 

𝐾45 = −𝐶0𝜅
2∫ ∫ 𝑅𝑤(𝑟)𝛩𝑤

′ (𝜃)𝑅𝜑𝜃(𝑟)𝛩𝜑𝜃(𝜃)𝑑𝑟𝑑𝜃
𝑏

𝑎

𝛼

0

 

𝐾53 = 𝐶0𝜅
2∫ ∫ (

1

𝑟
𝑅𝜑𝑟(𝑟)𝛩𝜑𝑟(𝜃)

𝑏

𝑎

𝛼

0

+ 𝑅𝜑𝑟
′ (𝑟)𝛩𝜑𝑟(𝜃))𝑅𝑤(𝑟)𝛩𝑤(𝜃)𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 

𝐾54 = 𝐶0𝜅
2∫ ∫ 𝑅𝜑𝜃(𝑟)𝛩𝜑𝜃

′ (𝜃)𝑅𝑤(𝑟)𝛩𝑤(𝜃)𝑑𝑟𝑑𝜃
𝑏

𝑎

𝛼

0

 

𝐾55 = 𝐶0𝜅
2∫ ∫ (R𝑤

′′ (r)𝛩𝑤(𝜃) +
1

𝑟2
𝑅𝑤(r)𝛩𝑤

′′(𝜃)
b

𝑎

α

0

+
1

𝑟
𝑅𝑤
′ (𝑟)𝛩𝑤(𝜃))R𝑤(𝑟)𝛩𝑤(𝜃)𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 

𝐾15 = 𝐾51 = 𝐾25 = 𝐾52 = 0 
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