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   چکیده

های دقیق که تمام های کامپوزیتی، لازم است تا از تئوریها در لمینیتو جدایش بین لایه با توجه به حساسیت نتایج در ناحیه تورق

بر  منظور در مطالعه حاضر، روش بسته شدن مجازی ترکهای تنش را در بر گیرند برای بررسی این ناحیه استفاده شود. به این مولفه

ها در یک تیر کامپوزیتی توسعه داده شده است. نرخ آزادسازی گون، برای تحلیل گسترش تورق و جدایش بین لایهاساس تئوری لایه

ده است. روش مذکور بر روی انرژی کرنشی در مود یک، بر اساس خواص ماده تعیین شده و یک الگوریتم برای پیاده سازی روش ارائه ش

تیر کامپوزیتی یکسر گیردار دو لبه متقارن در دو حالت دو و سه بعدی به صورت عددی در نرم افزار متلب اجرا شده و به منظور صحت 

تایج کار سنجی روش، با نتایج کارهای گذشته مبتنی بر المان محدود مقایسه شده است. همچنین حل تحلیلی مسئله نیز ارائه شده و با ن

جابجایی یک تیرکامپوزیتی تحلیل شده که نشان دهنده قابلیت مناسب این روش در -حاضر مورد مقایسه قرار گرفته است. رفتار نیرو

 ها بوده و در عین حال حجم محاسبات به نسبت المان محدود سه بعدی کاهش یافته است.تحلیل تورق و گسترش جدایش بین لایه

.
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Abstract 

 

Due to the sensitivity of the results in the delamination area of composite laminates, it is necessary to use 

accurate theories that include all components of stress to study this area. For this purpose, in the present 

study, the virtual crack closure technique based on layer wise theory has been developed to analyze the 

propagation of delamination in a composite beam. The strain energy release rate in mode I is determined 

based on the properties of the material and an algorithm is proposed to implement the method. The 
present method has been implemented numerically in MATLAB software on a 2D and 3D Double 

Cantilever Beam (DCB). In order to validate the method, it has been compared with the results of 

previous works based on Finite Element method. An analytical solution to the problem is also presented 
and compared with the results of the present work. The force-displacement behavior of a DCB composite 

beam is analyzed, which indicates the suitable capability of this method in the analysis of propagation of 

delamination, and the computations are reduced relative to the three-dimensional Finite Element. 

 

 مقدمه 1- 

باشند، اما این یبالایی م سفتیمواد کامپوزیتی بطور معمول دارای استحکام و 

 ،ایجدایش بین لایه و 1تورقمواد بطور بالقوه در برابر برخی آسیبها همچون 

لایه متصل از الیاف  که بین دو استجدایش در واقع ترکی  .هستندضعیف 

 
1 Delamination 

های شکست متداول در صفحات و یکی از حالت گیردمیتقویت شده شکل 

و استحکام  سفتیدیده باعث کاهش چشمگیر پباشد. این کامپوزیتی می

های ناشی از گردد. تحت عوامل مختلفی از جمله آسیبساختار کامپوزیتی می

تواند به ها میدر کامپوزیت تورقای، فرآیندهای تولید و بارهای عملیاتی ضربه

وقوع بپیوندد. بطور کلی تشخیص وقوع جدایش در یک سازه کامپوزیتی با 

ای برای باشد. بنابراین تحقیقات گستردهمعمول مشکل میهای تست
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ها در در کامپوزیتای بین لایهبینی شروع و گسترش ترک و جدایش پیش

بخش مهمی از این تحقیقات بر روی درک  دهه اخیر شکل گرفته است.

ای متمرکز گردیده است. اوریفی و مکانیسم شکست فرآیند جدایش بین لایه

های مواد سازیمرور کاملی بر روی معیارهای شکست در مدل [1] همکاران

 [2] های مختلف بارگذاری ارائه کردند. کاررارو و همکارانکامپوزیتی در حالت

های ای برای لمینتشروع جدایش بین لایهبینی پیشمعیار شکست را در 

سازی و با بکار گرفتند و بصورت عددی معیار خود را پیاده کامپوزیتی متعامد

سازی شبیهدر کار خود دقت  [3] تورون .نتایج تجربی مقایسه کردند 

نتایج قابل اطمینانی از  ای را افزایش داده وجدایش بین لایه گسترش

در  سازی آنسازی آسیب کامپوزیت و شبیهمدل ها حاصل گردید.سازیشبیه

های نیز در فعالیت [5] و بارگذاری خستگی [4] یک وضعیت همچون ضربه

 اخیر صورت پذیرفته است.

 بینی خرابی ممکن است با نتایج تجربی گاهاًهای پیشسازینتایج شبیه

گردد عبارتند از متفاوت باشد. مهمترین دلایلی که باعث چنین اختلافی می

ت ااینکه مواد کامپوزیتی همگن نبوده و دارای خواص غیر همسان در جه

پذیر ها عموما شکننده بوده و شکلکامپوزیت . همچنیندنباشمختلف می

هایی از بخشاست  در حین مراحل ساخت ممکن علاوه بر این، .[6] نیستند

شروع و  گفت توانمی در مجموعدارای مقدار رزین کافی نباشد.  ساختار

بخوبی شناخته نشده و  هاگسترش مودهای خرابی و آسیب کامپوزیت

ها و سازیهای بسیاری از محققین در جهت کاهش اختلاف بین شبیهفعالیت

 اند.های موجود متمرکز شدهها به منظور توسعه روشنتایج تست

به مبتنی بر مفاهیم مکانیک شکست های المان محدود سازیشبیه

ساختارهای کامپوزیتی همواره مورد توجه گسترش تورق در  منظور بررسی

تکنیک بسته در این زمینه،  بسیاری از محقیق بوده است. دو روش پرکاربرد

که با استفاده از نرم  باشندمی 2و مدل ناحیه چسبنده 1شدن مجازی ترک

از جمله  محدود برای شبیه سازی رشد ترک در مواد مختلف افزارهای المان

از المان محدود برای  [9]کروگر  .[8,7]استفاده می گردندمواد مرکب 

سازی و تحلیل انواع مختلف تیرهای کامپوزیتی در مبحث جدایش بین مدل

های این تکنیک را ارائه نمود. همچنین بندیای استفاده کرده و فرموللایه

ها و جزئیات روش بسته شدن مجازی ترک مروری کاملی بر روی فعالیت

بینی و رشد و این روش را با استفاده از المان محدود برای پیشانجام داده 

ای را ترک بکار گرفت. معیارهای شکست به منظور گسترش جدایش بین لایه

را با استفاده از  (VCCT)شدن مجازی ترک معرفی کرده و روش بسته

 3گوننخستین بار تئوری لایه [10]های المان محدود توسعه داد. باربرو روش

ها در یک صفحه کامپوزیتی بکار گرفت. همچنین ردی را برای جدایش لایه

های کامپوزیتی توسعه داده و گون را برای لمینتنیز تئوری لایه [11]

ها نشان داد. تبیی و ژانگ بینی رفتارکامپوزیتکارآمدی این تئوری را در پیش

ای در ای بر دستاوردهای اخیر جدایش بین لایهمرور گسترده [12]

های سازی و تجربی صورت گرفته، داشته و روشها که بصورت شبیهکامپوزیت

 معتبر بکار رفته در این خصوص را معرفی کردند 

بعدی در نظر گرفته شده و معمولا بعنوان یک ترک دوبعدی یا سه تورق

از طریق مکانیک شکست شناخته می شود. از میان متغیرهای مکانیک 

 
1 Virtual Crack Closure Technique (VCCT) 
2 Cohesive Zone Model (CZM) 
3 Layer wise 

 ( 𝐺𝐼𝐼𝐼𝐶و  𝐺𝐼𝐶 ،𝐺𝐼𝐼𝐶  ) 4انرژی کرنشی رهاییشکست، اغلب پارامترهای نرخ 

شود. بدین برای تعیین شروع و گسترش جدایش در ساختارها بکار گرفته می

انرژی کرنشی حاصل از حالت  رهاییهای نرخ ای بین مولفهمنظور مقایسه

 .[13]گیرد گذاری با خصوصیات استحکام شکست ماده صورت میربا

تابع جنس ماده و شکل  (𝐺𝐶)مقدار بحرانی نرخ رهایی انرژی کرنشی 

بارگذاری شامل مود  خالصباشد. سه حالت بارگذاری می حاصل ازجدایش 

نشان  1 کلیک ) بازشوندگی(، مود دو ) برشی ( و مود سه ) لغزشی ( در ش

 داده شده است. 

 

 
Fig. 1 Pure Mode Loadings [14] 

 [ 14]بارگذاری مودهای خالص  1 شکل

 

ممکن است حاصل بارگذاری یکی از این  ایبین لایه جدایشیک پدیده 

ها و یا در نتیجه ترکیب این مودها باشد. نرخ رهایی انرژی کرنشی بحرانی مود

(𝐺𝑐)  تعیین کننده مقاومت  و کنددر آن شروع به گسترش می تورقکه

 . [14] باشدطور قابل توجهی وابسته به مود بارگذاری میبه شکست است

مقادیر نرخ رهایی انرژی کرنشی را در حالت  [15]الدینی شکریه و زین

ای بصورت عددی محاسبه و ترکیبی مودهای اول و دوم جدایش بین لایه

 تجربی مقایسه کردند.های کار خود را با نتایج نیمه سازینتایج مدل

های مختلف بارگذاری، برای حالت (𝐺𝑐) برای تعیین مقاومت شکست

 گردداستفاده می استاندارد انواع مختلف تست در شرایط آزمایشگاهی

تحت شرایط  (𝐺𝑐)گیری برای اندازه 5ASTMاستاندارهایی توسط  .17]16,[

برای بارگذاری مود  D5528در استاندارد مختلف بارگذاری ارائه شده است. 

و مقاومت شکست را  شدهاستفاده  6از تیر یک سر گیردار دو لبه متقارنیک 

تر در . برای مسائل پیچیده[18] دهدبدست می (𝐺𝐼𝐶)برای مود یک 

های آزمایشگاهی کافی نبوده و صرفا بکارگیری تست کاربردهای مهندسی،

محدود همراه با تکنیک بسته شدن  المانرویکردهای عددی مانند روش 

نرخ رهایی انرژی  هایها برای محاسبه عددی مولفهمجازی ترک و سایر روش

  [19].باشدمینیاز  کرنشی

بر مبنای تئوری  بسته شدن مجازی ترک تکنیکتحقیق حاضر، در 

بین جدایش  گسترشبرای بررسی گون به منظور دستیابی به نتایج بهتر لایه

 تورقگون در تیر کامپوزیتی دچار توسعه یافته است. فرمول بندی لایهای لایه

محاسبه در سه بعد بکار گرفته شده و مقادیر جابجایی در راستای ضخامت 

مقادیر نرخ  بسته شدن مجازی ترک. سپس با استفاده از روش دنگردمی

 بدین نحو تحلیل می گردد. ترکرهایی انرژی کرنشی تعیین شده و گسترش 

سازی ای از طریق کد نویسی، پیادهمسئله جدایش بین لایه چندینتئوری 

های عددی مبتنی بر المان محدود، سازینتایج با شبیه انتها،عددی شده و در 

 
4 Strain Energy Release Rate (SERR) 
5 American Society for Testing and Materials 
6 Double Cantilever Beam (DCB) 

 

 

 

Mode 𝐼𝐼𝐼 (tearing shear)           Mode 𝐼𝐼 (sliding shear)            Mode 𝐼 (opening) 
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به منظور بررسی اعتبار نتایج تجربی کارهای پیشین و همچنین حل تحلیلی 

 گردد.و قابلیت بالای روش توسعه داده شده، مقایسه می

 
 

 ترک مجازی تکنیک بسته شدن  -2

بین جدایش  در تحلیلای بطور گستردهترک بسته شدن مجازی  تکنیک

روش بر این فرض این گردد. بر اساس مکانیک شکست استفاده میای لایه

 ،تورقفرآیند یک استوار است که میزان انرژی کرنشی آزاد شده در خلال 

. [20] باشدمعادل میزان کار مورد نیاز برای بسته شدن ترک به طول اولیه می

نخستین بار توسط ریبیکی و کاننینن برای  شدن مجازی ترکتکنیک بسته

ها یک روش آسان و مستقیم برای . آن[21] مسائل دوبعدی مطرح گردید

ارائه کردند. این تکنیک همچنین  ی انرژی کرنشینرخ رهایمحاسبه مقادیر 

 بعدی توسط شیواکومار و همکاران گسترش یافتبرای تحلیل مسائل سه

[22]. 

وجود  تکنیک بسته شدن مجازی ترکدو فرضیه اساسی برای اجرای 

معادل میزان  ،میزان انرژی لازم برای باز شدن ترک به میزان کم -1دارد: 

محل  اندک،رشد ترک به طول  -2باشد. انرژی لازم برای بسته شدن ترک می

 بر اساس تئوری .[23,12] دهدنوک ترک را به میزان قابل توجهی تغییر نمی

انرژی ذخیره شده در یک جسم الاستیک معادل نصف کار میزان  1کلاپیرون

 . [23] باشدانجام شده توسط نیروهای اعمال شده در جابجایی مرزی می

نشان داده شده است.   2بعدی در شکلسازی المان محدود در ساختار دوپیاده

برای 𝐺𝐼𝐼𝐶 و  𝐺𝐼𝐶 پارامترهای مود یک و مود دو از نرخ رهایی انرژی کرنشی

ها محاسبه ای از طریق ضرب نیرو در جابجایی در محل گرهنقطه 4های المان

 :[24] گرددمی

 

 
𝐺I = −

1

2Δ𝑎
𝑍𝑖(𝑤ℓ −𝑤ℓ∗)

𝐺II = −
1

2Δ𝑎
𝑋𝑖(𝑢ℓ − 𝑢ℓ∗)

 

(1)  

 

د. مقادیر نباشندازه نیروها در نوک ترک میا𝑍𝑖 و  𝑋𝑖طول المان،  Δ𝑎که 

ای در های گرهجابجایی در ناحیه نوک ترک از طریق تفاضل بین جابجایی

( ها در سطح پایین ترک های گره( و جابجایی𝑢ℓ 𝑤ℓ وسطح بالای ترک 

 (𝑢ℓ∗  و𝑤ℓ∗ محاسبه می ) .گردد 

 

 

Fig. 2 2D display of the VCCT method for 4-node elements in the 

original coordinate [24] 

 
1 Clapeyron 

 4های برای المان تکنیک بسته شدن مجازی ترکبعدی  دونمایش  2 شکل

 [ 24] ای در مختصات اصلیگره

 نشان داده شده است. مقادیر 3 گره در شکل 8بعدی المان با مدل سه

در مودهای یک ، دو و سه عبارتند از  نرخ رهایی انرژی کرنشی هایمولفه

[24] : 

 

𝐴∆ که = ∆𝑎𝑏  باشد. مجازی ترک می شدنناحیه بسته∆𝑎  طول المان

𝑋𝐿𝑖 𝑍𝐿𝑖،  .باشدعرض المان می 𝑏 در ناحیه نوک جدایش و نیروهای 𝑌𝐿𝑖 و 

ها گره جابجایی 𝑤𝐿ℓو  𝑢𝐿ℓ ،𝑣𝐿ℓباشند. موجود در ناحیه جلوی جدایش می

در سطح پایین ها گرهجابجایی  ∗𝑤𝐿ℓو  ∗𝑢𝐿ℓ∗ ،𝑣𝐿ℓدر سطح بالایی ترک و 

 باشد. ترک می

نوک ترک در هر سه جهت قابل محاسبه  یهاگرهدر  هانیروها و جابجایی

برای  مستقیمشیوه  کی بسته شدن مجازی ترک تکنیکباشند و لذا می

بدست آوردن نرخ رهایی انرژی کرنشی در نوک ترک در هر سه مود ارائه 

کروگر رجوع  تحقیقاتمی توان به  در این زمینهدهد. برای روابط بیشتر می

تواند شروع ترک را پیش نمی بسته شدن مجازی ترک تکنیک .[24,9] کرد

نیاز  ایبین لایه ترک و جدایش گسترشبینی کند و به یک ترک اولیه برای 

تغییر  در صورتیکهدارد. همچنین برای مواد الاستیک توسعه داده شده و 

رخ دهد، نتایج قابل  ،های زیاد در ساختار همچون حالت پلاستیکشکل

ال در صورتی که ترک اولیه وجود داشته باشد و حدهد. به هر قبولی ارائه نمی

و از اثرات پل زنی الیاف  ناحیه شکست در برابر کل ساختار کوچک باشد

قابل اعتماد بوده و با دقت  بسته شدن مجازی ترک تکنیک، صرفنظر شود

 . [12] کندرا پیش بینی می ایبین لایه خوبی گسترش جدایش

 

 
Fig. 3 3D display of VCCT method for 8-node elements in the 

original coordinate [24] 

 8های برای المان تکنیک بسته شدن مجازی ترکنمایش سه بعدی  3 شکل

 [ 24]ای در مختصات اصلی گره

 

  تورقمعیارهای گسترش  1-2-

رویکرد مکانیک شکست صورت اغلب با ای بین لایهتحلیل گسترش جدایش 

، ترک موجود در ساختار وقتی رشد تورقمود خالص یک گیرد. برای می

 

 

 

 

 

 

 

 

ℓ 

𝑤ℓ 

Δ𝑎 

ℓ∗ 

Δ𝑎 Δ𝑎 

𝑢ℓ 

𝑢ℓ∗ 
𝑤ℓ∗ 

𝑖 

𝑋,𝑢 𝑋𝑖  
𝑍𝑖  

𝑍,𝑤 

Crack closed 

Delamination area 

 

 

 

 

 

𝐺I = −
1

2Δ𝐴
𝑍𝐿𝑖(𝑤𝐿ℓ − 𝑤𝐿ℓ∗)

𝐺II = −
1

2Δ𝐴
𝑋𝐿𝑖(𝑢𝐿ℓ − 𝑢𝐿ℓ∗)

𝐺III = −
1

2Δ𝐴
𝑌𝐿𝑖(𝑣𝐿ℓ − 𝑣𝐿ℓ∗)

 

(2)  
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یابد که میزان رهاسازی انرژی در مودهای یک، دو و سه به مقدار بحرانی می

  .رسدآن ساختار می

 

 𝐺𝑖 ≥ 𝐺𝑖𝑐    𝑖 = 𝐼, 𝐼𝐼 , 𝐼𝐼𝐼 

(3)  

 

در مودهای مختلف از طریق  (𝐺𝑖𝑐)انرژی کرنشی بحرانی  یینرخ رها

در  تورق ،. اغلب در شرایط واقعی[25,18]آید های استاندارد بدست میتست

تحلیل گسترش جدایش نیاز در پیوندد. لذا حالت مودهای ترکیبی به وقوع می

به یک معیار حاصل از تقابل مودهای مختلف و در نظر گرفتن حالت ترکیبی 

عنوان هب 29]28,[ 2کی-بیو  27]14,[ 1 پاور روابط .[26] باشداز مودها می

برای ساختارهای دو بعدی و سه  تورقمناسب و موثر در انتشار  هایمعیار

 ند:روبکار می (8)تا   (4)مطابق روابط ای بعدی بصورت گسترده

 
Power law 2D: 

 

 
(
𝐺𝐼
𝐺𝐼𝐶

)
𝛼

+ (
𝐺𝐼𝐼
𝐺𝐼𝐼𝐶

)
𝛽

≥ 1 

(4)  

 
Power law 3D: 

 

 (
𝐺𝐼
𝐺𝐼𝐶

)
𝛼

+ (
𝐺𝐼𝐼
𝐺𝐼𝐼𝐶

)
𝛽

+ (
𝐺𝐼𝐼
𝐺𝐼𝐼𝐶

)
𝜒

 ≥ 1 

(5)  

 

از نتایج تست های تجربی و با برازش منحنی بدست  𝜒و  𝛼 ،𝛽که 

𝛼آید. در یک حالت خاص می = 𝛽 = 𝜒 =  روابط خطیبه  پاورروابط  1

 گردد:تبدیل می

 

 
𝐺𝐼
𝐺𝐼𝐶

+
𝐺𝐼𝐼
𝐺𝐼𝐼𝐶

+
𝐺𝐼𝐼
𝐺𝐼𝐼𝐶

 ≥ 1 

(6)  

  
B-K law 2D: 

 

 𝐺𝑇

𝐺𝐼𝐶 + (𝐺𝐼𝐼𝐶 − 𝐺𝐼𝐶) (
𝐺𝐼𝐼

𝐺𝑇
)
𝜂 ≥ 1 

(7)  

 
B-K law 3D: 

 
𝐺𝑇

𝐺𝐼𝐶 + ( (𝐺𝐼𝐼𝐶 − 𝐺𝐼𝐶)
𝐺𝐼𝐼

𝐺𝑇
+ (𝐺𝐼𝐼𝐼𝐶 − 𝐺𝐼𝐶) 

𝐺𝐼𝐼𝐼

𝐺𝑇
) (

𝐺𝐼𝐼+𝐺𝐼𝐼𝐼

𝐺𝑇
)
𝜂−1

≥ 1 
(8) 

 

𝐺𝑇 (8)و  (7)در روابط  = 𝐺𝐼 + 𝐺𝐼𝐼 + 𝐺𝐼𝐼𝐼  نرخ رهایی انرژی کل

در به ترتیب های بحرانی نرخ آزادسازی انرژی 𝐺𝐼𝐼𝐼𝐶و  𝐺𝐼𝐶 ،𝐺𝐼𝐼𝐶باشد. می

های استاندارد از تست کی-بیدر روابط  𝜂باشند. مودهای یک، دو و سه می

 
1 Power law 
2 B-K law 

به منظور  𝜂فقط به یک متغیر  کی-بیرابطه  .[30] آیدتجربی بدست می

های تجربی نیاز دارد که این یک برتری عمده نسبت به شدن با تست کالیبره

گردد. مطالعات نشان داده که دیگر معیارهای گسترش جدایش محسوب می

، لذا [31] دهدنتایج خوبی را در گسترش جدایش گزارش می  کی-بیمعیار 

 . شده استاستفاده  کی-بیاز روابط  تحقیق حاضر در

 

 گون بندی تئوری لایهفرمول3- 

در هندسه و مختصات تیر کامپوزیتی استفاده شده طبق تئوری لایه گون 

 نشان داده شده است. 4 شکل

 

 
Fig. 4 Geometry and coordinates of composite beam in Layer Wise 
theory 

  گونهندسه و مختصات تیر کامپوزیتی در تئوری لایه 4 شکل

 

 

 : [32] عبارتند از گونمقادیر جابجایی طبق تئوری لایه 

 
𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑈𝑘(𝑥)𝛷𝑘(𝑧)

𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑉𝑘(𝑥)𝛷𝑘(𝑧)                   𝑘 = 1,2,… , 𝑁 + 1

𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑊𝑘(𝑥)𝛷𝑘(𝑧)
 

(9) 
 

های عددی در راستای ضخامت از مجموع شماره لایه 𝑘، (9)در رابطه 

یک ای در های جابجایی نقطهبه ترتیب مولفه 𝑤و  𝑢 ،𝑣بوده و لایه  𝑁کل 

به ترتیب  𝑊𝑘و  𝑈𝑘 ،𝑉𝑘همچنین  باشند.می 𝑧 و 𝑥 ،𝑦لایه در جهات 

 و 𝑧و  𝑥 ،𝑦در جهات  𝑘امهای جابجایی همه نقاط مستقر در صفحه مولفه

𝛷𝑘(𝑧) در راستای ضخامت لایه  یابیمیاند. تابع نباشیابی کلی میتابع میان

 :[32] گرددپیوسته بوده و بدین صورت تعریف می

 

𝛷𝑘(𝑧) =

{
 

 
0    𝑧 ⩽ 𝑧𝑘−1
𝛹𝑘−1
2     𝑧𝑘−1 ⩽ 𝑧 ⩽ 𝑧𝑘

𝛹𝑘
1    𝑧𝑘 ⩽ 𝑧 ⩽ 𝑧𝑘+1

0    𝑧 ⩾ 𝑧𝑘+1

        𝑘 = 1,2, … ,𝑁 + 1 

(10) 
 

𝛹𝑘 ،(10) رابطهدر 
𝑗
 (𝑗 =  1, با در  ژینلاگرایابی تابع محلی میان (2

باشد. این تابع می تواند خطی یا یک تابع می 𝑘ام لایه ام از𝑗 گره نظر گرفتن

یک تابع از باشد. در این مطالعه  𝑧با مشتقات بالاتر در راستای ضخامت 

 یابی خطی استفاده شده است: میان

 

𝛹𝑘
1 =

𝑧𝑘+1 − 𝑧

ℎ𝑘
,            𝛹𝑘

2 =
𝑧 − 𝑧𝑘
ℎ𝑘

 

(11) 
 

خطی  جابجایی-کرنشروابط در  (9)ذاری میدان جابجایی رابطه با جایگ

 د:نآیالاستیک، مولفه های کرنش بدین صورت بدست می
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0 
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휀𝑥 =
𝑑𝑈𝑘
𝑑𝑥

𝛷𝑘 , 휀𝑦 = 0, 휀𝑧 = 𝑊𝑘

𝑑𝛷𝑘
𝑑𝑧

𝛾𝑦𝑧 = 𝑉𝑘
𝑑𝛷𝑘
𝑑𝑧

, 𝛾𝑥𝑧 = 𝑈𝑘
𝑑𝛷𝑘
𝑑𝑧

+
𝑑𝑊𝑘

𝑑𝑥
𝛷𝑘 ,        𝛾𝑥𝑦 =

𝑑𝑉𝑘
𝑑𝑥

𝛷𝑘

 

(12) 
 
 

 معادلات تعادل 1-3- 

 :شوداستفاده میاصل کار مجازی برای استخراج روابط تعادل از 

 
𝛿𝑈 + 𝛿𝑉 = 0 

(13) 
 

و بدین صورت  بودهکار مجازی داخلی در تیر  (13)ه رابطدر  𝛿𝑈که 

 گردد:تعریف می

 

𝛿𝑈 = ∫  
𝑏/2

−𝑏/2

∫  
𝐿

0

∫  
ℎ/2

−ℎ/2

(𝜎𝑥𝛿휀𝑥 + 𝜎𝑦𝛿휀𝑦 + 𝜎𝑧𝛿휀𝑧 + 𝜎𝑦𝑧𝛿𝛾𝑦𝑧 +

𝜎𝑥𝑧𝛿𝛾𝑥𝑧 + 𝜎𝑥𝑦𝛿𝛾𝑥𝑦)𝑑𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦

 

(14) 

 

𝛿𝑉  ی عرضی هاکار مجازی خارجی در اثر نیرو (13)ه رابطدر𝑃𝑡(𝑥)  و

𝑃𝑏(𝑥)  توان بوده و میتیر  و پایینی ح بالاییوبر سطبه ترتیب اعمال شده

 تعریف کرد:آن را بدین صورت 

 

𝛿𝑉 = −∫  

𝑏

2

−
𝑏

2

∫  
𝐿

0

(𝑃𝑡(𝑥)𝛿𝑊1(𝑥) + 𝑃𝑏(𝑥)𝛿𝑊N+1(𝑥))𝑑𝑥𝑑𝑦 

(15)    

 
و استفاده از  (14)معادله  در (12)روابط  های کرنشبا جایگزینی مولفه

+ 𝑁)3 تعداد ،(15) و (13) روابط + 𝑁)3معادله تعادل مرتبط با  (1   1) 

 بدست خواهد آمد:  𝑊𝑘و  𝑈𝑘 ،𝑉𝑘مجهول 

 

𝛿𝑈𝑘:
𝑑𝑀𝑥

𝑘

𝑑𝑥
− 𝑄𝑥

𝑘 = 0

𝛿𝑉𝑘:
𝑑𝑀𝑥𝑦

𝑘

𝑑𝑥
− 𝑄𝑦

𝑘 = 0

𝛿𝑊𝑘:
𝑑𝑅𝑥

𝑘

𝑑𝑥
− 𝑁𝑥

𝑘 = −𝛿𝑘1𝑃𝑡𝑧(𝑥) − 𝛿𝑘(𝑁+1)𝑃𝑏𝑧(𝑥)

 

(16)  

 

 گردد: بدین صورت تعریف می (16)روابط تنش در معادله 
 

(𝑄𝑥
𝑘 , 𝑄𝑦

𝑘) = ∫  
ℎ/2

−ℎ/2

(𝜎𝑥𝑧, 𝜎𝑦𝑧)
𝑑𝛷𝑘
𝑑𝑧

𝑑𝑧

(𝑀𝑥
𝑘 ,𝑀𝑥𝑦

𝑘 ) = ∫  
ℎ/2

−ℎ/2

(𝜎𝑥, 𝜎𝑥𝑦)𝛷𝑘𝑑𝑧

𝑅𝑥
𝑘 = ∫  

ℎ/2

−ℎ/2

𝜎𝑥𝑧𝛷𝑘𝑑𝑧, 𝑁𝑧
𝑘 = ∫  

ℎ/2

−ℎ/2

𝜎𝑧
𝑑𝛷𝑘
𝑑𝑧

𝑑𝑧

 

(17)  

𝑀𝑥یا  𝑈𝑘شامل مشخص کردن یکی از  (16)شرایط مرزی مرتبط با معادله 
𝑘 ،

𝑉𝑘  یا𝑀𝑥𝑦
𝑘  و𝑊𝑘  یا𝑅𝑥

𝑘  در𝑥 = = 𝑥و  0   𝐿 باشد.می 

 
 جابجایی  بر حسب معادلات تعادل -2-3

د  𝑘امکرنش برای لایه -روابط تنش بر اساس  1از یک لمینت غیر همسانگر

 :[32]عبارتست از  2قانون هوک

 

{
  
 

  
 
𝜎𝑥
𝜎𝑦
𝜎𝑧
𝜎𝑦𝑧
𝜎𝑥𝑧
𝜎𝑥𝑦}

  
 

  
 
(𝑘)

=

[
 
 
 
 
 
 
𝐶1̅1    𝐶1̅2    𝐶1̅3    0    0    𝐶1̅6
𝐶1̅2    𝐶2̅2    𝐶2̅3    0    0    𝐶2̅6
𝐶1̅3    𝐶2̅3    𝐶3̅3    0    0    𝐶3̅6
0    0    0    𝐶4̅4    𝐶4̅5    0

0    0    0    𝐶4̅5    𝐶5̅5    0

𝐶1̅6    𝐶2̅6    𝐶3̅6    0    0    𝐶6̅6]
 
 
 
 
 
 
(𝑘)

=

{
  
 

  
 
휀𝑥
휀𝑦
휀𝑧
𝛾𝑦𝑧
𝛾𝑥𝑧
𝛾𝑥𝑦}

  
 

  
 
(𝑘)

 

(18)  

 
k [𝐶̅]  امماتریس سختی دوران یافته لایه𝑘 با وجود اینکه مقدار باشد. می

휀𝑦
(𝑘)  باشد، ولی در برابر صفر می (9)بر اساس پارامتر جابجایی در معادله

نباید استفاده گردد. برای جبران حذف  کامپوزیتیقانون هوک برای یک تیر 

 : [32]آن از رابطه زیر می توان کمک گرفت 

 

𝜎𝑦
(𝑘)

= 0 
(19)  

 

휀𝑦و بدین صورت عبارت 
(𝑘)  حذف  (18)از روابط باقیمانده در معادله

 از نوع لمینیت کرنش برای تیر -گردد. بعد از انجام این تغییر، رابطه تنشیم

 گردد:بدین صورت تعریف می کامپوزیتی
 

{

𝜎𝑥
𝜎𝑧
𝜎𝑥𝑦

}

(𝑘)

= [

𝐶1̿1   �̿�13   �̿�16

𝐶1̿3   𝐶3̿3   𝐶3̿6

𝐶1̿6   𝐶3̿6   𝐶6̿6

]

(𝑘)

= {

휀𝑥
휀𝑧
𝛾𝑥𝑦

}

(𝑘)

 

(20) 
 

 و 

 

{
𝜎𝑦𝑧
𝜎𝑥𝑧

}
(𝑘)

= [
𝐶4̅4    𝐶4̅5
𝐶4̅5    𝐶5̅5

]

(𝑘)

{
𝛾𝑦𝑧
𝛾𝑥𝑧
}
(𝑘)

 

(21)  

 

𝐶�̿�𝑞که 
(𝑘)  عبارتست از:  (20)در معادله 

 

𝐶�̿�𝑞
(𝑘)

= 𝐶�̅�𝑞
(𝑘)
−
𝐶̅2𝑝
(𝑘)
𝐶̅2𝑞
(𝑘)

𝐶̅22
(𝑘)

 

(22)  

 

 خواهیم داشت: (17)در معادله  (20) و معادله (12)با جایگذاری معادله 

 

 
1 Orthotropic 
2 Hooke law 
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(𝑁𝑧
𝑘 ,𝑀𝑥

𝑘 ,𝑀𝑥𝑦
𝑘 ) = (�̅�13

𝑘 , �̅�11
𝑘𝑗
, �̅�16

𝑘𝑗
)
𝑑𝑈𝑗

𝑑𝑥
+ (�̅�33

𝑘𝑗
, �̅�13

𝑘𝑗
, �̅�36

𝑘𝑗
)𝑊𝑗

+ (�̅�36
𝑗𝑘
, �̅�16

𝑘𝑗
, �̅�66

𝑘𝑗
)
𝑑𝑉𝑗

𝑑𝑥
 

(23)  

 

 که
 

(�̅�𝑝𝑞
𝑘𝑗
, �̅�𝑝𝑞

𝑘𝑗
, �̅�𝑝𝑞

𝑘𝑗
)       = ∫  

ℎ/2

−ℎ/2

𝐶�̿�𝑞
(𝑘)
(
𝑑𝛷𝑘
𝑑𝑧

𝑑𝛷𝑗

𝑑𝑧
, 𝛷𝑘

𝑑𝛷𝑗

𝑑𝑧
, 𝛷𝑘𝛷𝑗)𝑑𝑧 

(24) 
 

 (17)در معادله  (21)و معادله  (12)همچنین با جایگزین کردن معادله 

 خواهیم داشت:
 

(𝑄𝑦
𝑘 , 𝑄𝑥

𝑘 , 𝑅𝑥
𝑘) = (𝐴44

𝑘𝑗
, 𝐴45

𝑘𝑗
, 𝐵45

𝑘𝑗
)𝑉𝑗 + (𝐴45

𝑘𝑗
, 𝐴55

𝑘𝑗
, 𝐵55

𝑘𝑗
)𝑈𝑗

+(𝐵45
𝑗𝑘
, 𝐵55

𝑗𝑘
, 𝐷55

𝑘𝑗
)
𝑑𝑊𝑗

𝑑𝑥

 

(25) 
 

 که 
 

(𝐴𝑝𝑞
𝑘𝑗
, 𝐵𝑝𝑞

𝑘𝑗
, 𝐷𝑝𝑞

𝑘𝑗
) = ∫  

ℎ/2

−ℎ/2

𝐶�̅�𝑞
(𝑘)
(
𝑑𝛷𝑘
𝑑𝑧

𝑑𝛷𝑗

𝑑𝑧
, 𝛷𝑘

𝑑𝛷𝑗

𝑑𝑧
, 𝛷𝑘𝛷𝑗)𝑑𝑧 

(26) 
 

و   (23)جابجایی با جایگزینی معادلهبر حسب در نهایت معادلات تعادل 

 بدین صورت بدست خواهد آمد: (16)در معادله  (25)معادله 

 

𝛿𝑈𝑘: �̅�11
𝑘𝑗 𝑑

2𝑈𝑗

𝑑𝑥2
− 𝐴55

𝑘𝑗
𝑈𝑗 + �̅�16

𝑘𝑗 𝑑
2𝑉𝑗

𝑑𝑥2
− 𝐴45

𝑘𝑗
𝑉𝑗

+(�̅�13
𝑘𝑗
− 𝐵55

𝑗𝑘
)
𝑑𝑊𝑗

𝑑𝑥
= 0

𝛿𝑉𝑘: �̅�16
𝑘𝑗 𝑑

2𝑈𝑗

𝑑𝑥2
− 𝐴45

𝑘𝑗
𝑈𝑗 + �̅�66

𝑘𝑗 𝑑
2𝑉𝑗

𝑑𝑥2
− 𝐴44

𝑘𝑗
𝑉𝑗

+(�̅�36
𝑘𝑗
− 𝐵45

𝑗𝑘
)
𝑑𝑊𝑗

𝑑𝑥
= 0

𝛿𝑊𝑘: (𝐵55
𝑘𝑗
− �̅�13

𝑘 )
𝑑𝑈𝑗

𝑑𝑥
+ (𝐵45

𝑘𝑗
− �̅�36

𝑘 )
𝑑𝑉𝑗

𝑑𝑥
+ 𝐷55

𝑘𝑗 𝑑
2𝑊𝑗

𝑑𝑥2

−�̅�33
𝑘𝑗
𝑊𝑗 = −𝛿𝑘1𝑃𝑡(𝑥) − 𝛿𝑘(𝑁+1)𝑃𝑏(𝑥)

 

(27) 
 
 

 جابجاییحل تحلیلی معادلات تعادل بر حسب  3-3-
 یک سیستم مرتبه دوم معادلات دیفرانسیل ساده (27)معادلات تعادل 

معادله مشخصه این سیستم دارای چهار ریشه تکراری بوده که در باشد. می

این  حل کند. به منظور ارائه طرحی برایفرآیند حل مشکلاتی ایجاد می

شوند تا اضافه میهای مصنوعی کوچک به این معادلات معادلات، برخی ترم

به صورت  (27)بنابراین معادله  .[33] از هم متمایز شوند های مشخصهریشه

 گردد:زیر بازنویسی می

 

𝛿𝑈𝑘: �̅�11
𝑘𝑗 𝑑

2𝑈𝑗

𝑑𝑥2
− 𝐴55

𝑘𝑗
𝑈𝑗 + �̅�16

𝑘𝑗 𝑑
2𝑉𝑗

𝑑𝑥2
− 𝐴45

𝑘𝑗
𝑉𝑗

+ (�̅�13
𝑘𝑗
− 𝐵55

𝑗𝑘
)
𝑑𝑊𝑗

𝑑𝑥
= 𝛼𝑘𝑗𝑈𝑗 

 

𝛿𝑉𝑘: �̅�16
𝑘𝑗 𝑑

2𝑈𝑗

𝑑𝑥2
− 𝐴45

𝑘𝑗
𝑈𝑗 + �̅�66

𝑘𝑗 𝑑
2𝑉𝑗

𝑑𝑥2
− 𝐴44

𝑘𝑗
𝑉𝑗

+ (�̅�36
𝑘𝑗
− 𝐵45

𝑖𝑘)
𝑑𝑊𝑗

𝑑𝑥
= 𝛼𝑘𝑗𝑉𝑗 

 

𝛿𝑊𝑘: (𝐵55
𝑘𝑗
− �̅�13

𝑗𝑘
)
𝑑𝑈𝑗

𝑑𝑥
+ (𝐵45

𝑘𝑗
− �̅�36

𝑗𝑘
)
𝑑𝑉𝑗

𝑑𝑥
+ 𝐷55

𝑘𝑗 𝑑
2𝑊𝑗

𝑑𝑥2

− �̅�33
𝑘𝑗
𝑊𝑗 = −𝛿𝑘1𝑃𝑡(𝑥) − 𝛿𝑘(𝑁+1)𝑃𝑏(𝑥) 

(28) 
 

 : [33]شودزیر در نظر گرفته میبه صورت  𝛼𝑘𝑗عبارت 

 

 𝛼𝑘𝑗 = 𝛼∫  
ℎ/2

−ℎ/2

Φ𝑘Φ𝑗𝑑𝑧 

(29)  

 

در مقایسه با  𝛼𝑘𝑗ای باشد که مقادیر گونهباید به 𝛼انتخاب مقدار دلخواه 

𝐴𝑝𝑞 مقادیر عددی سختی 
𝑘𝑗
(𝑝𝑞 =  (28)نسبتا کوچک شوند. معادله (44,45

با استفاده از متغیرهای فضای حالت می تواند به یک سیستم درجه اول 

 معادلات دیفرانسیل ساده تبدیل گردد: 

 
{𝑋1(𝑥)} = {𝑈(𝑥)},    {𝑋2(𝑥)} = {𝑉(𝑥)}, 

{𝑋3(𝑥)} = {𝑊(𝑥)},   {𝑋4(𝑥)} = {
𝑑𝑈(𝑥)

𝑑𝑥
} ,

 {𝑋5(𝑥)} = {
𝑑𝑉(𝑥)

𝑑𝑥
} ,  {𝑋6(𝑥)} = {

𝑑𝑊(𝑥)

𝑑𝑥
}

 

(30) 
 

 که برای مثال 

 
 

(31) 
{𝑈}𝑇 = [𝑈1, 𝑈2, … , 𝑈𝑁+1] 

 

+ 𝑁)6منجر به  (28)در معادله  (30)جایگذاری معادله  سیستم  (1 

 گردد:درجه اول معادلات دیفرانسیل ساده می

 

 {
𝑑𝑋(𝑥)

𝑑𝑥
} + [𝐴]{𝑋(𝑥)} = {𝐹(𝑥)} 

(32)  

به ترتیب ماتریس ضرایب و بردار نیرو  {𝐹(𝑥)}و بردار  [𝐴]ماتریس 

𝑥با اعمال شرایط مرزی در  (32). معادله [34] باشندمی = 𝑥و  0 = 𝐿  حل

گردد. در نهایت از این شده و مقادیر جابجایی در تمام نقاط تیر تعیین می

استفاده  تکنیک بسته شدن مجازی ترکمقادیر برای محاسبه پارامترها در 

 شود.می
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 سازی عددی پیاده -4

منظور اجرای جدایش بین  در بکارگیری تکنیک بسته شدن مجازی ترک به

ر این د .[ 35,12] ها استفاده شده است.سازی گرهای از روش متداول رهالایه

صورت سطوح بالا و پایین دو تیر غیر متصل، هتحقیق دو صفحه مجاور ترک ب

در این  Δ𝑎شوند. ناحیه پیش ترک در حالیکه مقید به یکدیگرند مدل می

بیان شده  (کی-بی)وقتی معیار باشد. مدل در سطوح بالا و پایین مقید نمی

گردد از هم جدا می گرهارضا گردد، قید اشاره شده رها شده و دو  2در بخش 

  یابد.و یک گسترش ترک شکل می

مزیتی که در روش حاضر نسبت به المان محدود وجود دارد امکان تغییر 

  بندی مجدد است.بدون نیاز به مش Δ𝑎مقدار 

، یک الگوریتم در تحقیق حاضرسازی روش توسعه داده شده برای پیاده

معادل  𝛿بیان شده است. در الگوریتم اشاره شده مقدار جابجایی  5 در شکل

شود. در شرایط مرزی در نظر گرفته می بر اساسجابجایی نهایی لبه آزاد تیر 

طور پیش فرض معادل هب 𝛿𝑖 اولیه لبه آزاد تیر شروع کد، پارامتر جابجایی

جابجایی نهایی لبه آزاد گرفته که در پایان هر مرحله تا رسیدن به صفر قرار 

بر اساس روابط و نیروها مقادیر جابجایی در هر گام . یابدتیر افزایش می

و سپس پارامترهای محاسبه شده گردید،  ارائه 3در بخش که گون لایه تئوری

ترک  مجازی بسته شدن تکنیک روابط مطابق نرخ رهایی انرژی کرنشی

  .گرددمی تعیین

 

 

 
Fig. 5 Flowchart of Numerical implementation of the developed 
method 

 پیاده سازی عددی روش توسعه داده شدهفلوچارت  5شکل 
 

 

 بحث و نتایج -5

سازی های قبل بیان گردید، مدلکه در بخش شده بر اساس روش توسعه داده

از طریق کدنویسی در  گونلایه-شدن مجازی ترکبستهانتشار ترک با روش 

بعدی بعدی و سهبرنامه متلب انجام شده است. تیر کامپوزیتی در دو حالت دو

 شود. سازی عددی روش در نظر گرفته میبه منظور پیاده

گردد. در ساختار، مقادیر جابجایی محاسبه میگون تئوری لایهبا اعمال 

بسته شدن بندی روش ها، فرمولپس از مشخص شدن مقادیر جابجایی

، 𝐺𝐼𝐶  )های میزان رهایی انرژی کرنشی به منظور محاسبه مولفه مجازی ترک

𝐺𝐼𝐼𝐶  و𝐺𝐼𝐼𝐼𝐶 )  اگرچه در مدل ارائه شده  ،است شدهدر نوک ترک استفاده

-بیباشد. در این مطالعه از معیار ناچیز می 𝐺𝐼 در مقایسه با 𝐺𝐼𝐼𝐼و  𝐺𝐼𝐼 تاثیر

𝜂برای پیش بینی گسترش ترک استفاده شده و پارامتر  کی = در نظر  1.75

 شود. گرفته می

، یک [35]مرجع با تحقیقات موجود در  مقایسه نتایج و به منظور بررسی

مپوزتی با یک جدایش مستقیم در نظر گرفته شده که اندازه ابعادی آن تیر کا

تیر به سه زیر مدل تقسیم شده و حل نشان داده شده است.  6در شکل 

در ناحیه اتصال شود. گون انجام میمعادلات هرکدام با استفاده از تئوری لایه

ی در هاتیرها شرایط پیوستگی جابجایی اعمال شده و در صفحه ترک، تنش

𝑎0تیر دارای یک ترک اولیه شوند. راستای ضخامت صفر در نظر گرفته می =

30 𝑚𝑚 های میانی بوده که در حین فرآیند جدایش در یک در طول المان

یابد. بارگذاری از طریق وارد ساختن یک جابجایی خط مستقیم گسترش می

𝛿)تیر  ر لبه بالا و پاییندمشخص  = 4𝑚𝑚) گردد.اعمال می 

 

 

 
Fig. 6 Dimensions of the studied composite beam, boundary 

conditions and pre-crack area in the structure [35] 
ابعاد تیر کامپوزیتی مورد مطالعه ، شرایط مرزی و ناحیه پیش ترک در  6شکل 

 [35]ساختار
 

 

  T300/976اپوکسی-گرافیتتیر کامپوزیتی مورد مطالعه شامل ماده 

همچنین فرض شده . بیان شده است 1بوده که خواص مکانیکی آن در جدول 

 است که الیاف در جهت طولی نمونه قرار دارند.

 

 

 DCB [35] خواص مکانیکی نمونه 1 جدول

Table 1 Mechanical properties of DCB specimens [35] 
 

𝑬𝟏 
 

N/𝑚𝑚2 

 

 

𝑬𝟐, 𝑬𝟑 
 

N/𝑚𝑚2 

 

 

𝑮𝟏𝟐, 𝑮𝟏𝟑 
 

N/𝑚𝑚2 

 

 

𝑮𝟐𝟑 
 

N/𝑚𝑚2 

 

𝝂 

𝑮𝑰𝑪 
 

𝑁/𝑚𝑚 

𝑮𝑰𝑰𝑪, 𝑮𝑰𝑰𝑰𝑪 
 

𝑁/𝑚𝑚 

 

139300 

 

9720 

 

5580 

 

3450 

 

0.29 

 

0.0876 

 

0.3152 

 

 

 رشد ترک و جدایش در نرم افزار المان محدود آباکوس لیلابتدا یک تح

تحلیل با  اجرا شده است.بعدی بعدی و سهبرای تیر کامپوزیتی در حالت دو

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Calculate new 

crack length 

Start 

 

Apply the Layer-Wise 

theory 

 

Calculate Displacement 

and Force in nodes  

Increase 𝛿𝑖  

Apply VCCT and 

caclculate 𝐺𝐼 

 Satisfy B-k law 

? 

Release nodes 

in crack tip 

 𝛿 > 𝛿𝑖  
NO 

Define structure 

(dimension, material 

properties, 𝐺𝑖𝐶 , 𝛿 ) 

 

Input initial crack 

length, BCs, 𝛿𝑖  

 

 

YES 

END 
YES 

NO 

 

120𝑚𝑚 30𝑚𝑚 

Displacement 𝛿 

Pre-crack area 

2ℎ = 3.05 

1 
3 
2 

 



 موسوی طارسی و مهدی افشینسید علی     برای بررسی ...            ترک با بکارگیری تئوری لایه گون مجازی توسعه روش بسته شدن

142 

ت
زی

پو
ام

ی ک
ور

فنا
و 

م 
لو

 ع
یه

شر
ن

 

بکارگیری تکنیک بسته شدن مجازی ترک صورت پذیرفته و لذا تحت عنوان 

نتایج  شود.در نظر گرفته می محدود المان-شدن مجازی ترکروش بسته

حاصل از تایج نبوده، لذا  [35]ه بطور کامل منطبق با مرجع تحلیل انجام شد

سنجی روش توسعه داده تواند یک معیار مناسب برای صحتمیمدل نرم افزار 

ای بین نتایج تحلیل . مقایسهتلقی گرددگون لایهمبتنی بر تئوری شده 

در زمینه جدایش   5بر اساس الگوریتم شکلافزاری و پیاده سازی عددی نرم

برای تیر  گونلایه-شدن مجازی ترکبستهروش  نخستصورت گرفته است. 

 اجرا گردید. 6کامپوزیتی دو بعدی با شرایط مرزی شکل 

نشان دهنده آن است که تطابق  7جابجایی در شکل -نتایج نمودار نیرو 

گون در هنگام تئوری لایه در مقایسه بااستفاده از المان محدود  میانخوبی 

در جدایش وجود  تکنیک بسته شدن مجازی ترکبکارگیری فرمول بندی 

  دارد.

بیان شد  2ای که در بخش گره 4المان  هایدر این مورد فرمول بندی

جابجایی بیانگر نیروی عکس -های نیرومقدار نیرو در منحنیاستفاده گردید. 

 باشد. در لبه انتهای آزاد تیر می العمل

به منظور  2ای ارائه شده در بخش گره 8در ادامه فرمول بندی المان 

در حالت سه بعدی استفاده گردید.  آنالیز تیر یک سر گیردار دولبه متقارن

-شدن مجازی ترکبستهسازی عددی روش ای بین نتایج پیادهمقایسه

دی در بعدر حالت سه المان محدود-شدن مجازی ترکبستهو روش  گونلایه

 نشان داده شده است.  8شکل 

ای را در مقایسه با گون رفتار مشابهبعدی نیز تئوری لایهدر حالت سه

تکنیک المان محدود در حین گسترش جدایش و رشد ترک با استفاده از 

 دهد. بسته شدن مجازی ترک نشان می
 

 

 

 

 
Fig. 7 Comparison of the force-displacement curve obtained from the 

developed method (VCCT-Layer wise) and Abaqus software (VCCT-
FE) for composite DCB in 2D 

جابجایی حاصل از روش توسعه داده شده )روش -مقایسه منحنی نیرو 7 شکل

شدن مجازی آباکوس )روش بسته گون( و نرم افزارلایه-شدن مجازی ترکبسته

 بعدیبرای نمونه تیر کامپوزیتی در حالت دو المان محدود(-ترک
 

 

 
 

 
Fig. 8 Comparison of the force-displacement curve obtained from the 
developed method (VCCT-Layer wise) and Abaqus software (VCCT-

FE) for composite DCB in 3D 

جابجایی حاصل از روش توسعه داده شده )روش  -مقایسه منحنی نیرو  8 شکل

-شدن مجازی ترکگون( و نرم افزار آباکوس )روش بستهلایه-شدن مجازی ترکبسته

 بعدیبرای نمونه تیر کامپوزیتی در حالت سه المان محدود(

 

 

روش المان  با العملاختلاف نیروی عکس 8و  7های اشکال در منحنی

باشد. در حالیکه بعدی قابل ملاحظه میهای دوبعدی و سهمحدود بین حالت

این اختلاف بین حالت دو بعدی و سه بعدی در روش توسعه داده شده کمتر 

تری به ویژه در های دقیقگون مقادیر جابجاییباشد. بکارگیری تئوری لایهمی

ل کرده که این نیز حالت دوبعدی در روش بسته شدن مجازی ترک حاص

 منجر به نزدیک شدن نتایج دو بعدی به سه بعدی در روش توسعه داده شده

 گردد. می ایبینی جدایش بین لایهتر در پیشهای واقعیو در نتیجه پاسخ

ای با نتایج تجربی به منظور اعتبارسنجی روش توسعه داده شده، مقایسه

تیر یک  صورت پذیرفته است. در این تحلیل [36]حاصل از فعالیت مرجع 

150𝑚𝑚سرگیردار دولبه متقارن با ابعاد  × 25𝑚𝑚  2، با ضخامتℎ =

3.3𝑚𝑚   همراه با یک ترک اولیه به طول𝑎0 = 63𝑚𝑚  با خواص مکانیکی

روند  9قرار گرفته است. مطابق شکل مورد بررسی  2ذکر شده در جدول 

جابجایی نشان دهنده تطابق مناسب روش توسعه داده -منحنی نمودار نیرو

 باشد. شده با نتایج تجربی می

 
 [36] مرجع درتجربی  خواص مکانیکی نمونه 2 جدول

Table 2 Mechanical properties of experimental specimens in Ref.[36] 

𝑬3  (𝑁/𝑚𝑚
2) 

4500 
𝑬2  (𝑁/𝑚𝑚

2) 

6056 
𝑬𝟏  (𝑁/𝑚𝑚

2) 

193382 

𝑮31 (𝑁/𝑚𝑚
2) 

3561 
𝑮𝟐𝟑 (𝑁/𝑚𝑚

2) 
3561 

𝑮𝟏𝟐 (𝑁/𝑚𝑚
2) 

4452 
𝝂𝟏𝟑 

0.196 
𝝂𝟐𝟑 

0.196 
𝝂𝟏𝟐 

0.246 

 
𝑮𝑰𝑰𝑪(𝑁/𝑚𝑚) 

0.8472 
𝑮𝑰𝑪(𝑁/𝑚𝑚) 

0.3880 
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 حل تحلیلی  1-5-
نتایج تجربی نتایج حاصل از حل تحلیلی در موضوع جدایش مطابقت خوبی با 

های بزرگ ها با نادیده گرفتن تاثیرات جابجاییدهد. این تحلیلنشان می

شرایط . [38,37]گیرد که در منابع به جزئیات آن اشاره شده است صورت می

های کوچک به منظور جابجایی -های کرنشای و فرمول بندیتنش صفحه

گیرد. حل مطابقت با فرضیات حل تئوری تیر تحلیلی مورد استفاده قرار می

بر اساس تئوری تیر برنولی و  یک سر گیردار دولبه متقارنتحلیلی تیر 

 ،6مطابق شکل  یک درحالت بارگذاری مود مکانیک شکست الاستیک خطی،

 : [40,39]شود بدین صورت در نظر گرفته می
 

𝑅𝑒𝑙𝑎𝑠𝑡𝑖𝑐 =
3

2

𝐸1𝐼

𝑎0
3 ⋅ 𝛿 

(33) 
 

𝑅𝑑𝑒𝑙𝑎𝑚𝑖𝑛𝑎𝑡𝑡𝑖𝑜𝑛 = √
2

3

(𝑏𝐺𝐼𝑐𝐸1𝐼)
3/2

𝐸1𝐼𝛿
 

(34) 
 

جابجایی قبل از گسترش جدایش  -بخش خطی نمودار نیرو 𝑅𝑒𝑙𝑎𝑠𝑡𝑖𝑐که 

جابجایی در حین گسترش -قسمت غیر خطی نمودار نیرو 𝑅𝑑𝑒𝑙𝑎𝑚𝑖𝑛𝑎𝑡𝑡𝑖𝑜𝑛و 

ممان اینرسی بخش  𝐼جابجایی پیش فرض اولیه ،  𝛿باشد. جدایش می

طول ناحیه جدایش اولیه، بر  𝑎0عرض تیر،  𝑏ارتفاع تیر،  ℎجداشده تیر، 

باشد. همچنین میزان نرخ آزاد سازی انرژی می 6اساس شرایط مرزی شکل 

𝐺𝐼𝐶 1کرنشی در مود یک مطابق جدول  = 0.0876𝑁/𝑚𝑚  در نظر گرفته

 شود.می

-نشان داده است، میزان ماکزیمم منحنی نیرو 10همانطور که در شکل 

در مقایسه با حل  گونلایه-شدن مجازی ترکبستهروش جابجایی در روش 

باشد. دلیل چنین اختلافی این است که در حل تر میپایینتحلیلی اندکی 

تحلیلی بر اساس مدل تیر برنولی، تغییر شکل برشی عرضی محاسبه 

گردد و همچنین حل تحلیلی خواص ارتوروپیک ماده نیز در نظر گرفته نمی

 گردد.در محاسبات وارد می 𝐸1شود و فقط مدول الاسیسته نمی

 

 
Fig. 10 Comparison of the force-displacement curve obtained from 

the developed method (VCCT-Layer wise) and the results of 

analytical solution in composite DCB 
جابجایی حاصل از روش توسعه داده شده )روش  -مقایسه منحنی نیرو 10شکل 

 گون( و نتایج حل تحلیلی در تیر کامپوزیتیلایه-بسته شدن مجازی ترک
 

 

 نتیجه گیری  -6 

بینی گسترش ترک و جدایش ، یک روش عددی برای پیشتحقیق حاضردر 

تیر همراه با  حل معادلات گون برایکامپوزیتی ارائه گردید. تئوری لایه تیر در

بر اساس  شدن مجازی ترکتکنیک بستهجدایش استفاده شده و 

گون توسعه داده شد. به منظور نشان لایههای بدست آمده از تئوری جابجایی

 روش توسعه داده شده چند مثال عددی برای تیرهای چنددادن قابلیت بالای 

دهد . مقایسه نتایج نشان میبررسی شدلایه کامپوزیت همراه با جدایش 

بسته شدن  روش توسعه داده شدهمیان سازی عددی پیاده درتطابق خوبی 

و حل  المان محدود-بسته شدن مجازی ترکبا روش  گونلایه-مجازی ترک

همچنین تطابق مناسبی روش توسعه داده شده در  تحلیلی وجود دارد.

روش ارائه داده شده قابلیت لذا  مقایسه با نتایج تجربی نشان میدهد.

بعدی در بعدی و سهمسئله استاتیک در دو حالت دو برایبینی مناسب پیش

را دارد و در عین حال کامپوزیتی همراه با جدایش از نوع لمینیت های تیر

 محاسبات در آن نیز نسبت به روش المان محدود کمتر است.حجم 
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