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    چکیده

با تشعشعات خورشیدی و نیروهای آیرودینامیکی دارند، را ها که بیشترین سطح تماس خورشیدی ماهواره  اتکاهش نوسانات صفحموضوع 

کامپوزیتی    .استاهمیت    دارای ساختارهای  از  ب  تقویتاستفاده  استحکام  نانولوله  اشده  بر  کربنی  صفحاتهای  جمله   افزاید.می  این  از 

آیرودینام نیروهای  خورشیدی،  صفحات  بر  تاثیرگذار  اغتشاشی  مینیروهای  که  است  خورشیدی  تشعشعات  و  کمک    توانیکی  به 

ی با  یهاها المانپیزوالکتریک  برای آنها، نوسانات را کاهش داد.مستقل از سیستم کنترل ماهواره     کنندهکنترلو طراحی  ها  پیزوالکتریک

و کارا از خواص فیزیکی، الکتریکی   دقیق مدل  و    گیرندکه به دو صورت سنسور و عملگر مورد استفاده قرار می  هستند  قابلیت کنترل فعال

بدست آمده و    فضای حالتی دارای ساختار جدید در  صفحهمدل دینامیکی  ، ابتدا    مطالعهدر این    مورد نیاز است.ها  و الاستوالکتریک آن

سازی نتایج شبیهاست.  برای آن طراحی شده    درجه دوم -یکننده خط  یم تنظفعال    کننده کنترلمعادلات خطی سازی شده است. سپس  

 محیطی وارده به صفحه  و اغتشاشات  عدم قطعیتانواع  پیشنهادی در برابر    کننده کنترلمقاوم  رفتار  و    کاهش نوسانات صفحهنشان دهنده  

است.
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Abstract 

The issue of reducing the oscillations of the solar panels of satellites, which have the highest level of 

contact with solar radiation and aerodynamic forces, is important. Using of composite structures 

reinforced with carbon nanotubes increases the strength of these plates. The solar panels are vibrated by 

aerodynamic forces and solar radiations, and vibrations can be reduced with the help of piezoelectric 
patches and a controller design independent of the satellite control system. piezoelectric patches are active 

controllable elements that are used in both sensors and operators, and the use of an accurate and efficient 

model of their physical, electrical, and elastoelectric properties is required. In this study, first the dynamic 
model of the plate with a new structure in the state space is obtained and the equations are linearized. 

Then an active linear quadratic regulator controller is designed. The simulation results show vibration 

suppression of the plate and robust performance of the proposed controller in presence of the model 
uncertainties and environmental disturbances. 

 

 مقدمه 1- 

صفحه در  میکرونوسانات  کاهش  بحث  تاثیر  امروزه  جهت  از  خورشیدی  های 

باشند.  ائز اهمیت میهای پایین حگذاری بر روی تجهیزات حساس در فرکانس

ع کوچکترین  نوسانی  و حتی  از  امل  نیروهای  ناشی  خورشیدی،  تشعشعات 

روی  در  تجهیزات نصب شده  تواند روی  می  آیرودینامیکی و امواج مغناطیسی

این رو لازم  ایجاد خطا    سنسورهای نوری و لیزریاز جمله    ماهواره  از  نماید. 

نوسانات   این  کمک  و  است  به  کوچک  فعال  روشارتعاشات  کنترل  های 

کنترل شوند تا از    در صفحات کامپوزیتی،  هاهمچون استفاده از پیزو الکتریک

مراجع  .[1,2]شوند  کوچکتر    خاصیمقدار   جف  [3,4]  در  بهینه    ت جایابی 

شده بر روی یک تیر انعطاف پذیر مدنظر  سنسور و عملگر پیزوالکتریک نصب  

برای این منظور استفاده شده    تور مربعی خطی  بوده که از کنترل کننده رگولا

اویلرو  است.   تیر  تئوری  پایه  بر  محدود  المان  روش  مدل  -یک  برنولی جهت 
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سازی به کار گرفته شده و موقعیت بهینه سنسورها و عملگرها بر پایه شرایط  

راهبرد کنترل بر پایه فیدبک    [5]  ن شده است. در مرجعمرزی متفاوت تعیی

بر روی یک صفحه   LQR1  درجه دوم-یکننده خط  یمجایی و روش تنظبجا

همراه   به  سیستم  معادلات  است.  شده  پیاده  پیزوالکتریک  مواد  کمک  به 

 .اندعملگرهای پیزو بر اساس اصل هامیلتون پایه گذاری شده

نیاز است تا یک مدل دقیق از دینامیک   جهت تعیین نوع کنترل کننده 

به   الاستیک  بستر  با  کربنی  نانولوله  با  شده  تقویت  کامپوزیتی  همراه  صفحه 

متمرکزوصله جسم  و  پیزوالکتریک  مخابراتی    های  و  الکترونیکی  )تجهیزات 

به دست آید. تئوری های تغییر شکل برشی مرتبه  نصب شده بر روی ماهواره(  

هایی هستند که به  بالا و یا تئوری صفحه ساندویچی مرتبه بالا از جمله روش

پا  بر   یه اصل هامیلتون  تحلیل یک جسم متمرکز بر روی صفحات کامپوزیتی 

مسئله  ا پردازند.  می بعد  افزایش  با  ها  روش  این  . [6,7]  هستند  مواجهلبته 

با   شده  تقویت  کامپوزیتی  صفحه  جمله  از  هوشمند  ساختارهای  از  استفاده 

کربنی   بستنانولوله  طور  ر  در  به  بالا  سختی  و  استحکام  خاطر  به  الاستیک 

اند. یکی از این دلایل مهم در استفاده از آن ها وجود  چمشگیری افزایش یافته

با    ها اصولاا باشد. این صفحههایشان میخواص پیزوالکتریک در لایه از موادی 

   .[8,9] شوند خصوصیات استحکامی بالا و وزن سبک ساخته می

ساندویچی به    صفحه  ، جهت بهبود رفتار خمشی و کرنشی  [10]در مقاله  

صفحه  شده   صورت  گرفته  نظر  در  کربنی  نانولوله  با  شده  تقویت    کامپوزیتی 

ایفا میکه در کاهش جرم سازه و اس  است را  به سزایی  .  کندتحکام آن نقش 

پولاد   به  نسبت  بالاتری  استحکام  و   الاستیک  مدول  از  کربنی  های  نانولوله 

های دارای  باشد. کامپوزیتها بسیار کمتر میبرخوردارند در حالی که جرم آن

ابزارهای الکتروشیمیایی،  لوله  نانو های کربنی در بسیاری از کاربردها همچون 

س می میکرو  استفاده  مورد  ناوبری  و  هوایی  صنایع  توزیع  نسورها،  باشند. 

تواند به صورت متقارن و یا نامتقارن  ها در صفحه با بستر الاستیک می نانولوله

خصوصیات مواد به کار رفته در صفحات کامپوزیتی بر مبنای  لذا  انجام پذیرد.  

 .[11] قانون اختلاط تعمیم یافته بدست آمده است

های پیزو الکتریک نیاز است تا یک تحلیل دقیق تر بر روی  اما برای وصله

ها بر اساس توابع  خواص فیزیکی و الکتریکی آنها صورت پذیرد و معادلات آن

یک مدل ریاضی پیچیده بر اساس یک  ،  [13]  مرجع  در.  [12]ریتز بدست آید

سیستم الکترومکانیک که مجموعی از یک صفحه با بستر الاستیک مجهز به  

متمرکز وصله  جسم  الکتو  پیزو  عملگر  و  سنسور  میهای  استخراج  ریک  باشد 

شده است و نتایج شبیه سازی با روش المان محدود صحت سنجی شده است.  

قطب محل  تعیین  و  سیستم  دینامیکی  تحلیل  با  براساس  توان  می  آن،  های 

ی قابل قبول ارتعاشات  رفتار سیستم را کنترل نمود تا به دامنه  LQRانتخاب  

با در نظر گرفتن  [14]  بد دست یا  . همچنین می توان رفتار مقاوم سیستم را 

یا تغییر جرم   نیروی اغتشاشی و  عدم قطعیت هایی همچون موقعیت اعمالی 

 جسم متمرکز مورد ارزیابی و تحلیل قرار داد. 

کامپوزیتی   نانو  صفحه  یک  دینامیکی  پارامترهای  ابتدا  مقاله،  این  در 

بدست   یافته  تعمیم  اختلاط  قانون  روابط  اساس  بر  الاستیک  بستر  با  کربنی 

، معادلات  همیلتونینن روابط لاگرانژ بر اساس اصل  و سپس به کمک بیا  آمده

بستر الاستیک استخراج می  با  بکارگیری یک رابطه  دینامیکی صفحه  با  شود. 

توان معادلات حالت مساله را حل  می  آنالیز شکل مود ارتعاشی  خطی براساس

متمرکز،  سپس  نمود.   جسم  مکان  و  جرم  تغییر  به  نسبت  سیستم  پایداری 

نیر وی اغتشاشی خارجی و جابجایی سنسور و عملگر پیزو مورد  مکان اعمال 

 
1 Linear Quadratic regulator 

پارامتر    و  ارزیابی قرار گرفته   تحلیل فرکانس طبیعی سیستم در زمان تغییر 

پایدارسازی  ضخامت صفحه بر روی بستر الاستیک بررسی شده است. سرانجام 

با یک کنترل  و ارتعاشات  از  قبولی  قابل  به سطح  نشان    LQRکننده  رسیدن 

 ده است.داده ش
صفحه ارتعاشات  به  تنها  مقالات  اکثر  پرداختهدر  کامپوزیتی  در  های  اند 

حالی که در این مقاله ارتعاشات صفحه کامپوزیتی تقویت شده با نانولوله های  

کربنی مد نظر بوده است و متناسب با آن روابط مربوطه و ویژگی های نانولوله  

پارامتره و  دینامیکی  معادلات  در  کربنی  شبیههای  شده    سازی ای  گنجانده 

مد اول از روش تحلیلی شکل مود ارتعاشی استخراج شده تا رفتار    36است.  

ارزیابی دقیق تنها رفتار  دینامیکی صفحه مورد  اکثر مقالات  قرار گردد. در  تر 

سیستم در برابر اغتشاشات خارجی مانند نیروهای آیرودینامیکی و تشعشعات  

می تحلیل  حخورشیدی  در  قطعیت  شود  عدم  تاثیر  به  مقاله  این  در  که  الی 

نیز پرداخته شده است. همچنین تحلیل صفحه   مکانی و وزنی جسم متمرکز 

بر روی یک بستر الاستیک پاسترناک بیان شده است و روابط آن در معادلات  

 گنجانده شده است.

 

 الاستیک نانو کامپوزیت کربنی با بستر صفحه های خصوصیات لایه2- 

ی کربنی تشکیل صفحه از جنس کامپوزیت با درصد حجمی مختلف نانولوله

شده است که بر روی یک بستر الاستیک قرار گرفته است. صفحه کامپوزیتی  

طول   عرض    aدارای   ،b    ضخامت درمی  hو  که  قابل  الف  –  1شکل    باشد 

به ترتیب ضریب ارتجاعی وینکلر و   Kgو   KWپارامترهای    باشد. مشاهده می

ب نحوه توزیع  -1. همچنین شکل  [15]باشندضریب لایه برشی پسترناک می

لولهیکن نانو  نشان  واخت  را  کامپوزیتی  صفحه  مقطع  سطح  در  کربنی   های 

 دهد.می

 

(𝑎) 

 

(𝑏) 

Fig1: the view of a composite plate reinforced by carbon nanotube a) 

with an elastic foundation b) the uniform distribution method of carbon 

nanotube  
با بستر   تقویت شده با نانولوله کربنی الف( صفحه کامپوزیتینمایی از یک  1شکل 

 های کربنیب( نحوه توزیع یکنواخت نانولوله الاستیک
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و  نقطه صفر در یکی از گوشه های مکعب    ،در دستگاه مختصات کارتزین

در نظر گرفته شده است. قانون اختلاط  الف    –  1شکل    مطابقآن    مقطع وسط  

یافته مواد    [17]  تعمیم  تخمین خصوصیات  و مناسب جهت  یک روش ساده 

 اند: باشد. این قوانین به صورت زیر نوشته شدهکامپوزیتی دو فازی می

(1-a ) E11=η
1
VNTE11NT+VME11M 

(1-b) 
η

2

E22

=
VNT

E22NT

+
VM

E22M

  

(1-c ) 
η

3

G12

=
VNT

G12NT

+
VM

GM

 

(1-d) υ12=VNTυ12NT+VMυM  
(1-e ) ρ=VNTρ

NT
+VMρ

M
 

(1-f) VNT=V*
NT 

این  باشند.  به ترتیب نشان دهنده نانولوله و ماتریس می  Mو    NTهای  پسوند

است.  کامپوزیتبرای   VNT+VM=1ی   رابطه برقرار  و  VMپارامترهای  ها 

VNT حجم ترتیب  نانولولهبه  و  ماتریس  می های  کربنی  وظیفه  باشند.  های 

کامپوزیت مقطع  یک  در  الیاف  ،ماتریس  زدن  نگه پیوند  و  یکدیگر  داشتن  به 

آن بین  موقعیت  اعوجاج  و  حرکت  اجازه  که  طوری  به  است  ثابت  طور  به  ها 

باشد نداشته  وجود  فوق    .الیاف  روابط  ηدر 
i
(i=1,2,3)    و راندمان    υ پارامتر 

پواسون ضریب E22Mو   E11M.  باشدمی   نسبت  ترتیب  کشسانی  به  های 

های الاستیک  به ترتیب مدول G12و   E11   ،E22همچنین  باشند.  ماتریس می

به صورت عددی  طولی، عرضی و مدول برشی می راندمان  پارامترهای  باشند. 

نانولوله شدهبرای  معرفی  کربنی  سازی    های  شبیه  کمک  به  مقادیر  این  و 

 .[17] انددینامیکی ملکولی بدست آمده

 

 مسالهبیان روابط اساسی و شکل کلی -3

 تاثیر اجسام بر روی صفحه نانوکامپوزیتی  3-1

نانوکامپوزیتی می توان سنسورها،   بر روی صفحه  از جمله اجسام نصب شده 

متمرکز و    جسمعملگرها و تجهیزات مخابراتی را نام برد. تجهیزات به صورت  

نیروی اغتشاشی   به    می شود.  مشاهده  2شکل    در ای  نقطهاثر  جسم متمرکز 

تجمیع کلیه تجهیزات نصب شده بر روی ماهواره در یکجا گفته می شود که  

های   گیرنده  و  ها  فرستنده  سنسورها،  توان  می  تجهیزات  این  جمله  از 

برد.   نام  را  العملی  عکس  های  چرخ  و  کارتزین  مخابراتی  مختصات  نمای 

 . باشدمی قابل مشاهده  3شکل  تجهیزات بر روی صفحه نانوکامپوزیتی در 

 
Fig 2 The position of sensors, actuators, lumped mass, and disturbance 

force on a nanocomposite plate  

مدل قرارگیری سنسورها، عملگرها، جسم متمرکز و نیروی اغتشاشی بر روی    2شکل  

 صفحه نانوکامپوزیتی

 
Fig 3 The position of piezoelectric patches and lumped mass in the 
Cartesian coordinate 

 های پیزو الکتریک و جسم متمرکز در دستگاه کارتزینمختصات وصله 3 شکل

 

پیزوالکتریک بر    نمایان است از پنج جفت وصله  3شکل    همان طور که از 

روی صفحه با بستر الاستیک استفاده شده است که سنسورها بر روی صفحه  

عملگرها   آنهاو  این    متناظر  از  استفاده  دلیل  اند.  شده  نصب  صفحه  زیر  در 

کننده کنترل  واحد  از  خارجی  کانکتورهای  اتصال  تغییرات  می  ساختار  باشد. 

ها حس شده و متناسب با  جابجایی در صفحه با بستر الاستیک توسط سنسور

کنترل   واحد  به  و  شده  تولید  الکتریکی  ولتاژ  آن،  انقباض  و  انبساط  مقدار 

می پیزو  فرستاده  عمگرهای  به  ولتاژی  آن  با  متناسب  تا  کنترل   توسطشود؛ 

 .[18]اعمال شود ماهواره،  کنترلسیستم کننده محلی مستقل از  
 روابط اساسی مسالهبیان  3-2

 روابط اساسی حاکم بر ورق مستطیلی با فرضیات زیر بدست آمده است: 

با خاصیت الاستیسیته خطی   -1 ورق دارای ماده همگن و یکنواخت 

 است. 

 ورق کاملاا مسطح است.  -2

 شود. سطح میانی ورق در زمان خمش ثابت در نظر گرفته می -3

ورق   -4 عرض  و  طول  با  مقایسه  در  ورق  و  ضخامت  کوچک  بسیار 

 دارای نسبت کوچکتر از یک به ده  است: 

 ℎ <  𝑏/10  ،b  باشد کوچکترین بعد ورق می 

یا پیچش سراسری   -5 ,w(xانحنا  y, t)   با ضخامت ورق مقایسه  در 

انحنای   برای  شده  گرفته  نظر  در  مقدار  بیشترین  است.  کوچک 

 باشد.ورق کمتر از یک دهم ضخامت ورق می

نرمال   -6 گرفتن   σzzتنش  نظر  صرف  قابل  ورق  سطح  سرتاسر  در 

 است. 

 :[19] شودبیان می  به صورت زیرمیدان جابجایی کلاسیک صفحه لذا 

(2) {
 
 

 
 U(x, y, z, t) = u(x, y, t) − z

∂w(x, y, t)

∂x

V(x, y, z, t) = v(x, y, t) − z
∂w(x, y, t)

∂y

W(x, y, z, t) = w(x, y, t)

    

صفحه جابجایی wو   u   ،vکه  جهت    میانی   های  در  الاستیک  بستر  با 

می ضخامت  و  عرضی  محکم  باشند.  طولی،  و  چسبندگی  یکنواختی  علت  به 

های صفحات میانی صرف نظر شده  ها از جابجاییهای میانی به رویهبودن لایه

مسئله   کلیات  دادن  دست  از  بدون  روابط  شدن  ساده  به  فرضیه  این  است. 

می سازهکمک  بیشتر  در  و  ساندویچی  کند  رویههای  به  میانی  هسته  ها  که 

نیز به    [8]و  [6]شود. مراجع شود در نظر گرفته میها متصل میتوسط چسب
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استناد کرده بر اساس  روابط کرنشاند.  این فرضیه  برشی  و  نرمال    رابطه  های 

حاصل    زیر 

 شوند:می

(3) 

{

εxx
εyy
γxy
} =

{
  
 

  
 

∂U

∂x
∂V

∂y
∂U

∂y
+
∂V

∂x}
  
 

  
 

= 

{
  
 

  
 

∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
+
∂v

∂x}
  
 

  
 

+ z

{
  
 

  
 −

∂2w

∂x2

−
∂2w

∂y2

−2
∂2w

∂x ∂y}
  
 

  
 

 

جابجایی خاطر  مقادیر  به  کوچک  نظر   vو   uهای  صرف   است قابل 

 :[16] و همچنین معادلات برای صفحه نانوکامپوزیتی به قرار زیر است

(4) 

{
 
 

 
 
σxx
σyy
σxy
σyz
σxz}

 
 

 
 

= 

[
 
 
 
 
Q11 Q12 0 0 0
Q12 Q22 0 0 0
0
0
0

0
0
0

Q66
0
0

0
Q44
0

0
0
Q55]

 
 
 
 

{
 
 

 
 
εxx
εyy
γxy
γyz
γxz}
 
 

 
 

 

(5) εzz = 0 

(6) 

Q11 =
E11

1 − v12v12
, Q12 =

v12E11
1 − v12v12

, 

 Q22 =
E22

1 − v12v12
 

, Q66 = G12 =
E11

2(1 + v12)
, 

Q44 = G23, Q55 = G13 
به   Qو   E11   ،E22   ،v12   ،G13   ،G23   ،G12( پارامترهای  6در رابطه )

مدول عرضی،  ترتیب  و  طولی  های  جهت  در  یانگ  پواسونهای   ،  نسبت 

 باشند.های برشی در سه جهت و ثوابت سفتی میمدول

ساده  ارتعاشی  جهت  مود  شکل  روش  از  سیستم  معادلات  حل  در  سازی 

 گردد: )خیز صفحه( به صورت زیر تعریف می wاستفاده شده و پارامتر  

(7) 
w(x, y, t) = ∑ ∑μm,n(x, y)γm,n(t) = μ

Tγ

Nn

n=1

Nm

m=1

  

پارامترهای  7در رابطه )  )Nn   وNm   ارتعاشی به ترتیب تعداد شکل مود 

  وابسته   وباشند و پارامتر مستقل از جابجایی  می  در راستاهای طولی و عرضی

ابعاد   γ  زمان  به Nmدر  ∗ پارامتر  می 1 های   μباشد.  جابجایی  به  تنها  که 

ابعاد   دارای  است  وابسته  زمان  از  مستقل  صفحه  عرضی  و  Nmطولی  ∗ Nn 

 باشد و بدین صورت است:می

(8-a ) μ = sin (
mπ

a
x) sin (

nπ

b
y)  

شرایط مرزی صفحه کامپوزیتی تقویت شده با نانولوله کربنی برای صفحه  

 باشد:چهار طرف تکیه گاه ساده به صورت زیر می

(8-b) 

w = 0  at x = 0, a , w = 0  at y = 0, b  
∂2w

∂x2
= 0  at x = 0, a,

∂2w

∂y2
= 0  at y = 0, b  

از   استفاده  )با  روابط  طبق  ناویر  )7روش  و  مرزی  -8(  شرایط  برای  الف( 

کارگیری معادله   به  با  و جرم  ماتریسهای سختی  تکیه گاه ساده،  چهار طرف 

 آید. لاگرانژ به دست می
 معادلات لاگرانژ  1-2-3

می لاگرانژ  رابطه  کمک  استخراج  به  را  صفحه  دینامیکی  معادلات  توان 

 نمود:

(9) 
{

L = T − U −Wex

d

dt
(
∂L

∂q̇i
) −

∂L

∂qi
= Qi

  

( رابطه  پارامترهای  9در   )T   ،U   وWex و  انرژی پتانسیل  جنبشی،  های 

به   Qiو   qiباشند، و پارامترهای  کارخارجی ناشی از اثر الاستیک سیستم می

می iترتیب   آن  با  مرتبط  نیروی  و  سیستم  ذاتی  پارامتر  از  امین  باشد. 

های  و ولتاژ وصله   γتوان پارامتر  پارامترهای ذاتی سیستم در مدل مذکور می

 ها را نام برد.پیزو الکتریک

بستر الاستیک در   Qپارامتر   با  بر روی صفحه  نیرو  اثر  نقطه  با  را مطابق 

 : [13] کننددستگاه مختصات به فرم زیر تعریف می

(10) 
Qi =∑Fj

Nf

j=1

∂wj

∂γj
  

 ( رابطه نیروی خارجی به شرح ذیل است: 10( در )7با جایگذاری رابطه )

(11) Q = μf
Tf  

( رابطه  برداری  11در  پارامترهای   )f   وμf   و خارجی  نیروهای  ترتیب  به 

Nfدارای ابعاد   fباشند و پارامتر  شکل مود ارتعاشی در نقطه اثر مربوطه می ∗

(  8به کمک رابطه ) μfباشد، همچنین پارامتر  به تعداد نقاط اعمال نیرو می  1

 شود.اش محاسبه میتنها در نقطه اثر مربوطه

  انرژی جنبشی1-1-2-3   

باید انرژی تک تک لایهبرای تعیین انرژی   ها همچون صفحه  جنبشی صفحه 

 های پیزوالکتریک و جسم متمرکز بدست آید. یهلا نانو کامپوزیتی کربنی،

(12) T = Tc + Tpzst + Tpzab + Tlm 

 

انرژی Tlmو   Tc   ،Tpzs𝑡   ،Tpza𝑏پارامترهای   های جنبشی هسته، به ترتیب 

عملگر   پیزوالکتریک،  می سنسور  متمرکز  جسم  و  رابطه  باشند.  پیزوالکتریک 

 :[13] باشدکلی جهت تعیین انرژی جنبشی صفحه به صورت زیر می 

(13) 

T = ∫
1

2
ρ

(

 
 (

∂U

∂t
)
2

+

(
∂V

∂t
)
2

+ (
∂W

∂t
)
2

)

 
 
dV =

1

2
γ̇TMγ̇ 

ρ توان از مجموع جرم  نشان دهنده چگالی سازه است. جرم کل صفحه را می

های   لایه  کربنی،  نانوکامپوزیتی  بدست  صفحه  متمرکز  و جسم  پیزوالکتریک 

 آورد. 

(14) 

Mc =∭ρc (z
2
∂μ

∂x

∂μT

∂x
+ z2

∂μ

∂y

∂μT

∂y

+ μ. μT)  dxdydz  

(15) 

Mpz =∑∭ρpz (z
2
∂μ

∂x

∂μT

∂x
+ z2

∂μ

∂y

∂μT

∂y

Npz

i=1

+ μ. μT)  dxdydz 

(16) 
Mlm =∑Mlmi

μlmi

Nl

i=1

μlmi

T  
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ρc     وρpzi ترتیب چگالی الکتریک  به  پیزو  و  کامپوزیتی کربنی  های صفحه 

μlmiباشد، همچنین  تعداد اجسام متمرکز بر روی صفحه می  Nlباشند و  می
  

می خود  اثر  نقطه  در  ارتعاشی  مود  شکل  پارامتر  پارامتر    تعداد Npzباشد. 

 دهد.  های پیزوالکتریک را نشان میوصله

  انرژی پتانسیل2-1-2-3   

و   کامپوزیتی  صفحه  پتانسیل  انرژی  مجموع  از  صفحه  کل  پتانسیل  انرژی 

 شود. ها حاصل می پیزوالکتریک

(17) U = Uc + Upzst + Upzab 

الاستیسیته   خاصیت  از  ناشی  پتانسیل  تقویت    صفحه  برایانرژی  کامپوزیتی 

 [13]ه فرم زیر است:شده با نانولوله کربنی ب

(18) 
Uc =

1

2
∫∫ ∫ εTσcdxdydz =

1

2

hc
2

−
hc
2

b

0

a

0

γTKc γ 

 که 

(19) 

Kc

= ∫ ∫ ∫

(Q11c (z
2
∂2μ

∂x2
∂2μ

∂x2

T

)

+Q22c (z
2
∂2μ

∂y2
∂2μ

∂y2

T

)

+2Q12c (z
2
∂2μ

∂x2
∂2μ

∂y2

T

)

+Q66c (4z
2
∂2μ

∂x∂y

∂2μ

∂x ∂y

T

))

hc
2

−
hc
2

b

0

a

0

dxdydz 

انرژی پتانسیل    بخشهای پیزوالکتریک شامل سه  انرژی پتانسیل ناشی از لایه

دی   خواص  اثر  در  شده  ذخیره  الکتریکی  میدان  از  ناشی  انرژی  الاستیسیته، 

پیزوالکتریک سازنده  مواد  ولتاژ  الکتریک  کنش  هم  بر  از  ناشی  انرژی  و  ها 

آناعما ارتعاش  و  الکتریک  پیزو  لایه  به  میی م  لی  پس  انرژی  باشد.  توان 

 : [20] پتانسیل یک لایه پیزوالکتریک را به فرم زیر نوشت 

(20) Upz = Upzelast + Upzelastelect + Upzelect 

ناشی از خواص الاستیکی پیزو جهت محاسبه انرژی پتانسیل پیزوالکتریک ها 

 : ده استفرضیات زیر در نظر گرفته ش

سختی   -1 وصلهاز  به  متصل  شده  الکترودهای  نظر  صرف  پیزو  های 

 است. 

در  از   -2 پیزوها  به  الکترودها  اتصال  در  رفته  کار  به  ضخامت چسب 

 شده های پیزو صرف نظر مقایسه با اندازه وصله

 باشند.ها قادر به انتقال کل خواص تنشی از پیزو می چسب -3

مچون  ها ههای پیزو الکتریکهای وصلهشرایط مرزی ذاتی در لبه -4

 (σ = ( وجود ندارد و تاثیری در توزیع خمش و یا تنش در کل  0

 گذارد. صفحه نمی

انرژی پتانسیل ناشی از خاصیت الاستیسیته و ایزوتروپیک پیزو همانند انرژی  

باشد البته مدول الاستیسیته طولی و عرضی  پتانسیل صفحه نانوکامپوزیتی می

اند و   -امین وصله پیزو می iمدول یانگ   Epziدر پیزوها یکسان فرض شده 

 معرف نسبت پواسون در پیزو است : υpziباشد و  

(21) 

Upzelast =∑
1

2
∭εTσpzi dxdydz

Npz

i=1

=
1

2
γTKpzelast  γ 

(22) 

Kpzelast

=∑∭

Epziz
2

(1 − υpzi
2)
[
∂2μpzi

∂x2
∂2μpzi

T

∂x2

+
∂2μpzi

∂y2
∂2μpzi

T

∂y2

+2υpzi
∂2μpzi

∂x2
∂2μpzi

T

∂y2

+2(1 − υpzi)
∂2μpzi

∂x ∂y

∂2μpzi
T

∂x ∂y
]dxdydz

Npz

i=1

 

 

مقاله   این  در  مربوطه  مساله  Npziدر  = و    5) 5 سنسور  وصله  عدد    5عدد 

عملگر   میمتناظر  وصله  پایین صفحه(  و  بالا  بودن  در  یکسان  علت  به  باشد. 

اندازه   و  نوع  بودن  یکسان  همچنین  و  صفحه  پایین  و  بالا  در  تنش  جهت 

ها،   پایین   Kpzelastپیزوالکتریک  و  بالا  در  الکتریک(  پیزو  سختی  )ماتریس 

خاصیت کنش  برهم  از  ناشی  پتانسیل  برابرند.  هم  با  و  صفحه  الکتریکی  های 

 شود. ی طولی و عرضی معین میها الاستیسیته پیزو بر اساس روابط تنش

(23) σelect = (
σxelect
σyelect

) =
Epz

1 − υ2
(
ϵxz + υϵyz
ϵyz + υϵxz

) e 

( رابطه  پارامتر  23در   )e پیزو به  ولتاژ  اعمال  از  ناشی  الکتریکی  میدان   ، 

eباشد که از رابطه  می =
Vpz

hpz
ضخامت لایه پیزوالکتریک   hpzآید.  بدست می 

با انتخاب یکسان از  پیزوالکتریک میهای  ثابت ϵyzو   ϵxzباشد.  می باشند که 

برابر و مساوی مقدار   را  این دو  پیزو در راستای طولی و عرضی  در  ϵziابعاد 

باشد. لذا  ها می ثابت مدول یانگ برای پیزو الکتریک  Epzشوند.  یم  نظر گرفته

است صورت  بدین  الکتریکی  و  الاستیسیته  خواص  از  ناشی  پتانسیل    انرژی 

[21] : 

(24) 

Upzelastelect =
1

2
∑∭εTσelectdxdydz

Npz

i=1

= Vpz
TKpzelastelectγ 

رابطه   در  تقارن  خاصیت  گرفتن  نظر  در  εTσelectبا  = σelect
Tε   توان  می

 ( را نتیجه گرفت.24رابطه )

(25) 

Kpzelastelect =∑∭

Epziϵzipi

2(1 − υpzi)

(z
∂2μpzi

T

∂x2
+ z

∂2μpzi
T

∂y2
) dxdydz

 

Npz

i=1

 

 

( رابطه  رابطه  25در   )pi =
1

hpzi
می   تابع  برقرار  بودن  زوج  به  توجه  با  باشد. 

وصله برای  انرژی  این  مقدار  لذا  پتانسیل  و  انرژی  بالا  در  پیزوالکتریک  های 

 باشد. پایین صفحه یکسان می 

پتان  رابطه  سانرژی  الکتریکی طبق  از میدان  ناشی  diیل  = ϵpzi
Vpz

hpzi
بدست   

که  می می dآید.  الکتریکی  جابجایی  پارامتر  معرف  و  دی   ϵpziباشد  ثابت 

 باشد.الکتریک از ماده پیزوالکتریک می

(26) 
Upzelect =

1

2
∑∭eTd dxdydz

Npz

i=1

=
1

2
VTKpzelectV  

(27) 
Kpzelect =∑∭ϵpziPi

TPidxdydz

Npz

i=1

 

در   پایین صفحه  و  بالا  در  الکتریکی  میدان  متقارن  توزیع  به خاطر  همچنین 

Upztelectهای پیزو، رابطه  وصله = Upzbelect .برقرار است 
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 کار خارجی 3-1-2-3   

 باشد، الاستیک به صورت زیر می  بستر  کار خارجی انجام شده بر اساس نیروی

(28) 

Wexternal =
1

2
∫(−Kww+ Kp∇

2w)wdA 

=
1

2
γT∬(−Kwμ

Tμ +Kp(
∂2μ

∂x2

T

+
∂2μ

∂y2

T

)μ)dxdy γ 

Wexternal =
1

2
γTKex γ 

 شود:بنابراین رابطه کلی برای انرژی پتانسیل می

(29) 

U =
1

2
γTKc γ +

1

2
γTKpzelast  γ 

+Vpz
TKpzelastelectγ +

1

2
Vpz

TKpzelectVpz 

انرژی های جنبشی، پتانسیل ناشی از بستر الاستیک  ،با جایگذاری  و    نیروی 

( و مشتق  9( در رابطه )10و )  (28، )(29( ،)12از روابط )  اغتشاشاش خارجی

پارامترهای   به  نسبت  حاصل   Vpzو   γگیری  زیر  نتایج  ترتیب   به 

 شوند.می

(30) 

(Mc +Mpz +Mlm)γ̈ + (
Kc + Kex
+Kpzelast

) γ 

+Kpzelastelect
T Vpz = s

TF  
(31) Kpzelastelectγ + KpzelectVpz = 0  

 با استفاده از روابط زیر: 

(32) M = Mc +Mpz +Mlm 

(33) Kelast = Kc + Kex + Kpzelast  

(34) Kpzelastelect
T Vpz = [Kpzselastelect

T Kpzaelastelect
T ] [

Vpzs
Vpza

] 

 تر به صورت زیر نوشت: ( را می توان به فرم خلاصه30رابطه )

(35) 
Mγ̈ + Kelastγ + Kpzselastelect

T Vpzs 

+Kpzaelastelect
T Vpza = μ

TF  

 شود:( می31ولتاژ پیزوالکتریک حاصل از اندازه گیری سنسور طبق رابطه )

(36) Vpzs = −Kpzselect
−1Kpzselastelectγ   

 آید: ( بدست می35( در رابطه )36جایگذاری رابطه )با  

(37) 

Mγ̈ + (
Kelast −

Kpzselastelect
T Kpzselect

−1
Kpzselastelect

) γ  

= −Kpzaelastelect
T Vpza + μ

TF  
فرض   Kpzs  با  = −Kpzselastelect

T Kpzselect
−1Kpzselastelect ( ( 37رابطه 

 شود:ساده تر شده، و به صورت زیر بیان می 

(38) 
Mγ̈ + (Kelast + Kpzs)γ = 

−Kpzaelastelect
T Vpza + μ

TF  

Kبا اضافه کردن ماتریس دمپینگ و رابطه   = Kelast + Kpzs   ( 38، رابطه )

 شود:  به صورت زیر می

(39) 
Mγ̈ + Csγ̇ + Kγ = 

−Kpzaelastelect
T Vpza + μ

TF  

Csمقدار ماتریس استهلاک به صورت تناسبی   = αM + βK   ست  ا  [22]  از

 تاثیر مستقیم در جایابی قطب های سیستم خواهند داشت. آنکه ضرایب 

 

 LQR کنندهکنترل طراحی -4

توان در فرم فضای  ( را می39( و )36(، ) 7مدل ریاضی بدست آمده از روابط )

 به صورت زیر نوشت:  ، خطی سازی نموده و حالت

(40) wout = Cwx 

(41) vs = Cvx  

(42) ẋ = Ax + Bvva + Bff 

 جایی که در 

(43) 

x = (
x1
x2
)

= (
γ
γ̇),    {

ẋ1 = x2
ẋ2 = −M

−1Kx1 −M
−1Csx2

−M−1Kpzaelastelect
T Vpza +M

−1μf
TF

 

 شود: پس نتیجه می

(44) 

𝐴 = [
0 𝐼

−𝑀−1𝐾 −𝑀−1𝐶𝑠
], 

 Bv = [
0

−M−1Kpzaelastelect
T ] , Bf = [

0
M−1μf

T]  

(45) Cv = [−Kpzselect
−1Kpzselastelect   0],   Cw = [μout

T   0] 

که   جایی  سیستم،   Kدر  کل  سختی  ماتریس  جابجایی   woutمعرف 

بستر الاستیک و   با  بردار شکل مود ارتعاشی در   μoutخروجی صفحه  بیانگر 

باشد. به کمک روابط بدست آمده در فرم فضای حالت و  موقعیت خروجی می 

تواند یکی از  می  LQRخطی بودن آن، طراحی فیدبک حالت بر اساس تئوری  

کنترل کننده باشد. اساس کار این کنترل کننده بر    های مناسب برایانتخاب

 : [23] باشدکردن تابع هزینه زیر می کمینه

(46) J = ∫ (wout
T Qwout + va

TRva)
∞

0

dt  

به ترتیب مثبت نیمه معین و مثبت معین و دارای   Rو   Q  یماتریس های وزن  

باشند و انتخاب آن ها بستگی به  با متغیرهای حالت مساله می  متناسبابعاد  

 .  دارد ویژگی سیستم

به کمک حل معادله      بر اساس قانون فیدبک حالتمعادله کنترل کننده    و 

 شود:زیر حاصل میریکاتی مطابق 

(47) Vpza = Gfsx 

 Gfs آید:باشد و بر اساس رابطه زیر بدست میماتریس بهره فیدبک حالت می 

(48) Gfs = R
−1BvTPc 

 شود:از معادله ریکاتی جبری زیر نتیجه می ( 48)  در رابطه Pcپارامتر  

(49) ATPc + PcA − PcBvR
−1Bv

TPc + CwQCw
T = 0 

  

 نتایج و شبیه سازی -5

ولتاژ عملگر    با ایج شبیه سازی  نت و  اغتشاشی  نیروی  تحریک  عامل  وجود دو 

 پیزوالکتریک، در دو حالت مورد بررسی قرار گرفته اند:

نیوتن می با دامنه یک  نیروی هارمونیک  باشد  حالت اول: منبع اغتشاش یک 

مشخص   نقطه  در  صفحه  بر  عمود  صورت  به  xکه  = 250mm   وy =

50mm شود:به صورت زیر اعمال می 

(50) f = Fejωt = Fej2πf1t 

xگرم در نقطه    50و همچنین یک جسم متمرکز به جرم   = 50mm   وy =

150mm  شود.قرار داده می 

به عملگر پیزوالکتریک   با دامنه سینوسی  حالت دوم: ولتاژی معادل یک ولت 

 باشد:شود تابع ولتاژ به فرم زیر می اعمال می

(51) 
Vpza = V0e

jωt = V0e
j2πf2t

V0 = 1
  

شده تا رفتار تنش و    تحلیل  سیستم  مود اول ارتعاشی  36شبیه سازی    در

 ، مورد ارزیابی قرار گیرد. قابل قبولکرنش صفحه تا میزان جابجایی 

(52) w = μTγ = (μ1… . μ36)(γ1… . γ36)
T 
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 پیزو الکتریک ها و عملگرهایسنسورو   کربنینانولوله   تقویت شده با  کامپوزیتیه صفحخواص مکانیکی و هندسی برای  1 جدول

Table 1 Structural and geometric properties of a composite plate reinforced by carbon nanotube and piezoelectric patches 

 

ها و صفح  ساندویچی  مشخصات صفحه پیزوالکتریک  بستر الاستیک،  ه  با 

 . [12] آمده است 1جدول  کربنی درنانولوله  تقویت شده با   کامپوزیتی

در هنگامی که هر دو از    [12]اعتبار صحت سنجی مقاله مذکور با مرجع  

مقای اند  کرده  استفاده  آلومینیومی  در شکلصفحه  و  شده  و    5و    4های  سه 

از دلایل انتخاب مرجع فوق جهت مقایسه  آورده شده است.    3و    2های  جدول

انرژی و   پایه از روش  و صحت سنجی، یکسان بودن روش استخراج معادلات 

به ترتیب    5و    4های  شکلباشد.  استفاده از تکنیک ریتز در هر دو مقاله می

مرجع   با  حاضر  کار  آلومینیمی  صفحه  جابجایی  حوزه     [12]مقایسه  در 

توان مشاهده نمود که نتایج  دهد. میفرکانس در حالت یک و دو را نشان می 

توان با تغییر خواص در  کار حاضر با کار دیگران تطابق بسیار خوبی دارد و می

برای سازه را  تحلیل  تمامی  کد حاضر  داد. محور عمودی  انجام  ی ساندویچی 

 ریتمی نمایش داده شده است.ها بر اساس اندازه لگا شکل

 

 
Fig 4 the comparison of Aluminum plate displacement with ref [12] in 

frequency domain in case1 

مرجع    4شکل با  آلومینیمی  صفحه  جابجایی  در    [12]مقایسه  فرکانس  حوزه  در 

 حالت اول 

جدول کار    3و  2های  در  آلومینیمی  صفحه  جابجایی  مقایسه  ترتیب  به 

در حالت یک و دو نشان داده شده است. مرجع حاضر از    [12]حاضر با مرجع  

به   مرجع  دو  میان  اندک  اختلاف  است.  برخوردار  تری  پایین  نوسانات  دامنه 

می  الاستیک  بستر  روی  بر  حاضر  مدل  گرفتن  نظر  در  کاهش  علت  که  باشد 

 میزان جابجایی را به دنبال داشته است. 

 

 
Fig 5 The comparison of Aluminum plate displacement with ref [12] in 

frequency domain in case2 

در حوزه فرکانس در حالت    [12]مقایسه جابجایی صفحه آلومینیمی با مرجع    5شکل

 دوم

 در حالت اول  [12]مقایسه جابجایی صفحه آلومینیمی با مرجع  2جدول
Table 2 The comparison of Aluminum plate displacement with ref [12] 

in case1 

 

 در حالت دوم [12]مقایسه جابجایی صفحه آلومینیمی با مرجع  3جدول
Table 3 The comparison of Aluminum plate displacement with ref [12] 

in case2 

 

  ابعاد ماده خصوصیات ماده 

 خواص نانولوله کربنی: 

E11NT = 5.64 TPa ,E22NT = 7.08 TPa 
G12NT = 1.94 TPa,V

∗
NT = 0.17, 

η1 = 0.142, η2 = 1.626, η3 = 1.138 

ρNT = 4000kg/m
3, νNT = 0.175 

 خواص ماتریس: 

Em
c = 8.3 GPa, vm

c = 0.18,    
ρm
c = 1750 Kg/m3 

a = 300mm 
b = 200mm 
h = 0.11mm 

ی تقویت  کامپوزیت صفحه 

 کربنی های شده با نانولوله

E = 63e9 Pa , ρ = 7650 kg/m3 
υ = 0.3 , D = 1.66e−10 m/v 
ԑ = 1700 ε0 

 

 

Wlm = 50g 

xs1, xs4 = [67.5 82.5]mm  
xs5 = [142.5 157.5]mm 
ys1, ys2 = [45 55]mm  

ys5 = [95 105]mm 

, hpzs = 0.19mm 

 

 

Xlm = 50mm 
Ylm = 150mm 

پیزو   عملگرهایها و سنسور

 الکتریک 

 

 

 جسم متمرکز 

جابجایی  

 ( mسوم)

مود  

 ( Hzسوم)

جابجایی  

 ( mدوم)

مود  

 ( Hzدوم)

جابجایی  

 ( mاول)

مود  

 ( Hzاول)

 

2.1

∗ 10−7 

0.7

∗ 10−7 

31300 

 
 

 

 
31300 

7.67

∗ 10−10 

9.21

∗ 10−10 

5000 

 
 

 

 
5000 

6.14
∗ 10−7 

 

 

3.69
∗ 10−7 

4700 

 
 

 

 
4700 

مرجع  
[12] 

 

مقاله  

 حاضر

جابجایی  

 ( mسوم)

مود  

 ( Hzسوم)

جابجایی  

 ( mدوم)

مود  

 ( Hzدوم)

جابجایی  

 ( mاول)

مود  

 ( Hzاول)

 

3.24

∗ 10−9 

0.71

∗ 10−9 

38400 
 

 

 
 

37800 

9.28

∗ 10−10 

5.55

∗ 10−10 

36200 
 

 

 
 

36100 

3.87
∗ 10−8 

 

 

0.76
∗ 10−8 

30000 
 

 

 
 

39800 

مرجع  
[12] 

 

مقاله  

 حاضر



 و همکاران  ارسلان باقری تیرتاش                                                                                          ...بازالت  الیاف -های هیبریدی اپوکسیبررسی عملکرد خمشی کامپوزیت

1250 

ت
زی

پو
ام

ی ک
ور

فنا
و 

م 
لو

 ع
یه

شر
ن

 

صفحه  6شکل    رد یک  جابجایی  گستره  کامپوزیتی    میزان  به  نسبت 

نشان داده شده است.    350تا  صفر  فرکانسی   میزان  کیلو هرتز در حالت یک 

با    [12]جابجایی صفحه ساندویچی در نقاط اکسترمم با مقاله مشابه از مرجع  

صفحه آلومینیومی مقایسه شده است و نسبت بسیار کم در جابجایی در این  

می مشاهده  قابل  تغییرات  نقاط  است  مشاهده  قابل  که  طور  همان  باشد. 

با مرجع با    [12]نوسانی صفحه ساندویچی، رفتاری شبیه  این تفاوت که  دارد 

به علت یکسان نبودن جنس دو صفحه مکان وقوع فرکانس های ذاتی آن ها  

صفحه   دو  هر  جابجایی  تغییرات  بازه  همچنین  و  دارند  تفاوت  اندکی  هم  با 

به هم می  ماده مرکب در صفحه کامپوزیتیباشد.  نزدیک  تقویت    خصوصیات 

 .[19]است  آمده  1در جدول با بستر الاستیک  شده با نانولوله کربنی

 

 
Fig 6 Displacement of a composite plate reinforced by carbon nanotube 
caused by disturbance force (case1) 

در اثر تحریک   های کربنی نانولولهمجهز شده به  کامپوزیتی    جابجایی صفحه  6  شکل

 (1نیروی اغتشاشی)حالت

 

از که  طور  میزان  6شکل    همان  است    ساندویچی   صفحه  جابجایی  مشخص 

. دلیل این استحکام استفاده از  باشدنسبت به صفحه آلومینیومی بسیار کم می

باشد که  می  ساندویچی  کربنی در ساختارهای صفحه  با نانولوله های  کامپوزیت

در کربن  نانو  ذرات  بالا  یانگ  مدول  عدد  مطلب    1جدول    میزان  این  گویای 

 3در    [12]ای میان مقاله حاضر و مرجع  مقایسه  4همچنین در جدول  است.  

نوسانات   دامنه  نزدیکی  از  نشان  که  است  گرفته  صورت  اول  فرکانسی  نقطه 

کربنی   های  نانولوله  با  شده  تقویت  کامپوزیتی  صفحه  با  آلومینیومی  صفحه 

می پس  کمتر  دارد.  مراتب  به  وزن  با  کامپوزیتی  ساختارهای  انتخاب  با  توان 

 استحکام برابر و حتی بهتر دست یافت.  نسبت به صفحه آلیاژی به

 
 (1در حالت ) کامپوزیتی و آلومینیومی مقایسه میزان جابجایی صفحه 4 جدول

Table 4 the comparison of displacement in the aluminum plate and 

composite plate in case1 

 

با  در حالت دوم نشان داده شده است  صفحه    میزان جابجایینیز    7شکل    رد

تحریک   عوامل  که  تفاوت  خلاف این  بر  )   بیرونی  اول  نیروی    حالت  اعمال 

، تنها ولتاژ اعمالی به عملگر های پیزو  (اغتشاشی و  قرار دادن جسم متمرکز 

می در حالت یک    باشدالکتریک  تحریک  عامل  از  بزرگتر  بسیار  مراتب  به  که 

امر ضریب    .باشدمی این  و  می Bvعلت  عملگر ضرب شده  ولتاژ  در  که  باشد 

را   تحریک  میمیزان  افزایش  توجهی  قابل  شکل  فرکانس  به  مقدار  دهد. 

 در حالت دو بسیار بیشتر از حالت یک  است.  شده تحریک

 

 
Fig 7 Displacement of the composite plate reinforced by carbon 
nanotube caused by piezoelectric voltage (case2) 

در اثر تحریک نیروی ولتاژ    کامپوزیتی با نانولوله های کربنی  جابجایی صفحه  7  شکل

 ( 2عملگرهای پیزوالکتریک)حالت

 

کننده    8شکل    در Rایب  رضبا    LQRکنترل  = I   وQ = 𝐼 ∗ برای   1011

نوسانات   کامپوزیتیکاهش  رفتار  طراحی  صفحه  تا  است  از    مطلوب  شده 

دلیل   برسد.  قبول  به سطح مورد  نوسانات صفحه  و  آید  بدست  کنترل کننده 

ضرایب   مقادیر  میان  زیاد  اختلاف  وجود   Qو   Rوجود  کننده،  کنترل  در 

-اختلاف زیاد میان مقادیر ویژه ماتریس جرم و ماتریس سختی در صفحه می

  10تبه  و ماتریس سختی از مر  -3به توان    10باشد که ماتریس جرم از مرتبه  

ولتاژ ورودی کنترل کننده جهت درک بهتر    9شکل    در   باشد.می  10به توان  

 ( سیستم ترسیم شده است.49( تا )47رفتار کنترل کننده براساس روابط )

 

 
Fig 8 Plate frequency response using LQR controller 

 LQRپاسخ فرکانسی صفحه با استفاده از کنترل کننده  8 شکل

جابجایی  

 ( mسوم)

مود  

 ( Hzسوم)

جابجایی  

 ( mدوم)

مود  

 ( Hzدوم)

جابجایی  

 ( mاول)

مود  

 ( Hzاول)

 

2.1

∗ 10−4 

1.87

∗ 10−5 

31300 
 

 
 

 

19100 

7.67

∗ 10−7 

1.35

∗ 10−6 

5000 
 

 
 

 

2500 

6.14
∗ 10−6 

 
 

1.77
∗ 10−6 

4700 
 

 
 

 

2200 

مقاله  

 حاضر

مرجع  
[12] 
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Fig 9 Actuator voltage frequency response 

 پاسخ فرکانسی ولتاژ عملگر به عنوان ورودی کنترلی 9 شکل

 

موهومی   محور  در سمت چپ  ویژه  مقادیر  ماتریس  دارای  نظر  مورد  سیستم 

برای  می است  برخوردار  ذاتی  پایداری  از  پس  در باشد  مساله  این  بهتر    درک 

شکل  10شکل   شکل    11،  در    12و  قطعیت  عدم  وجود  با  سیستم  رفتار 

میلی متر تلرانس نسبت به موقعیت    4موقعیت اعمال نیرو و جسم متمرکز تا  

اصلی و همچنین عدم قطعیت در جرم جسم متمرکز نشان داده شده است و  

 شود. رفتار مقاوم ذاتی سیستم دیده می

 
Fig10 Robust performance of the system against the disturbance force 

place uncertainty 

 مقابل عدم قطعیت مکانی نیروی اغتشاش خارجیرفتار مقاوم سیستم در   10 شکل

 

 
Fig 11 Robust performance of the system against lumped mass place 
uncertainty 

 رفتار مقاوم سیستم در مقابل عدم قطعیت مکانی جسم متمرکز  11 شکل

 
Fig 12 Robust performance of the system against lumped mass weight 
uncertainty 

 رفتار مقاوم سیستم در مقابل عدم قطعیت جرم جسم متمرکز  12 شکل

 

یک پارامتر مهم در میزان    ( a/bعرض صفحه )به    طولپارامتر تغییرات نسبت  

یک   نسبت  می  صفحه استحکام  افزایش  با    از   13شکل    مطابق   (a/b)   باشد 

کاستهاستحکام   است.  صفحه  افزایش    شده  در  توان  می  را  کاهش  این  علت 

نمود. مشخص  صفحه  طبیعی  های  به    5  جدول  در  فرکانس  تغییرات  این 

 باشد. صورت عددی قابل مشاهده می 

 

 
Fig 13 the ratio of length to width variation in a composite plate 

  کامپوزیتی صفحهطول به عرض نسبت تغییرات  13شکل

 

 طول به عرض   با افزایش نسبتکامپوزیتی مقایسه میزان جابجایی صفحه  5 جدول
Table 5 Comparison of plate displacement with increase length to 

width ratio 

تعیین ی پارامترهای کنترلی سیستم  بهینه سازی  عوامل مهم در  از  کی دیگر 

برای این منظور سه وضعیت  باشد. محل قرارگیری وصله های پیزوالکتریک می

شده است که با رنگ های مشکی، سبز و قرمز  متقارن، واگرا و همگرا بررسی  

 مشخص شده اند.   14شکل  به ترتیب در

جابجایی  

 ( mسوم)

مود  

 ( Hzسوم)

جابجایی  

 ( mدوم)

مود  

 ( Hzدوم)

جابجایی  

 ( mاول)

مود  

 ( Hzاول)
 

8.9

∗ 10−6 

1.87

∗ 10−5 

5.8

∗ 10−6 

17300 

 
 

 

19100 
 

 

 
39000 

2.01

∗ 10−9 

1.35

∗ 10−8 

1.13

∗ 10−8 

2300 

 
 

 

2500 
 

 

 
2700 

1.09
∗ 10−6 

 

 

1.77
∗ 10−6 

 

 

4.05
∗ 10−7 

1800 

 
 

 

2200 
 

 

 
2500 

𝑎/𝑏
= 1 

 
 

𝑎/𝑏
= 1.5 

 

 

𝑎/𝑏

= 2 
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Fig 14 the layout of piezoelectric patches in the three symmetric, 
convergence and divergence position 

محل قرار گیری سنسورها و عملگرها در سه وضعیت مختلف متقارن، واگرا    14  شکل

 همگراو 

عوامل   به  نسبت  موقعیتشان  و  عملگرها  و  سنسورها  گیری  قرار  به  توجه  با 

در که  است  جابجایی  میزان  کمترین  دارای  واگرا  حالت   15شکل    تحریک، 

می زیرا  مشاهده  است  درک  قابل  نیز  شهودی  صورت  به  امر  این  علت  شود. 

گرفته شده است  معادلات پایه سیستم برای یک ورق با تکیه گاه ساده در نظر  

که در گوشه ها کمترین میزان تنش و جابجایی وجود دارد و لذا حالت واگرا  

 باشند.به علت نزدیکی عملگر به تکیه گاه ها کمترین میزان تحریک را دارا می 

 

 
Fig 15 Displacement of the plate against the position variation of 

piezoelectric patches 

 های پیزوالکتریکو عمگر هاسنسور  نسبت به تغییر موقعیت جابجایی 15 شکل

 

 های کامپوزیتی های کربنی در ساختار ورقتوزیع نانولوله -6

های کامپوزیتی مجهز  یکی از مسائل مهم در افزایش خصوصیات مکانیکی ورق

ها در ساختار ورق در راستای  های کربنی نحوه چیدمان نانولولهشده به نانولوله

توان نام  ها موارد زیر را میهای نانولولهترن توزیعباشد. از متداولمی  zمحور  

و تجمعی در بالا و   3، تجمعی در وسط 2، تجمعی در بالا 1برد: توزیع متقارن 

ها مشخص  نشان داده شده است. نحوه توزیع نانولوله  16که در شکل   4پایین 

به صورت  کننده درصد حج که  ماتریس در ساختارهای کامپوزیتی است  می 

 : [24,25]شودرابطه زیر بیان می

 
1 Uniform distribution 
2 Functionally graded in top (FG_V) 
3 Functionally graded in center (FG_O) 
4 Functionally graded in top and button (FG_X) 

(53) 

𝑉𝑁𝑇(𝑧) =

{
 
 
 

 
 
 

𝑉𝑁𝑇                                             𝑈𝐷
∗

(1 +
2𝑧

ℎ
) 𝑉𝑁𝑇

∗                 𝐹𝐺 − 𝑉

2(1 −
|2𝑧|

ℎ
)𝑉𝑁𝑇

∗          𝐹𝐺 − 𝑂

2
|2𝑧|

ℎ
𝑉𝑁𝑇
∗                       𝐹𝐺 − 𝑋

 

𝑉𝑁𝑇باشد و پارامتر  می  zضخامت ورق در راستای محور    hپارامتر  
طبق رابطه   ∗

 : آید زیر بدست می

(54 ) 𝑉𝑁𝑇
∗ =

𝑀𝑁𝑇

𝑀𝑁𝑇 + (𝜌
𝑁𝑇/𝜌𝑚) − (𝜌𝑁𝑇/𝜌𝑚)𝑀𝑁𝑇

 

 

-در رابطه فوق به ترتیب درصد وزنی نانولوله  𝜌𝑚و   𝑀𝑁𝑇   ،𝜌𝑁𝑇پارامترهای  

(  f-1باشند. پس به جای رابطه )ها و ماتریس میهای کربنی، چگالی نانولوله

 .  را جایگزین نمود (53)توان رابطه می

 
Fig 16 Distribution types of carbon nanotubes in composite plate 

 های کربنی در صفحه کامپوزیتیانواع توزیع نانولوله 16شکل 

 

نانولوله  17همان طور که در شکل   متقارن  توزیع  است  کربنی مشخص  های 

ها  کامپوزیتی باعث کاهش نوسانات گشته در حالی که توزیع نانولوله   در ورق

ها در بالایی و پایینی باعث  صورت تجمعی در مرکز و کاستن از میزان آنبه  

توزیع   و  بالا  در  تجمعی  توزیعی  نمودارهای  است.  گشته  نوسانات  افزایش 

اند و تقریباا از یک میزان  تجمعی در بالا و پایین رفتارهای نزدیک به هم داشته 

 به هم دارد. جابجایی برخوردارند که نشان از نزدیکی ساختار این دو 

 

 
Fig17 Effects of SWCNT distribution types on the vibration of 

composite plate 

 رق کامپوزیتینوسانات وهای کربنی در میزان اثر نوع توزیع نانولوله 17شکل 
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 های کربنی در ارتعاشات ورق کامپوزیتی اثر هندسه نانولوله -7

فرم   گرفتن  نظر  در  نانولولهاستوانهبا  برای  میای  کربنی  قطر،  های  اثر  توان 

طول و ضخامت آن را بر ارتعاشات ورق کامپوزیتی بررسی نمود. رابطه اصلی  

نانولوله هندسی  خصوصیات  طبق  میان  ماتریس  یانگ  ماژول  و  کربنی  های 

 شود:به صورت زیر بیان می [26,27]مرجع 

(55) 

E11
m=

3

8
[(1+2(l/d)

ENT/EEPOXY-d/4t

ENT/EEPOXY+l/2t
φNT) 

*(1-
ENT/EEPOXY-d/4t

ENT/EEPOXY+l/2t
φNTEEPOXY)] 

+
5

8
[(1+2

ENT/EEPOXY-d/4t

ENT/EEPOXY+l/2t
φNT) 

*(1-(
ENT/EEPOXY-d/4t

ENT/EEPOXY+d/2t
φNT)

-1EEPOXY)] 

نانولوله EEPOXYو   ENTپارامترهای   یانگ  ماژول  ترتیب  و  به  چسب  و  ها 

ترت tو   d   ،lپارامترهای   نانولولهبه  ضخامت  و  طول  قطر،  که  یب  بوده  ها 

نانومتر در نظر گرفته شده اند. پارامتر     100و    2.5ضخامت نانولوله و طول آن  

φ
NT

 آید.بدست می (56)درصد حجمی از نانولوله بوده که طبق رابطه  

(56) 𝜑𝑁𝑇 =
1

(𝜌𝑁𝑇/𝜌𝐸𝑃𝑂𝑋𝑌)(𝑀𝐸𝑃𝑂𝑋𝑌/𝑀𝑁𝑇) + 1
 

 

شکل   در  که  طول    18همانطور  به  قطر  نسبت  افزایش  با  است  مشخص 

ها  ها میزان جابجایی ورق افزایش یافته است. مقدار ماژول یانگ نانولولهنانولوله

به ترتیب   نظر گرفته  سازیگیگا پاسکال در شبیه  3.1و    400و چسب  ها در 

 شده است. 

 
Fig 18 The displacement of composite plate reinforced by carbon 
nanotube in various diameters to length ratio 

نانوتیوب  18شکل   با  شده  مجهز  کامپوزیتی  صفحه  انواع  جابجایی  در  کربنی  های 

 نسبت قطر به طول 

 

 ورق  بر ارتعاشاتهای کربنی لولهثر جهت دهی نانوا -8

دهی   مینانولولهجهت  را  کامپوزیتی  ساختارهای  در  کربنی  با  های  توان 

در نظر گرفت که اختلاف زاویه محور نانولوله با صفحه   θاضافه کردن پارامتر  

می )کامپوزیتی  رابطه  در  پارامتر  این  اثر  که  با  57باشد  و  است  مشخص   )

رابطه ) با در نظر گر5جایگذاری  ثوابت سفتی  رابطه زیر فرم جدید  فتن  ( در 

 . [28,29]آیدها بدست میجهت دهی نانولوله

(57 ) 

�̅�11 = 𝑄11𝑐𝑜𝑠
4𝜃 + 2(𝑄12 + 2𝑄66)𝑠𝑖𝑛

2𝜃𝑐𝑜𝑠2𝜃

+ 𝑄22𝑠𝑖𝑛
4𝜃 

�̅�12 = (𝑄11 + 𝑄22 − 4𝑄66)𝑠𝑖𝑛
2𝜃𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 𝑄12(𝑠𝑖𝑛

4𝜃

+ 𝑐𝑜𝑠4𝜃) 

�̅�22 = 𝑄11𝑠𝑖𝑛
4𝜃 + 2(𝑄12 + 2𝑄66)𝑠𝑖𝑛

2𝜃𝑐𝑜𝑠2𝜃

+ 𝑄22𝑐𝑜𝑠
4𝜃 

�̅�66 = (𝑄11 + 𝑄22 − 2𝑄12 − 2𝑄66)𝑠𝑖𝑛
2𝜃𝑐𝑜𝑠2𝜃

+ 𝑄66(𝑠𝑖𝑛
4𝜃 + 𝑐𝑜𝑠4𝜃) 

�̅�44 = 𝑄44,   �̅�55 = 𝑄55 

 

درجه میزان جابجایی ورق کامپوزیتی کاهش    45تا    30از   θبا افزایش پارامتر  

-یافته است که این قضیه در میزان پارامترهای سختی ورق بسیار مشهود می

رابطه ) باعث می57باشد. وجود ضریب جمله سینوسی در کسینوسی در   )-

 درجه اتفاق افتد.  45گیری از آن در زاویه شود بیشترین مقدار تابع با مشتق

 

 
Fig 19 Effects angle of carbon nanotubes on the composite plate 

vibration  

 های کربنی بر روی نوسانات ورق کامپوزیتی اثرات زاویه نانولوله 19شکل 

 

 نتیجه گیری  -9

به   کربنی  نانولوله  با  شده  تقویت  کامپوزیتی  صفحه  معادلات  مقاله،  این  در 

بعد   )تفکیک  ارتعاشی  مود  شکل  روش  به  کمک  و  سیستم(  زمان  از  مکان 

با   و  ساده  گاه  تکیه  طرف  چهار  مرزی  شرایط  برای  ناویر  روش  کارگیری 

و   متمرکز  جسم  صفحه،  انرژی  تحلیل  از  آمده  بدست  معادلات  جایگذاری 

 شود. های پیزوالکتریک در رابطه لاگرانژ استخراج میوصله

ره ها به دلیل  و اسکلت اصلی ماهوا   جایگزینی صفحات کامپوزیتی در ساختار 

اده از ساختارهای کامپوزیتی  استف   و  کاهش جرم و عدم تغییر در استحکام آن 

ب   تقویت کربنی  نانولوله  اشده  افزایشهای  از    .است  صفحاتاستحکام    باعث 

نیروهای   خورشیدی،  صفحات  روی  بر  تاثیرگذار  اغتشاشی  نیروهای  جمله 

مرتبه   از  که  است  خورشیدی  تشعشعات  و  -می 4N.m−10آیرودینامیکی 

از پس  مقاله  این  در  بستر    باشند.  با  صفحه  دینامیکی  معادلات  سازی  پیاده 

پیزو   خواص  و  رفتار  از  دقیق  مدل  بیان  و  لاگرانژ  رابطه  اساس  بر  الاستیک 

ها کامپوزیتی    شوند.می  خطی   ت معادلا،  الکتریک  نانو  صفحه  رفتاری  تحلیل 

الاستیک   بستر  با  افزایش کربنی  برابر    یذات  استحکام   باعث  در  عدم  انواع  آن 

 د. شوقطعیت می

رفتار  LQR  کنندهکنترل  طراحی   بهبود  پایداری،  افزایش  و    باعث  سیستم 

 رسیدن به سطح مقبول جابجایی در صفحه را فراهم نموده است.  

نانولولهدر انواع توزیع  های متقارن،  های کربنی از جمله توزیعضمن اثرات 

متمرکز در وسط و تمرکز در بالا و پایین صفحه در نوسانات ورق بررسی شده  

و بهترین جواب مطلوب از توزیع متقارن بدست آمده است. همچنین هندسه  
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ها تاثیر بسزایی در نوسانات ورق خواهد داشت. تاثیر این  و جهت دهی نانولوله

پار در  مستقیم  گذاری  اثر  علت  به  میپارامترها  یانگ  مدول  که  امتر  باشد 

 باشد.  مشخص کننده خصوصیت اصلی فیزیکی ورق کامپوزیتی می

 

 تشکر و قدردانی -10

طی   کاشان  دانشگاه  پژوهشی  معاونت  از  و  نانو  فناوری  توسعه  ویژه  ستاد  از 

شماره   به  قدردانی    891238/4قراردادی  و  تشکر  مالی  حمایت  خاطر   به 

 شود.می
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