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 چکیده  

مرتبه اول مورد مطالعه قرار های کامپوزیتی کامل و دارای گشودگی مستطیلی بر پایه تئوری برشی  در این پژوهش ارتعاشات آزاد پوسته

های دانل، لاو و یا ساندرز هستند. برای  ای نوشته شده که قابل تبدیل به هر یک از تئوریگرفته است. معادلات در حالت کلی به گونه

مان یکنواخت های هر ال بندی شده که شرایط مرزی و بارگذاری در لبه ای المان مطالعه پوسته دارای گشودگی فضای حل مسئله به گونه

های مجاور به کمک روش مربعات ها و شرایط سازگاری در مرز مشترک المانباشد. برای هر المان، معادلات حاکم، شرایط مرزی لبه

یافته در راستای طولی و محیطی گسسته شده و با مونتاژ آنها یک دستگاه معادلات جبری تشکیل شده است. در نهایت، با  تفاضلی تعمیم

از حل مقدار ویژه فرکانس طبیعی سازه محاسبه شده است. برای اعتبارسنجی این روش، نتایج حاصل از آن با نتایج موجود در استفاده 

افزار المان محدود آباکوس مقایسه شده است. پس از اطمینان از کارایی روش حاضر، از آن برای مطالعه اثر  مقالات و نیز نتایج نرم

که مستقل از جنس و  دهد می نشان ها بررسی این های با و بدون گشودگی استفاده شده است. ارتعاشی پوسته پارامترهای مختلف بر رفتار

تاثیر چندانی بر فرکانس طبیعی پوسته ندارند. ضمن اینکه کاهش نسبت طول  (c/L<0.3)های نسبتاً کوچک گشودگی چینی پوسته،لایه

های محیطی به مراتب کمتر از بر این، اثر گشودگی اثرات گشودگی موثر است. علاوه به شعاع و یا افزایش ضخامت پوسته نیز در کاهش

 های طولی است.گشودگی
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Abstract 

In this paper, the free vibration of a composite shell with and without a rectangular cutout was studied 
based on the first-order shear deformation theory. The equations were derived in a general form and can 

be converted to Donnell`s, Love`s, and Sanders` theories. To investigate the perforated shell a physical 

domain was decomposed into several elements with uniform boundary and loading conditions in each 
element edges. In each element, the governing equations were discretized in both longitudinal and 

circumferential directions by the use of generalized differential quadrature method (GDQM) as well as 

the boundary conditions at the cutout edges, and the compatibility conditions at the interface boundaries 
of adjacent elements. Assembling these discretized relations, a system of algebraic equations was 

generated. Finally, the natural frequencies were calculated by an eigenvalue solution. To validate the 

presented method, the results of GDQM were compared with the available ones in the literature and also 
with the ABAQUS finite element model. Then a parametric analysis was performed to investigate the 

effects of different parameters on the vibrational behavior of the shells with and without cutouts. This 

study illustrated that small cutouts (c/L<0.3) had no significant effect on the natural frequency of the shell. 
This was independent of both shell material and layup. In addition, decreasing the length to radius ratio or 

increasing the shell thickness decreased the effect of cutout on natural frequency. Moreover, 

circumferential cutouts had less effect than longitudinal ones.  
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 مقدمه 1- 

ای که دارند، از  ای به علت کاربردهای فراوان و خواص ویژه استوانههای  پوسته

 و بالا وزن به مقاومت اند. با توجه به نسبت ها پیش مورد توجه بوده سال

فرد  به منحصر خواص سایر و خوردگی و رطوبت برابر در مقاومت

های کامپوزیتی جای خود را در صنایع مختلف  ها، رفته رفته پوسته کامپوزیت

ای کامپوزیتی از  های استوانه های پوسته اند. از این رو انواع تحلیل پیدا کرده

ها یکی  ای برخوردار است که پایداری و آنالیز ارتعاشی این پوسته اهمیت ویژه

ها مورد توجه بسیاری از  ترین آنهاست. لذا آنالیز ارتعاشاتی این پوسته از مهم

 محققین بوده است.

 ایجاد ها، پوسته وزن کاهش برای موارد از بسیاری در دیگر طرف از

 سازه، به دیگر های بخش اتصال منظور به یا و داخلی های قسمت به دسترسی

از  ها گشودگی این وجود. است ناپذیر اجتناب ها سازه این در  گشودگی ایجاد

شود و از طرف دیگر وزن آن را کاهش یک سو موجب کاهش سفتی سازه می

 رفتار ارتعاشی شود که تاثیرات آن برن مسئله موجب میدهد. همیمی

 بایدهایی چنین سازه طراحی دربینی نباشد و به سادگی قابل پیش ها پوسته

 . نمود توجه هاآن وجود به

توسط محققین مختلفی  های کامل )بدون گشودگی( که برخلاف پوسته

های گوناگونی برای آنالیز آنها مطرح شده مورد توجه قرار گرفته و انواع تئوری

هایی که دارند کمتر به  های دارای گشودگی به علت پیچیدگی پوستهاست؛ 

صورت  اند و اکثر مطالعاتشدهصورت تحلیلی و حتی نیمه تحلیلی بررسی 

 محدود شده است.های آزمایشگاهی  های عددی و یا تست روشبه گرفته 

های عددی، حجم  کننده در کارایی روش ترین موارد تعیین یکی از مهم

یکی از  1محاسبات و هزینه محاسباتی ناشی از آن است. روش مربعات تفاضلی

های عددی حل معادلات دیفرانسیل است که مبانی نظری آن نخستین  روش

.  برت و [1 ,2]مطرح شد  1970بار توسط بلمن و همکارانش در اوایل دهه 

برای اولین بار از این روش برای حل مسائل  1988های  همکارانش در سال

ترین مزیت روش مربعات تفاضلی نسبت به سایر  . مهم[3]ای بهره بردند  سازه

تقاضلات محدود و ... حجم پایین های عددی نظیر المان محدود،  روش

یابی به  های عددی برای دست محاسبات آن است. در حالی که در بیشتر روش

بندی ریز مسئله داریم؛ در روش مربعات  های قابل قبول، نیاز به شبکه دقت

توان با استفاده از تعداد بسیار کمتری گره به همان دقت از جواب  تفاضلی می

 دست یافت.

 که کاربرد روش مربعات تفاضلی را محدود نموده است مواردییکی از 

بر خلاف روش های نامنظم است. عدم قابلیت استفاده از آن برای هندسه

ای )اعم از منظم یا نامنظم( به  تواند برای هر نوع هندسه المان محدود که می

در کار گرفته شود، استفاده مستقیم از روش مربعات تفاضلی برای مسائلی که 

پذیر نیست. ضمن  آن هندسه و یا بارگذاری دارای ناپیوستگی باشد امکان

مسئله به حوزه  3حوزه فیزیکی 2هایی نظیر نگاشت اینکه استفاده از روش

4محاسباتی
برد. برای رفع این  سادگی و کارآمدی این روش را از بین می 

ات با تلفیق روش مربع 1994ها استریز و همکارانش در سال  محدودیت

روش "ورژن جدیدی از روش مربعات تفاضلی با نام  5تفاضلی و تجزیه حوزه

"مربعات المانی
. ایشان این روش را برای تحلیل تیرهایی [4]را ارائه نمودند  6

                                                           
1 Differential Quadrature (DQ) 
2 Mapping 
3 Physical domain 
4 Computational domain 
5 Domain decomposition 
6 Quadrature Element Method (QEM) 

های مختلف، از جمله بارگذاری ناپیوسته، به کار بردند و به  با بارگذاری

، وانگ و گو این روش را 1997نتایجی با دقت بالا دست یافتند. در سال 

"روش مربعات تفاضلی المانی"بهبود داده و روشی با نام 
7
. [5]ارائه نمودند  

های مختلف تیرها از جمله تحلیل تنش،  این روش با موفقیت برای تحلیل

اشات و کمانش به کار گرفته شد. همچنین این روش توانست نتایج ارتع

 دقیقی برای مسائل دارای بارگذاری و ضخامت ناپیوسته در تیرها فراهم آورد.

این روش را برای مسائل دوبعدی بسط دادند و  1998لیو و لیو در سال 

لیل از آن برای تحلیل تنش ورق ایزوتروپ استفاده نمودند. ایشان در این تح

ناپیوستگی هندسه، بارگذاری و شرایط مرزی را بررسی نمودند. بدین منظور 

های مختلف مستطیلی تقسیم شد که بارگذاری،  ای به المان ورق به گونه

شرایط مرزی در هر المان ثابت باشد. سپس معادلات تعادل در هر المان 

ا یکدیگر کوپل ها ب جداگانه نوشته شده و با اعمال شرایط پیوستگی بین المان

تواند به خوبی انواع  شوند. بررسی ایشان نشان داد که این روش می می

 1999. در سال [6]ها از جمله گشودگی مربعی را تحلیل نماید  ناپیوستگی

لیو مسئله مشابهی را برای ورق کامپوزیتی بررسی کرد و نشان داد که 

های هندسی، مادی،  توان از این روش برای ورق با انواع ناپیوستگی می

و  1999. لیو و لیو در سال [7]بارگذاری و شرایط مرزی استفاده نمود 

مسئله ارتعاشات آزاد و کمانش تحت بار تک محوری ورق ایزوتروپ را  2001

یط مرزی ترکیبی و بررسی نمودند. در این پژوهش ورق با ضخامت متغیر، شرا

. در همه این مطالعات از تئوری [8-10]نیز ورق دارای ترک مطالعه شد 

برشی مرتبه اول برای تحلیل ورق استفاده شده است. استفاده از تئوری برشی 

ه در هر گره سه درجه آزادی وجود دارد و به مرتبه اول این مزیت را دارد ک

 توان شرایط مرزی را اعمال نمود. راحتی می

های مختلف )استاتیکی، ارتعاشات،  از روش مربعات تفاضلی برای تحلیل

های ایزوتروپ و کامپوزیتی کامل )بدون گشودگی(  کمانش و ...( پوسته

جام شده در زمینه های ان استفاده شده است. در ادامه به برخی از پژوهش

ها اشاره شده است. در تمامی این مطالعات با توجه تقارن  ارتعاشات پوسته

سازی معادلات صرفاً در راستای طولی انجام شده  محوری پوسته گسسته

 است. 

ژانگ و همکارانش از ورژنی از روش مربعات تفاضلی به نام روش تطابق 

ای بهره بردند.  پوسته استوانهبرای بررسی ارتعاشات  8محلی مربعات تفاضلی

نوشته شده و شرایط  9نواژیلو-روابط بر اساس تئوری پوسته گلدنویزر

. ردکوپ ارتعاشات آزاد [11]گاهی مختلف مورد مطالعه قرار گرفته است  تکیه

پوسته ارتوتروپ ضخیم حاصل از دوران که خواص آن در راستای شعاعی 

کند را مطالعه نمود. معادلات بر پایه تئوری سه بعدی الاستیسیته  تغییر می

. [12]نوشته شده و به کمک روش مربعات تفاضلی حل شده است 

چناری و همکارانش ارتعاشات آزاد پوسته کامپوزیتی با شرایط مرزی  هفت

اند. معادلات حرکت بر  مختلف را به کمک روش مربعات تفاضلی بررسی کرده

ه شده و اثر تغییرشکل برشی و اینرسی پایه تئوری برشی مرتبه اول نوشت

چرخشی لحاظ شده است. نتایج به دست آمده با نتایج موجود در مقالات 

مقایسه شده و کارایی و سهولت استفاده از روش مربعات تفاضلی به خوبی 

ای  زاده و همکارانش ارتعاشات پوسته استوانه ملک. [13]نشان داده شده است 

چینی دلخواه را بررسی کردند. ایشان در این پژوهش از تلفیق تئوری  با لایه

                                                           
7 Differential Quadrature Element Method (DQEM) 
8 Local Adaptive Differential Quadrature Method (LaDQM) 
9 Goldenveizer–Novozhilov shell theory 
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ای و فرم  و روش مربعات تفاضلی بهره بردند. با استفاده از تئوری لایه 1ای لایه

سازی در راستای محیطی صورت گرفت و در  بعدی اصل همیلتن گسسته سه

سازی در راستای طولی استوانه به  ادامه روش مربعات تفاضلی برای گسسته

نتایج کار گرفته شد. نتایج به دست آمده با نتایج موجود در مقالات و نیز 

افزار المان محدود انسیس اعتبارسنجی شد. همچنین با مقایسه زمان مورد  نرم

نیاز برای حل مسئله به روش ارائه شده و زمان حل انسیس کارایی و سرعت 

بر پایه تئوری سه . علی بیگلو [14]بالای همگرایی این روش نشان داده شد 

و روش مربعات  2روش فضای حالتگیری از تلفیق  بعدی الاستیسیته و با بهره

گاهی تفاضلی تحلیل تنش و ارتعاشات آزاد پوسته کامپوزیتی با شرایط تکیه

رفتار ارتعاشی . کنی و علی بیگلو با همین روش [15]مختلف را بررسی نمود 

های حسگر های چندلایه که سطوح داخلی و خارجی آنها مجهز به لایهپوسته

انواع شرایط بود را مطالعه نمودند. در این پژوهش نیز و عملگر پیزوالکتریک 

قرار گرفت. تاثیر مستقیم و معکوس بررسی  موردبرای پوسته گاهی تکیه

پیزوالکتریک، نسبت ضخامت لایه کامپوزیت به لایه پیزوالکتریک و نسبت 

فرشیدیان . [16]مطالعه شد شعاع میانی به ضخامت در رفتار ارتعاشی پوسته 

شرایط مرزی معادلات دینامیکی حاکم و  کمک اصل همیلتون فر و گلزاری به

های کربنی تک عاشات آزاد و ناپایداری نانولولهارتمتناظر را برای تحلیل 

ای دانل و تئوری اصلاح شدۀ ل، براساس مدل پوستۀ استوانهجدارۀ حامل سیا

بهره  روش مربعات تفاضلینوشتند و برای حل این معادلات از تنش کوپل 

ای های استوانهارتعاشات آزاد پوستهکمریان و همکارانش  .[17]ند گرفت

دادند که در آن کسر حجمی توزیع مورد بررسی قرار را ساندویچی هدفمند 

تحلیل ارتعاش سازه بر  توانی سه پارامتری در راستای ضخامت پوسته داشت.

های طبیعی با استفاده فرکانسانجام شد اساس تئوری سه بعدی الاستیسیته 

آمد. در این پژوهش، تاثیر نحوه بدست  3تعمیم یافتهمربعات تفاضلی از روش 

فرکانس طبیعی بر شماره موج محیطی و پارامترهای هندسی توزیع مواد، 

ارتعاشات آزاد اله کرمی و قصاب زاده  .[18]گرفت  مورد مطالعه قرار

بر اساس را دو جهتی ساخته شده از مواد هدفمند ای های استوانه پوسته

مشخصات مطالعه کردند. در این پژوهش تئوری مرتبه اول تغییر شکل برشی 

مکانیکی مواد انتخاب شده به طور پیوسته بر اساس قانون توانی توزیع کسر 

به صورت شرایط مرزی د. کن ت و طول تغییر میدو جهت ضخام حجمی در

روش مربعات حل معادلات دیفرانسیل از برای ساده فرض شده و -ساده

در نهایت اثر پارامترهای هندسی و  .استفاده شده استیافته تفاضلی تعمیم

مورد ارزیابی   های قانون توانی بر فرکانس طبیعی و شکل مودهای پوسته ثابت

ای فلز کامپوزیت  معصومی و همکارانش مخزن استوانه. [19] گرفته استقرار 

اند. در این پژوهش معادلات بر  تحت بار دینامیکی را مورد بررسی قرار داده

ساس تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول استخراج شده و به کمک روش ا

مربعات تفاضلی حل شده است. دو نوع شرط مرزی آزاد و گیردار برای مخزن 

گذاری نتایج  بررسی شده و نتایج آنها با یکدیگر مقایسه شده است. برای صحه

ان حل تئوری، مدلسازی و تحلیل عددی مدل مورد نظر در نرم افزار الم

محدود آباکوس صورت گرفته و نتایج بدست آمده از این نرم افزار با نتایج 

  .[20]بدست آمده از روش تفاصل مربعات مورد مقایسه قرار گرفته است 

های روش مربعات تفاضلی برای حل  چنانچه بیان شد از انواع ورژن

ها استفاده شده است. اما در همه این مطالعات با توجه  مسائل گوناگون پوسته

                                                           
1 Layerwise theory 
2 State space 
3 Generalized differential quadrature (GDQ) 

بعدی در راستای طول   پوسته، مسئله به یک مسئله یکبه تقارن محوری 

پوسته تقلیل یافته است. این در حالی است که وجود ناپیوستگی هندسی 

)ترک، گشودگی، تغیییر ضخامت و ...( در پوسته و یا وجود شرایط مرزی 

توان از این  مرکب در انتهای پوسته، تقارن محوری را از بین خواهد برد و نمی

های دارای ره برد. تنها مطالعه صورت گرفته در زمینه پوستهها به روش

لاری و رحیمی انجام شده است که به تحلیل زادهگشودگی توسط طالع

. بنابراین، تا به حال از [21]هایی اختصاص دارد کمانش محوری چنین پوسته

های دارای گشودگی  روش مربعات تفاضلی برای تحلیل ارتعاشات پوسته

استفاده نشده است. در پژوهش حاضر پوسته در حالت کلی و بدون توجه به 

مورد بررسی قرار گرفته است. این امر معادلات و روند حل  تقارن محوری آن

ی دارای انواع  سازد اما امکان بررسی پوسته تر می را به مراتب پیچیده

 آورد. ها، از جمله گشودگی مستطیلی، را فراهم می ناپیوستگی

 معادلات حاکمروند حل مسئله و  -2

 هندسی، های ناپیوستگی به برای تحلیل پوسته کامپوزیتی ابتدا بسته

تقسیم  المان 𝑁𝐸 به پوسته مسئله، در موجود...  و مرزی شرایط بارگذاری،

 مواد و خواص که شود می انجام ای گونه به بندی تقسیم این. شده است

 هاهمه المان هایلبه تمامی در نیز و باشد ثابت المان هر در ضخامت

بدین منظور برای تحلیل پوسته دارای  .باشد پیوسته مرزی شرایط و بارگذاری

 پوسته به پنج المان تقسیم شود. 1گشودگی لازم است مطابق شکل 

 تئوری پایه در هر المان بر ارتعاشات آزاد تحلیل برای حاکم معادلات

 از استفاده اصلی علت .[22]شود  بیان می (1اول مطابق رابطه ) مرتبه برشی

 با اینکه ضمن. است پوسته های لبه در مرزی شرایط اعمال سهولت تئوری این

  .نمود بررسی نیز را ضخیم نسبتاً های پوسته توان می تئوری این از استفاده

(1-a) 

𝜕𝑁𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑁𝑥𝑦

𝜕𝑦
−
𝐶2
2𝑅

𝜕𝑀𝑥𝑦

𝜕𝑦
= 𝑃1

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
+ 𝑃2

𝜕2𝜑𝑥
𝜕𝑡2

 

(1-b) 

𝜕𝑁𝑥𝑦

𝜕𝑥
+
𝜕𝑁𝑦

𝜕𝑦
+
𝐶2
2𝑅

𝜕𝑀𝑥𝑦

𝜕𝑥
+ 𝐶1

𝑄𝑦

𝑅
 

     = 𝑃1
𝜕2𝑣

𝜕𝑡2
+ 𝑃2

𝜕2𝜑𝑦

𝜕𝑡2
 

(1-c) 

𝜕𝑄𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑄𝑦

𝜕𝑦
−
𝑁𝑦

𝑅
= 𝑃1

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
 

(1-d) 

𝜕𝑀𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝑀𝑥𝑦

𝜕𝑦
− 𝑄𝑥 = 𝑃3

𝜕2𝜑𝑥
𝜕𝑡2

+ 𝑃2
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
 

(1-e) 

𝜕𝑀𝑥𝑦

𝜕𝑥
+
𝜕𝑀𝑦

𝜕𝑦
− 𝑄𝑦 = 𝑃3

𝜕2𝜑𝑦

𝜕𝑡2
+ 𝑃2

𝜕2𝑣

𝜕𝑡2
 

 راستای در 𝑦محور  و پوسته، طولی جهت در 𝑥محور  در این روابط

 𝑁𝑥𝑦و  𝑁𝑥 ،𝑁𝑦است. همچنین، در این رابطه  شده گرفته نظر در محیطی

 𝑄𝑦و  𝑄𝑥و های گشتاور،  منتجه 𝑀𝑥𝑦و  𝑀𝑥 ،𝑀𝑦های نیرو،  بیانگر منتجه

 𝑃3و  𝑃1 ،𝑃2های نیروی برشی عرضی هستند. همچنین پارامترهای  منتجه

 شوند:( تعریف می2های اینرسی هستند که طبق رابطه )ترم

(2) 
{𝑃1, 𝑃2, 𝑃3} = ∑∫ ρ(𝑘){1, 𝑧, 𝑧2} 𝑑𝑧

𝑧𝑘

𝑧𝑘−1

𝑛

𝑘=1

 

ضمن نشان داده شده است.  𝑅 ای با علاوه بر این، شعاع پوسته استوانه

ثوابتی هستند که نوع تئوری به کار گرفته شده را مشخص  𝐶2و  𝐶1اینکه 

𝐶1کنند. به ازای می = 𝐶2 = روابط فوق به تئوری ساندرز تبدیل خواهد  1

𝐶1شد.  = 𝐶2و  1 = بیانگر تئوری لاو تبدیل خواهد بود و نهایتاً قرار  0

𝐶1دادن  = 𝐶2 =  روابط فوق را به تئوری دانل تقلیل خواهد داد. 0
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( 3های تنش، گشتاور و تنش برشی عرضی طبق رابطه ) منتجههمچنین 

 ها و انحناهایی لایه میانی پوسته مرتبط هستند: به کرنش

(3-a) [
 
 
 
 
 
 
𝑁𝑥
𝑁𝑦
𝑁𝑥𝑦
𝑀𝑥

𝑀𝑦

𝑀𝑥𝑦]
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
𝐴11 𝐴12 𝐴16
𝐴12 𝐴22 𝐴26
𝐴16 𝐴26 𝐴66

    

𝐵11 𝐵12 𝐵16
𝐵12 𝐵22 𝐵26
𝐵16 𝐵26 𝐵66

𝐵11 𝐵12 𝐵16
𝐵12 𝐵22 𝐵26
𝐵16 𝐵26 𝐵66

    

𝐷11 𝐷12 𝐷16
𝐷12 𝐷22 𝐷26
𝐷16 𝐷26 𝐷66]

 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
𝜀𝑥
0

𝜀𝑦
0

𝛾𝑥𝑦
0

𝜅𝑥
𝜅𝑦
𝜅𝑥𝑦]

 
 
 
 
 
 

 

(3-b) [
𝑄𝑦
𝑄𝑥
] = [

𝐾𝑠𝐴44 𝐾𝑠𝐴45
𝐾𝑠𝐴44 𝐾𝑠𝐴45

] [
𝛾𝑦𝑧
0

𝛾𝑥𝑧
0
] 

ضریب تصحیح تنش برشی است. محققین مقادیر  𝐾𝑠که در این رابطه 

توان به اند که از میان آنها میمختلفی را برای این ضریب پیشنهاد نموده

𝜋2)میدلین  ،[23] (5/6)ضرایب پیشنهادی توسط رایزنر 12⁄ و  [24] (

5)ویتریک  (6 − 𝜈)⁄ )[25]  .1998مالیک و برت در سال اشاره نمود 

ضریب تصحیح تنش برشی بر نتایج ارتعاشات بررسی جامعی بر روی اثرات 

آزاد ورق ضخیم انجام دادند و اعلام داشتند که ضریب تصحیح پیشنهاد شده 

مطالعه حاضر . لذا در [26] توسط ویتریک از دقت بالاتری برخوردار است

 شده است.انتخاب  برای ضریب تصحیح تنش برشی همین مقدار

بر ضرایب ماتریس سفتی هستند که  𝐷𝑖𝑗و  𝐴𝑖𝑗  ،𝐵𝑖𝑗همچنین ضرایب  

 (4)چینی و خواص مکانیکی هر لایه طبق رابطه  حسب ابعاد پوسته، لایه

 :شود محاسبه می

(4-a) 
𝐴𝑖𝑗 = ∑�̅�𝑖𝑗

(𝑘)
(𝑧(𝑘+1) − 𝑧(𝑘))

𝑛

𝑘=1

  , 𝑖, 𝑗 = 1,2,6 

(4-b) 
𝐵𝑖𝑗 =

1

2
∑ �̅�𝑖𝑗

(𝑘)
(𝑧(𝑘+1)

2 − 𝑧(𝑘)
2)

𝑛

𝑘=1

  , 𝑖, 𝑗 = 1,2,6 

(4-c) 
𝐷𝑖𝑗 =

1

3
∑�̅�𝑖𝑗

(𝑘)
(𝑧(𝑘+1)

3 − 𝑧(𝑘)
3)

𝑛

𝑘=1

  , 𝑖, 𝑗 = 1,2,6 

(4-d) 
𝐴𝑖𝑗 = ∑�̅�𝑖𝑗

(𝑘)
(𝑧(𝑘+1) − 𝑧(𝑘))

𝑛

𝑘=1

  , 𝑖, 𝑗 = 4,5 

�̅�𝑖𝑗که در این روابط
(𝑘)  سفتی دوران یافته لایهk  ام است که بر اساس

به  .[22]شود  خواص مکانیکی این لایه و جهت قرارگیری آن تعریف می

 منظور حفظ اختصار از بیان این روابط صرف نظر شده است 

 
 

Fig. 1 Elements used for perforated shell [21] 

 [21]های مناسب تقسیم پوسته دارای گشودگی به المان 1شکل 

,𝜅𝑥𝑦( 3علاوه بر این در رابطه ) 𝜅𝑦 , 𝜅𝑥 , 𝛾𝑥𝑧
0 , 𝛾𝑦𝑧

0 , 𝛾𝑥𝑦
0 , 𝜀𝑦

0, 𝜀𝑥
و ها  کرنش 0

ها و  ( به جابججایی5هستند که طبق رابطه )های لایه میانی  تغییر انحنا

 .[22]های لایه میانی مرتبط هستند  دوران

(5-a) 𝜀𝑥
0 =

𝜕𝑢

𝜕𝑥
 ;    𝜀𝑦

0 =
𝜕𝑣

𝜕𝑦
+
𝑤

𝑅
      

(5-b) 

𝛾𝑥𝑧
0 =

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝜑𝑥  ;     𝛾𝑥𝑦

0 =
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥
  ;  

𝛾𝑦𝑧
0 =

𝜕𝑤

𝜕𝑦
+ 𝜑𝑦 − 𝐶1

𝑣

𝑅
 

(5-c) 

𝜅𝑥 =
𝜕𝜑𝑥
𝜕𝑥

  ;    𝜅𝑦 =
𝜕𝜑𝑦

𝜕𝑦
    ;      

𝜅𝑥𝑦 =
𝜕𝜑𝑥
𝜕𝑦

+
𝜕𝜑𝑦

𝜕𝑥
+
𝐶2
2𝑅

(
𝜕𝑣

𝜕𝑥
−
𝜕𝑢

𝜕𝑦
) 

,𝑣که در آن  𝑢  و𝑤  جابجایی در راستای محوری، محیطی و شعاعیبه ترتیب 

 .هستند 𝑥و  𝑦ها حول محورهای  چرخش 𝜑𝑦و  𝜑𝑥و استوانه  لایه میانی

بیان شود؛  (6)طبق رابطه  ها کنیم میدان جابجایی و چرخشفرض می

,U(xفرکانس طبیعی پوسته بوده و  ωکه در آن  y) ،𝑉(x, y) ،𝑊(x, y) ،

𝜓𝑥(x, y)  و𝜓𝑦(x, y) دهند. شکل مود ارتعاشی پوسته را نشان می 
(6-a) 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = U(x, y)eiωt 
(6-b) 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡) = V(x, y)eiωt 

(6-c) 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡) = W(x, y)eiωt 
(6-d) 𝜑𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝜓𝑥(x, y)e

iωt 

(6-e) 𝜑𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝜓𝑦(x, y)e
iωt 

-( و ساده1، جایگذاری آنها در معادلات )(6)( و 5، )(3)با تلفیق روابط 

از طرفین معادله، معادلات حاکمه بر حسب میدان جابجایی،  eiωtسازی ترم 

 شود تعیین می (7و مشتقات آنها مطابق رابطه ) ها چرخش
 

(7-a) 

{
𝜕2

𝜕𝑥2
(𝐴11) +

𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦
(2𝐴16 − 𝐵16

𝐶2
𝑅
) 

     +
𝜕2

𝜕𝑦2
(𝐴66 − 𝐵66

𝐶2
𝑅
+ 𝐷66 (

𝐶2
2𝑅
)
2

)}𝑈 + 

     {
𝜕2

𝜕𝑥2
(𝐴16 + 𝐵16

𝐶2
2𝑅
) 

     +
𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦
(𝐴12 + 𝐴66 − 𝐷66 (

𝐶2
2𝑅
)
2

) 

     +
𝜕2

𝜕𝑦2
(𝐴26 − 𝐵26

𝐶2
2𝑅
)}V + 

     {
𝜕

𝜕𝑥
(
𝐴12
𝑅
) +

𝜕

𝜕𝑦
(
𝐴26
𝑅
− 𝐵26

𝐶2
2𝑅2

)}𝑊 + 

     {
𝜕2

𝜕𝑥2
(𝐵11) +

𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦
(2𝐵16 − 𝐷16

𝐶2
2𝑅
) 

     +
𝜕2

𝜕𝑦2
(𝐵66 −𝐷66

𝐶2
2𝑅
)}𝜓𝑥 + 

     {
𝜕2

𝜕𝑥2
(𝐵16) +

𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦
(𝐵12 + 𝐵66 − 𝐷66

𝐶2
2𝑅
) 

     +
𝜕2

𝜕𝑦2
(𝐵26 −𝐷26

𝐶2
2𝑅
)}𝜓𝑦 = −(𝑃1𝑈 + 𝑃2𝜓𝑥)𝜔

2 
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(7-b) 

{
𝜕2

𝜕𝑥2
(𝐴16 +𝐵16

𝐶2
2𝑅
) 

      +
𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦
(𝐴66 + 𝐴12 − 𝐷66 (

𝐶2
2𝑅
)
2

) 

     +
𝜕2

𝜕𝑦2
(𝐴26 −𝐵26

𝐶2
2𝑅
)}𝑈 + 

     {
𝜕2

𝜕𝑥2
(𝐴66 + 𝐵66

𝐶2
𝑅
+ 𝐷66 (

𝐶2
2𝑅
)
2

) 

     +
𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦
(2𝐴26 + 𝐵66

𝐶2
𝑅
) 

     +
𝜕2

𝜕𝑦2
(𝐴22) − 𝐾𝑠𝐴44 (

𝐶1
𝑅
)
2

}V + 

     {
𝜕

𝜕𝑥
(
𝐴26
𝑅
+ 𝐵26

𝐶2
2𝑅2

+ 𝐾𝑠𝐴45
𝐶1
𝑅
) 

     +
𝜕

𝜕𝑦
(
𝐴22
𝑅
+𝐾𝑠𝐴44

𝐶1
𝑅
)}𝑊 + 

       {
𝜕2

𝜕𝑥2
(𝐵16 + 𝐷16

𝐶2
2𝑅
) 

     +
𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦
(𝐵66 + 𝐵12 +𝐷66

𝐶2
2𝑅
) 

     +
𝜕2

𝜕𝑦2
(𝐵26) + 𝐾𝑠𝐴45

𝐶1
𝑅
}𝜓𝑥 + 

     {
𝜕2

𝜕𝑥2
(𝐵66 + 𝐷66

𝐶2
2𝑅
) +

𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦
(2𝐵26 + 𝐷26

𝐶2
2𝑅
) 

     +
𝜕2

𝜕𝑦2
(𝐵22) + 𝐾𝑠𝐴44

𝐶1
𝑅
}𝜓𝑦 = −(𝑃1V+ 𝑃2𝜓𝑦)𝜔

2 

 
(7-c) 

{
𝜕

𝜕𝑥
(−

𝐴12
𝑅
) +

𝜕

𝜕𝑦
(𝐵26

𝐶2
2𝑅2

−
𝐴26
𝑅
)}𝑈 + 

     {
𝜕

𝜕𝑥
(−𝐾𝑠𝐴45

𝐶1
𝑅
−
𝐴26
𝑅
− 𝐵26

𝐶2
2𝑅2

) 

     +
𝜕

𝜕𝑦
(−𝐾𝑠𝐴44

𝐶1
𝑅
−
𝐴22
𝑅
)}V + 

     {
𝜕2

𝜕𝑥2
(𝐾𝑠𝐴55) +

𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦
(2𝐾𝑠𝐴45) 

     +
𝜕2

𝜕𝑦2
(𝐾𝑠𝐴44) −

𝐴22
𝑅2
}𝑊 + 

     {
𝜕

𝜕𝑥
(𝐾𝑠𝐴55 −

𝐵12
𝑅
)+

𝜕

𝜕𝑦
(𝐾𝑠𝐴45 −

𝐵26
𝑅
)}𝜓𝑥 + 

     {
𝜕

𝜕𝑥
(𝐾𝑠𝐴45 −

𝐵26
𝑅
) +

𝜕

𝜕𝑦
(𝐾𝑠𝐴44 −

𝐵22
𝑅
)}𝜓𝑦   

     = −𝑃1𝑊𝜔
2     

(7-d) 

{
𝜕2

𝜕𝑥2
(𝐵11) +

𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦
(2𝐵16 − 𝐷16

𝐶2
2𝑅
) 

     +
𝜕2

𝜕𝑦2
(𝐵66 − 𝐷66

𝐶2
2𝑅
)}𝑈 + 

     {
𝜕2

𝜕𝑥2
(𝐵16 +𝐷16

𝐶2
2𝑅
) 

     +
𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦
(𝐵12 + 𝐵66 +𝐷66

𝐶2
2𝑅
) 

     +
𝜕2

𝜕𝑦2
(𝐵26) + 𝐾𝑠𝐴45

𝐶1
𝑅
}V + 

     {
𝜕

𝜕𝑥
(
𝐵12
𝑅
−𝐾𝑠𝐴55) +

𝜕

𝜕𝑦
(
𝐵26
𝑅
− 𝐾𝑠𝐴45)}𝑊 + 

     {
𝜕2

𝜕𝑥2
(𝐷11) +

𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦
(2𝐷16) 

     +
𝜕2

𝜕𝑦2
(𝐷66) − 𝐾𝑠𝐴55}𝜓𝑥 +   

{
𝜕2

𝜕𝑥2
(𝐷16) +

𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦
(𝐷12 + 𝐷66) 

     +
𝜕2

𝜕𝑦2
(𝐷26) − 𝐾𝑠𝐴45}𝜓𝑦 = −(𝑃3𝜓𝑥 + 𝑃2𝑈)𝜔

2 

(7-e) 

{
𝜕2

𝜕𝑥2
(𝐵16) +

𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦
(𝐵12 + 𝐵66 −𝐷66

𝐶2
2𝑅
) 

     +
𝜕2

𝜕𝑦2
(𝐵26 −𝐷26

𝐶2
2𝑅
)}𝑈 + 

     {
𝜕2

𝜕𝑥2
(𝐵66 +𝐷66

𝐶2
2𝑅
) +

𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦
(2𝐵26 + 𝐷26

𝐶2
2𝑅
) 

     +
𝜕2

𝜕𝑦2
(𝐵22) + 𝐾𝑠𝐴44

𝐶1
𝑅
}V + 

     {
𝜕

𝜕𝑥
(
𝐵26
𝑅
− 𝐾𝑠𝐴45) +

𝜕

𝜕𝑦
(
𝐵22
𝑅
− 𝐾𝑠𝐴44)}𝑊 + 

     {
𝜕2

𝜕𝑥2
(𝐷16) +

𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦
(𝐷12 + 𝐷66) 

     +
𝜕2

𝜕𝑦2
(𝐷26) − 𝐾𝑠𝐴45}𝜓𝑥 + 

     {
𝜕2

𝜕𝑥2
(𝐷66) +

𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦
(2𝐷26) +

𝜕2

𝜕𝑦2
(𝐷22) 

     −𝐾𝑠𝐴44}𝜓𝑦 = −(𝑃3𝜓𝑦 + 𝑃2𝑉)𝜔
2 

برای تعیین فرکانس طبیعی ارتعاشات آزاد پوسته ، از روش مربعات 

یافته استفاده شده است. در ادامه مبانی نظری این روش  تفاضلی تعمیم

نحوه اعمال شرایط مرزی و چگونگی تحلیل پوسته توضیح داده شده و سپس 

 دارای ناپیوستگی بیان شده است.

 یافته روش مربعات تفاضلی تعمیم3- 

حل معادلات ، یک ابزار محاسباتی قدرتمند برای روش مربعات تفاضلی

رغم استفاده از تعداد گره کم، از دقت بالایی  دیفرانسیل جزئی است که علی

روش، مشتق جزئی یک تابع نسبت به یک جهت  برخوردار است. در این

مقادیر آن تابع در برخی نقاط دار ترکیب خطی وزنمختصاتی به صورت 

به عنوان مثال رابطه زیر تقریب مشتق تابع شود.  مشخص تقریب زده می

𝑓(𝑥)  نسبت به جهت مختصاتی𝑥  در نقطه𝑥𝑖 دهد. در این را نشان می  

𝑐𝑖𝑗رابطه 
 ضرایب وزنی برای تقریب مشتق اول هستند. (1)

(8) 
𝑓𝑥(𝑥𝑖) =∑𝑐𝑖𝑗

(1)
𝑓(𝑥𝑗)

𝑁

𝑗=1

  , 𝑖 = 1, 2,… , 𝑁 

تواند برای مراتب بالاتر مشتق و یا توابع چند  همچنین این روش می

متغیره نیز به سادگی به کار گرفته شود. به عنوان مثال مشتق تابع دو متغیره 

𝑓(𝑥, 𝑦)  در جهات𝑥  و𝑦 شود: به شکل زیر تعریف می 

(9-a) 
𝑓𝑥(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗) = ∑ 𝑐𝑖,𝑘1

(1)
𝑓(𝑥𝑘1 , 𝑥𝑗)

𝑁

𝑘1=1

  ,   𝑖 = 1, 2,… , 𝑁 

(9-b) 
𝑓𝑥𝑥(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗) = ∑ 𝑐𝑖,𝑘1

(2)
𝑓(𝑥𝑘1 , 𝑥𝑗)

𝑁

𝑘1=1

  ,   𝑖 = 1, 2,… , 𝑁 

(9-c) 
𝑓𝑦(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗) = ∑ 𝑐𝑗,𝑘2

(1)̅̅ ̅̅ ̅
𝑓(𝑥𝑖 , 𝑥𝑘2)

𝑀

𝑘2=1

  ,    𝑗 = 1, 2,… ,𝑀 

(9-d) 
𝑓𝑦𝑦(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗) = ∑ 𝑐𝑗,𝑘2

(2)̅̅ ̅̅ ̅
𝑓(𝑥𝑖 , 𝑥𝑘2)

𝑀

𝑘2=1

  ,    𝑗 = 1, 2, … ,𝑀 

(9-e) 

𝑓𝑥𝑦(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗) = ∑ ∑ 𝑐𝑖,𝑘1
(1)
𝑐𝑗,𝑘2
(1)̅̅ ̅̅ ̅
𝑓(𝑥𝑘1 , 𝑥𝑘2)

𝑀

𝑘2=1

𝑁

𝑘1=1

  , 

          𝑖 = 1, 2, … , 𝑁 ,   𝑗 = 1, 2, … ,𝑀 

مختلفی  ضرایب وزنی مناسب است.ترین چالش این روش محاسبه اصلی

های این روش را تا محدودیت نداهتلاش کردپژوهش نموده و در این زمینه 

بر اساس دو تابع تست  1972بلمن و همکارانش در سال  .کاهش دهند
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روش  . در[2] مختلف، دو شیوه برای تعیین این ضرایب پیشنهاد کردند

اختیاری بود و ضرایب وزنی با حل یک دستگاه کاملاً ها  نخست محل گره

ها، حل این دستگاه  شد. با افزایش تعداد گره معادلات جبری تعیین می

رطرف شد و این مشکل ب شد. در روش دوم با مشکل مواجه میمعادلات 

عبارتی صریح برای ضرایب وزنی تقریب مشتق ارائه شد. اما در این روش 

کان و چانگ برای  1989در سال ها ثابت و غیرقابل تغییر بود.  مختصات گره

ای لاگرانژ رابطه صریح دیگری  رفع این محدودیت با استفاده از چند جمله

ها  ی نحوه توزیع گرهبرای ضرایب وزنی ارائه کردند که هیچ محدودیتی برا

هایی همراه ی ، اما استفاده از آن برای مشتقات مراتب بالاتر با دشوارنداشت

و آنالیز  1ای به کمک تقریب چند جملهشو  1991. در سال [27 ,28]بود 

روش مربعات تفاضلی را گسترش داده و روش مربعات  2خطی فضای برداری

های قبل از جمله روش ارائه  تمامی روشکرد که یافته را ارائه  تفاضلی تعمیم

روش ضرایب وزنی در این  .[29]د ش کان و چانگ را شامل می شده توسط

 شود:بیان میزیر اول طبق رابطه مرتبه برای تقریب مشتق 

(10) 

𝑐𝑖𝑗
(1)
=

{
 
 

 
 

𝑀(1)(𝑥𝑖)

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)𝑀
(1)(𝑥𝑗)

  , 𝑖 ≠ 𝑗

− ∑ 𝑐𝑖𝑗
(1)

𝑁

𝑗=1 ,𝑗≠𝑖

  , 𝑖 = 𝑗

 

 که در این رابطه داریم:

(11) 
𝑀(1)(𝑥𝑖) = ∏ (𝑥𝑖 − 𝑥𝑘)

𝑁

𝑘=1,𝑘≠𝑖

 

از رابطه بازگشی زیر به ضرایب وزنی تقریب مشتقات مراتب بالاتر همچنین 

 :آیددست می

(12) 

𝑐𝑖𝑗
(𝑚)

=

{
 
 

 
 𝑚(𝑐𝑖𝑗

(1)
𝑐𝑖𝑖
(𝑚−1)

−
𝑐𝑖𝑖
(𝑚−1)

𝑥𝑖 − 𝑥𝑗
)  , 𝑖 ≠ 𝑗

− ∑ 𝑐𝑖𝑗
(𝑚)

𝑁

𝑗=1 ,𝑗≠𝑖

  , 𝑖 = 𝑗

 

          𝑖, 𝑗 = 1, 2,… , 𝑁;       𝑚 = 2 ,3 , . . , 𝑁 − 1 

اختیاری است و هیچ ها در این روش  هرچند انتخاب مختصات گره

ها  تاثیرگذاری نحوه توزیع گره  ، اما این موضوع به معنی عدممحدودیتی ندارد

شربورن و پاندای نخستین  بر پایداری نتایج و روند همگرایی آنها نیست.

را  هامختصات گره به پژوهشگرانی بودند که حساسیت نتایج این روش نسبت

خصوص در  2000خود که در سال  شو در کتاب .[30]مطرح نمودند 

ها را  های مختلف گره توزیع ،کاربردهای روش مربعات تفاضلی نگاشته است

-گووس-توزیع چبیشفو نشان داد که بررسی و با یکدیگر مقایسه کرده 

شود، نتایج پایدارتری نسبت  که به اختصار توزیع چبیشف نامیده می ،3لوباتو

ها طبق . در مطالعه حاضر توزیع گره[31] به توزیع یکنواخت خواهد داشت

گره در بازه  N( نحوه توزیع چبیشف 13رابطه )همین شیوه انجام شده است. 

[a,b] دهد: را نشان می 

(13) 

𝑥𝑖 = 𝑎 +
1

2
(𝑏 − 𝑎) (1 − 𝑐𝑜𝑠 (

𝑖 − 1

𝑁 − 1
𝜋))  , 

           𝑖 = 1, 2,… , 𝑁 

به کمک  (7معادلات )سازی در هر المان گسسته مسئله ابتدا برای حل

به  𝑦و  𝑥، برای هر المان در راستای پذیرد. بدین منظورصورت می( 9روابط )

                                                           
1 Polynomial approximation 
2 Linear vector space analysis 
3 Chebyshev-Gauss-Lobatto 

های مختلف های المانتعداد گره گره در نظر گرفته شده است. Mو  Nترتیب 

 ؛ وهای المان مجاور نیستاما مستقل از تعداد گره ،تواند متفاوت باشدمی

المان مجاور بر دوهای لبه مشترک ای انتخاب شود که گرهبایستی به گونه

 د.نروی یکدیگر قرار گیر

 و سازگاری شرایط مرزی 4-

های هر المان، بایستی در مرز مشترک هر پس از اعمال معادلات تعادل بر گره

های هر گاری اعمال شود. همچنین برای سایر لبهدو المان مجاور شرایط ساز

گاه و لبه گشودگی(، المان که در مجاورت المان دیگری نیست )در تکیه

انواع مختلف توان  میدر پژوهش حاضر شرایط مرزی اعمال خواهد شد. 

𝑦که برای لبه  نمودبررسی را ردار، ساده و آزاد شرایط مرزی گی = 𝑦𝑖  و

𝑥 = 𝑥𝑖  [32]شوند:  می ( تعریف15و ) (14) روابط طبقبه ترتیب.  
(14-a) 𝐶:      𝑢 = 𝑣 = 𝑤 = 𝜑𝑥 = 𝜑𝑦 = 0 

(14-b) 𝑆:      𝑤 = 𝜑𝑦 = 𝑣 = 𝑁𝑥 = 𝑀𝑥 = 0 

(14-c) 𝐹:      𝑁𝑥 = 𝑁𝑥𝑦 = 𝑀𝑥 = 𝑀𝑥𝑦 = 𝑄𝑥 = 0 

 
(15-a) 𝐶:      𝑢 = 𝑣 = 𝑤 = 𝜑𝑥 = 𝜑𝑦 = 0 

(15-b) 𝑆:      𝑤 = 𝜑𝑥 = 𝑢 = 𝑁𝑦 = 𝑀𝑦 = 0 

(15-c) 𝐹:      𝑁𝑦 = 𝑁𝑥𝑦 = 𝑀𝑦 = 𝑀𝑥𝑦 = 𝑄𝑦 = 0 

سازی این  برای اعمال شرایط مرزی نیز لازم است تا گسستهضمن اینکه 

 ( انجام شود. 9معادلات به کمک روابط )

دو المان مجاور بایستی دو دسته در مرز مشترک واقع های برای گره

جایگزین معادلات تعادل در نقاط معادله سازگاری برقرار شود که هر دسته 

 خواهد شد:ها  مرزی یکی از المان

کند که ایجاب میها: پیوستگی پوسته  ها و چرخش اری جابجایی( سازگ1

های مرزی در مرز مشترک دو المان  های گره ها و چرخش مقادیر جابجایی

خواهیم  Bو  Aمجاور یکسان باشند. بنابراین در مرز مشترک دو المان مجاور 

 داشت:

(16) {𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝜑𝑥 , 𝜑𝑦}
(𝐸𝑙 𝐴)

= {𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝜑𝑥, 𝜑𝑦}
(𝐸𝑙 B)

 

ها و گشتاورها: برای برقراری تعادل، لازم است که  ( سازگاری تنش2

با یکدیگر  مجاور های تنش و گشتاور در مرز مشترک دو المان برخی از منتجه

ی که در هایالمان( به ترتیب این روابط را برای 18( و )17روابط )برابر باشند. 

اند نشان  شده( به یکدیگر متصل b-2)شکل  𝑦( یا a-2)شکل  𝑥جهت 

 دهد:می

(17) 

{𝑁𝑥, 𝑁𝑥𝑦 , 𝑀𝑥,𝑀𝑥𝑦 , 𝑄𝑥}
(𝐸𝑙 A)

= {𝑁𝑥, 𝑁𝑥𝑦 ,𝑀𝑥, 𝑀𝑥𝑦, 𝑄𝑥}
(𝐸𝑙 B)

 

(18) 

{𝑁𝑦, 𝑁𝑥𝑦 , 𝑀𝑦, 𝑀𝑥𝑦, 𝑄𝑦}
(𝐸𝑙 A)

= {𝑁𝑦, 𝑁𝑥𝑦 , 𝑀𝑦, 𝑀𝑥𝑦, 𝑄𝑦}
(𝐸𝑙 B)

 

توان بارگذاری را می ولازم به ذکر است پوسته بدون ناپیوستگی هندسی 

ابتدا و انتهای آن به به صورت یک المان در نظر گرفت که  3مطابق شکل 

شرایط سازگاری برای . در این حالت ضروری است یکدیگر متصل شده باشد

 های ابتدایی و انتهایی پوسته در راستای محیطی اعمال شود. گره

ها المانهای تمامی  گرهبرای تحلیل نهایی مسئله، معادلات حاکم برای 

تا  شده فرم ماتریسی به شیوه مناسب در کنار یکدیگر مونتاژ و درنوشته شده 

پس از جایگذاری شرایط سازگاری در  ماتریس کلی معادلات تشکیل شود.

های مجاور، و اعمال شرایط مرزی در لبه المانهای های واقع در لبهگره

( 19ای به فرم رابطه ) گشودگی و نیز در دو انتهای پوسته، مسئله مقدار ویژه
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حاصل خواهد شد که با حل آن فرکانس طبیعی سازه تعیین خواهد شد. 

به ترتیب ماتریس  [𝑀]و  [𝐾]های  شایان ذکر است در این رابطه ماتریس

های  ها و چرخشجابجایی {𝑑}سفتی و ماتریس وزن کل سازه هستند و بردار 

ی افزار متلب کدنویس دهد. تمامی این مراحل در نرم ها را نشان می تمامی گره

 شده است.
(19) ([𝐾] − 𝜔2[𝑀]){𝑑} = 0 

 

 اعتبارسنجی -5

ج حاصل از این روش یبرای اطمینان از روش پیشنهادی و کد نوشته شده نتا

برای پوسته با و بدون گشودگی با نتایج موجود در مقالات و همچنین نتایج 

 افزار المان محدود آباکوس مقایسه شده است. نرم

 ساده-ساده  گاه در گام نخست، پوسته کامپوزیتی بدون گشودگی با تکیه

در نظر گرفته شده و نتایج  [90/0]و  [0/90]چینی مختلف  و با دو لایه

و نیز نتایج آباکوس  [33]با نتایج ارائه شده در فصل هفتم کتاب کوتا حاصل 

در این بررسی خواص کامپوزیت به صورت . مقایسه شده است

𝐸1 = 20.02 𝑀𝑝𝑠𝑖 ،𝐸2 = 1.3 𝑀𝑝𝑠𝑖 ، 𝐺12 = 1.03 𝑀𝑝𝑠𝑖   و

𝜗12 = مستقل از به صورت ضمن اینکه نتایج  شده است. در نظر گرفته 0.3

ω𝑅 √𝜌بعد  پارامتر بیچگالی پوسته و به شکل  𝐸1⁄  شده است. برای گزارش

𝜌چگالی پوسته نتایج این تولید  = 500 ×  10−6 𝑙𝑏 𝑠2/𝑖𝑛4  فرض شده

در نظر  اینچ 0.01و  1همچنین شعاع و ضخامت پوسته به ترتیب  است.

 شده استه ارائهای مختلف پوسته  گرفته شده و نتایح برای طول

 . 

 
Fig. 2 Element connection (a) x direction (b) y direction 

 𝑦( در جهت b) 𝑥( در جهت aاتصال دو المان ) 2شکل 

 

 
Fig. 3 Paired nodes at the two opposite edges of one element shell  

 های مشترک در ابتدا و انتهای تک المان پوسته گره 3شکل 

نتایج کد حاضر بر اساس تئوری ساندرز استخراج شده است. ضمن اینکه برای 

گره در راستای محیطی  45گره در راستای طولی و  15همگرایی نتایج 

استوانه مورد استفاده قرار گرفته است. شایان ذکر است، حساسیت نتایج به 

ر این، های طولی است. علاوه ب های محیطی بیشتر از تعداد گره تعداد گره

 1انجام شده است. جدول  S8Rتحلیل در آباکوس به کمک المان غیرخطی 

 دهد. نتایج صحت و دقت نتایج از پژوهش حاضر را نمایش می

در قسمت بعدی این بخش، تفاوت میان سه تئوری دانل، لاو و ساندرز و 

میزان دقت هر تئوری مورد بررسی قرار گرفته است. بدین منظور هندسه و 

 کانیکی همچنان مشابه آنچه کوتا در نظر گرفته بود فرض شده است:خواص م
𝑅 = 1 𝑖𝑛    ,     𝑡 = 0.01 𝑖𝑛  
𝐸1 = 20.02 𝑀𝑝𝑠𝑖     ,     𝐸2 = 1.3 𝑀𝑝𝑠𝑖 ,     𝜗12 = 0.3 

𝐺12 = 𝐺23 = 𝐺13 = 1.03 𝑀𝑝𝑠𝑖,    𝜌 = 500 × 10
−6 𝑙𝑏 𝑠2/𝑖𝑛4   
انتخاب شده است. این بار  [90/0]چینی پوسته به صورت  ضمن اینکه لایه

گیردار در نظر گرفته شده و فرکانس طبیعی -شرایط مرزی پوسته گیردار

و با محاسبه شده برای هر سه تئوری  𝐿/𝑅 های مختلف پوسته برای نسبت

 2آباکوس مقایسه شده است. نتایج حاصل شده در جدول  از نتایج حاصل

ر، درصد اختلاف نتایج سه تئوری آورده شده است. ضمناً برای بررسی بهت

به منظور حفظ ابعاد و  ترسیم شده است. 4نسبت به نتایج آباکوس در شکل 

𝐿/𝑅کیفیت شکل، نتایج مربوط به  = 15 ,  نمایش داده نشده است. 20

دهد که نتایج دو تئوری لاو و ساندرز بسیار  مقایسه انجام شده نشان می

اداری میان آنها وجود ندارد. فرکانس به یکدیگر نزدیک هستند و تفاوت معن

های کوتاه و بلند(  طبیعی به دست آمده از هر دو تئوری همواره )برای پوسته

با نتایج به دست آمده از آباکوس مطابقت بسیار خوبی دارد و ماکزیمم 

اگر قرار به انتخاب یکی است. با این حال،  %0.3اختلاف آن با نتایج آباکوس 

با آباکوس نتایج حاصل از تئوری ساندرز تطابق بهتری باشد؛ از این دو تئوری 

دارند. بر خلاف این دو تئوری دقت نتایج تئوری دانل وابستگی شدیدی به 

𝐿/𝑅)هایی با ارتفاع کم  نسبت طول به شعاع پوسته دارد. برای پوسته ≤ 2) ،

شود، دقت این تئوری  نیز گفته می 1عمق های کم که اصطلاحاً به آنها پوسته

های بلندتر تفاوت  (. اما برای پوسته%1قابل قبول است )اختلاف کمتر از 

ایجاد شده میان نتایج حاصل از تئوری دانل با دو تئوری دیگر و نیز با نتایج 

آباکوس بسیار زیاد و غیرقابل قبول است. با توجه به مقایسه صورت گرفته، در 

 ساندرز برای تولید نتایج استفاده شده است. مقاله از تئوری  های آتی بخش

 بعد شده  پوسته کامپوزیتی با طول مختلف فرکانس طبیعی بی 1جدول 
Table 1 Dimensionless natural frequency of composite shell with 

various lengths 

 

 

 

 مختلف   فرکانس طبیعی )هرتز( پوسته کامپوزیتی با طول 2جدول 
Table 2 Natural frequency (Hz) of composite shell with various length  

 آباکوس تئوری ساندرز تئوری لاو تئوری دانل (in)طول پوسته 
0.25 18987.47 18981.27 18979.82 18940 
0.5 7762.47 7748.52 7747.04 7747.2 
0.75 5235.11 5217.74 5216.57 5217.6 

                                                           
1
 Shallow shell 

طول 

 پوسته 
(in) 

 [90/0]لایه چینی  [0/90]لایه چینی 

پژوهش 

 حاضر
 آباکوس

مرجع 
[33]  

پژوهش 

 حاضر
 آباکوس

مرجع 
[33]  

8 0.01481 0.01481 
0.01482 0.0155

2 

0.0155

2 

0.0155

3 

4 0.03011 0.03011 
0.03013 0.0314

5 

0.0314

5 

0.0314

7 

2 0.05911 0.05910 
0.05915 0.0612

1 

0.0612

1 

0.0612

6 

1 0.10831 0.10821 
0.10837 0.1115

2 
0.1114

6 

0.1116

0 
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1 4069.66 4052.23 4051.30 4053.4 
1.5 2926.76 2908.13 2907.50 2911.3 
2 2352.19 2327.34 2326.85 2328.7 
4 1344.39 1325.27 1325.03 1322.4 
6 940.05 917.17 916.98 915.53 
8 739.27 716.73 716.61 714.55 
10 583.70 558.40 558.28 557.22 
15 437.66 403.03 402.95 402.74 
20 301.34 282.74 282.68 282.25 

 

 
Fig. 4 Difference percent of different shell theories with Abaqus results  

 های مختلف پوسته با نتایج آباکوس  درصد اختلاف نتایج تئوری 4شکل 
 

اعتبارسنجی نتایج روش پیشنهادی برای  به منظورقدم،  آخرین در

افزار المان محدود آباکوس استفاده های دارای گشودگی از نتایج نرمپوسته

متر در نظر گرفته شده و نتایح  1شده است. بدین منظور شعاع و طول پوسته 

متر گزارش شده است. همچنین سه سایز میلی 100و  1های  برای ضخامت

عی مرکزی انتخاب شده است. شرایط مرزی مختلف برای گشودگی مرب

گیردار در نظر گرفته شده است. چگالی، مدول الاستیسیته و ضریب -گیردار

فرض شده است.  0.25و  𝑘𝑔𝑚−3 ،70 𝐺𝑃𝑎 2720پواسون به ترتیب 

چنانچه پیش از این بیان شد برای تحلیل پوسته دارای گشودگی، پوسته به 

های لازم برای هر المان با توجه  پنج المان تقسیم شده که حداقل تعداد گره

شود. علاوه بر این، تحلیل در آباکوس به کمک  به همگرایی نتایج تعیین می

به دست آمده بر اساس سه انجام شده است. نتایج  S8Rالمان غیرخطی 

ارائه شده  3تئوری دانل، لاو و ساندرز در مقایسه با نتایج آباکوس در جدول 

است. بررسی نتایج به دست آمده صحت و دقت روش مورد استفاده را نشان 

نتایج  با توجه به طول و شعاع پوسته، مطابق انتظاردهد. ضمن اینکه  می

میان آنها  قابل بحثیاست و تفاوت  هرسه تئوری بسیار به یکدیگر نزدیک

 وجود ندارد. 

 ارائه نتایج و بحث در نتایج 6-

نتایج بخش قبل صحت و دقت نتایج به دست آمده از روش مربعات تفاضلی 

ای کامپوزیتی با و بدون  های استوانه برای تحلیل ارتعاشات آزاد پوسته

ای بررسی تاثیر گشودگی مستطیلی را نشان داد. در این قسمت، این روش بر

ای با و بدون  های استوانه پارامترهای مختلف بر فرکانس طبیعی پوسته

 گشودگی به کار گرفته شده است. 
 های مختلف گشودگی فرکانس طبیعی )هرتز( پوسته آلومینیومی با اندازه 3جدول 

Table 3 Natural frequency (Hz) of Aluminum shell with various cutout 

size  

اندازه 

 گشودگی
 آباکوس

 پژوهش حاضر

 ساندرز لاو دانل

h = 1 mm     

- 86.955 87.944 87.740 87.735 

0.25 × 0.25 82.663 81.633 81.515 81.512 

0.5 × 0.5 54.948 54.372 54.373 54.378 

0.75 × 0.75 39.05 38.513 38.535 38.541 

h = 100 mm      

- 744.43 753.43 744.25 742.28 

0.25 × 0.25 741.93 750.73 741.815 739.92 

0.5 × 0.5 710.29 705.82 701.24 700.65 

0.75 × 0.75 624.81 624.51 623.80 624.48 

 

برای بررسی اثر پارامترهای مختلف بر ارتعاشات پوسته، یک مسئله پایه در 

نظر گرفته شده و با تغییر یک پارامتر و ثابت نگه داشتن سایر پارامترها، تاثیر 

به   آن پارامتر مطالعه شده است. بدین منظور طول، شعاع و ضخامت پوسته

از جنس گرافیت  پوسته .شده است فرضمتر  میلی 2.5و  50، 100ترتیب 

که شامل هشت لایه با ضخامت یکسان  𝑆[45/0/90±]اپوکسی با آرایش 

آورده  4 است انتخاب شده است. خواص مکانیکی گرافیت اپوکسی در جدول

گیردار در نظر گرفته -گاهی به صورت گیردارشرایط تکیهشده است. همچنین 

 شده است. 

 اثر اندازه گشودگی و خواص مواد -6-1

𝑐𝑥)برای بررسی اثر اندازه گشودگی، یک گشودگی مربعی  = 𝑐𝑦 = 𝑐)  در

 90تا  10وسط پوسته در نظر گرفته شده است. اندازه ضلع گشودگی از 

متر متغیر در نظر گرفته شده است. تاثیر افزایش اندازه گشودگی بر  میلی

هایی از جنس مختلف مطالعه شده است. خواص فرکانس طبیعی پوسته

 5آورده شده است. شکل  4در جدول  [34] کی این مواد مطابق مرجعمکانی

ای ابعاد مختلف تغییرات فرکانس طبیعی پوسته کامپوزیتی و فلزی به از

های ها با جنسدهد. برای مقایسه بهتر نتایج پوسته گشودگی را نشان می

مختلف، هر یک از نمودارها نسبت به فرکانس طبیعی پوسته بدون گشودگی 

اند. این شکل به خوبی  ترسیم شده  6بعد شده و در شکل از همان جنس بی

ها در برابر تغییر  چینی یکسان، رفتار همه پوسته دهد که برای لایه نشان می

 اندازه گشودگی تقریباً مشابه و مستقل از جنس است. 

های نسبتاً کوچک گشودگیدهد که تحلیل نتایج این دو شکل نشان می

(𝑐/𝐿 < سته ندارند. علت آن است ( تاثیر چندانی بر فرکانس طبیعی پو0.3

ها تاثیر چشمگیری بر سفتی سازه ندارد؛ ضمن اینکه که وجود این گشودگی

یابد. از این رو، تاثیر چنین وزن پوسته نیز تقریباً به همان اندازه کاهش می

است. با افزایش اندازه  %5هایی بر کاهش فرکانس طبیعی کمتر از گشودگی

ته بیشتر آشکار خواهد شد و یک افت گشودگی، تاثیر آن بر سفتی پوس

𝑐/𝐿ای که برای شود. به گونهناگهانی در نمودارها مشاهده می = 0.6 

یابد. این قسمت از نمودار کاهش می %30فرکانس طبیعی پوسته حدود 

تقریباً خطی است و روندی کاهشی فرکانس طبیعی شیب تقریباً ثابتی دارد. 

-گ، شیب نمودار رفته رفته کاهش میهای خیلی بزرهرچند، برای گشودگی

 یابد. 

 
 
 

 [34] مواد مختلفخواص مکانیکی  4جدول 
Table 4 Mechanical properties of different materials [34] 

 
گرافیت 

 اپوکسی

شیشه 

 اپوکسی

بورون 

 کسیواپ
 آلومینیوم فولاد

 M1 M2 M3 M4 M5 شماره ماده

𝐸11 (𝐺𝑃𝑎) 181 38.6 204 200 70 
𝐸22 (𝐺𝑃𝑎) 10.3 8.27 18.5 200 70 
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𝐺12 (𝐺𝑃𝑎) 7.17 4.14 5.59 76.92 28 
𝜈12 0.28 0.23 0.26 0.3 0.25 

ρ (𝑘𝑔 𝑚3⁄ ) 1600 1800 2000 7800 2600 
 

 

 
Fig. 5 Natural frequency variation for different cutout size 

 تغییرات فرکانس طبیعی برای ابعاد مختلف گشودگی  5شکل 

 

 
Fig. 6 Normalized natural frequency variation for different cutout size 

 بعد شده برای ابعاد مختلف گشودگی  تغییرات فرکانس طبیعی بی 6شکل 

 چینیاثر لایه -6-2

های  چینی لایهاثر هایی با جنس مختلف، در این قسمت پس از بررسی پوسته

کسی با و بدون وای از جنس گرافیت اپمختلف بر فرکانس طبیعی پوسته

بررسی شده است. در همه موارد، پوسته به صورت هشت حضور گشودگی 

به ازای سه اندازه  لایه در نظر گرفته شده است. فرکانس طبیعی پوسته

ایج آورده شده است. ضمن اینکه نت 5مختلف گشودکی مرکزی در جدول 

نیز نمایش داده  7ها برای سایر ابعاد گشودگی در شکل چینیبرخی از لایه

شده است. همچنین فرکانس طبیعی پوسته دارای گشودگی با آرایش مختلف 

بعد چینی بینسبت به فرکانس طبیعی پوسته بدون گشودگی با همان لایه

رویت نشان داده شده است. برای حفظ وضوح تصاویر و  8شده و در شکل 

ها اجتناب شده است و چینیهمه لایهمربوط به ، از نمایش نتایج بهتر نتایج

 موارد مشابه حذف شده است.

های مختلف، چینیدهد که برای انواع لایهنتایج به دست آمده نشان می

دهد و این وجود گشودگی و افزایش سایز آن فرکانس طبیعی را کاهش می

هاست. اما میزان اثرپذیری پوسته با موضوع مستقل از چینش لایه

و  2S[0/90]های چینیهای مختلف کاملاً متفاوت است. لایهچینیلایه

[±15]2S  های چینیلایهکمترین اثرپذیری از وجود گشودگی را دارند و

[±60]2S  2[45±]وS  بیشترین کاهش فرکانس را در اثر وجود گشودگی

دهد علیرغم نشان می 8و  7های در شکلنمایند. دقت بیشتر تجربه می

هایی نیز در رفتار کلی آنها نمایان های مختلف، شباهتچینیتفاوت نتایج لایه

است. میزان افت نمودارها به نحوی است که با افزایش ابعاد گشودگی، تفاوت 

های های مختلف رفته رفته از بین می رود و در واقع برای گشودگیآرایش

ضمن اینکه برای  تری خواهد داشت.کنندهنقش تعیینبزرگ هندسه پوسته 

𝑐/𝐿های نسبتاً کوچک )های بررسی شده، گشودگیچینیانواع لایه < 0.3 )

 تاثیر چندانی بر فرکانس طبیعی پوسته نداشتند. 

بیشترین فرکانس  2S[45±]چینی  برای پوسته بدون گشودگی، لایه

ست. اما وجود گشودگی این های بررسی شده دارا در میان آرایشطبیعی را 

گونه که بیان شد کاهش قابل دهد و همانمسئله را تحت تاثیر قرار می

چینی در اثر وجود گشودگی مشاهده توجهی در فرکانس طبیعی این لایه

چینی هایی با لایهشود. میزان این کاهش به نحوی است که پوستهمی

[±45/0/90]S ،[±45/0/0]S  2[30±]وS هایی به ابعاد ودگیدر حضور گش

𝑐/𝐿 = 𝑐/𝐿و  0.6 = فرکانس طبیعی بیشتری نسبت به پوسته با  0.9

رسد در نگاه اول به نظر می هچاگربنابراین، دارند.   2S[45±]چینی  لایه

است اما  آلی ایدهبه سبب فرکانس طبیعی بالاتر انتخاب  2S[45±]چینی  لایه

 S[45/0/0±]و  S[45/0/90±]های چینیبرای پوسته دارای گشودگی، لایه

نیز همچنان  2S[45±]چینی  لایه؛ هرچند تری هستندهای مناسبانتخاب

 انتخاب مناسبی است.

 (Hzهای مختلف ) چینی فرکانس طبیعی پوسته برای لایه  5 جدول
Table 5 Natural frequency of shell with various layups (Hz) 

𝑐/𝐿 چینی لایه = 0 𝑐/𝐿 = 0.3 𝑐/𝐿 = 0.6 𝑐/𝐿 = 0.9 

[±45/0/90]S 6707.60 6494.10 4840.40 3576.80 
[±45/90/90]S 6299.40 6127.20 4521.90 3243.80 

[±45/0/0]S 6797.40 6513.70 4833.70 3686.60 
[±45]2S 6813.70 6579.80 4730.10 3414.40 

[0,90]2S 4674.30 4617.30 3974.70 3140.30 

[±60]2S 6121.70 5867.80 4132.40 2928.70 

[±30]2S 6580.90 6402.40 4778.70 3635.90 

[±15]2S 5156.00 5107.80 4242.70 3453.30 
 

 

 

 
Fig. 7 Natural frequency variation for different shell layups 

 های مختلف پوسته چینی تغییرات فرکانس طبیعی برای لایه 7شکل 
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Fig. 8 Normalized natural frequency variation for different shell layups 

 های مختلف پوسته چینی بعد شده برای لایه تغییرات فرکانس طبیعی بی 8 شکل

 اثر جهت گشودگی -6-3

در این قسمت جهت قرارگیری )طولی یا محیطی( گشودگی مستطیلی 

 پنج حالت مختلف برای ابعاد گشودگی بررسی بدین منظور بررسی شده است.

 ها برابر در نظر گرفته شده است. در همه این موارد مساحت گشودگی شده که

در اولین حالت اضلاع گشودگی با یکدیگر برابر در نظر گرفته شده است 

(𝑐𝑥 = 𝑐𝑦 .) ضلع بزرگ گشودگی مستطیلی در راستای  حالت دیگر،در دو

𝑐𝑥طولی فرض شده ) = 2𝑐𝑦 و 𝑐𝑥 = 4𝑐𝑦ًضلع حالت بعدی در دو  (؛ و نهایتا

𝑐𝑥)گرفته است بزرگ مستطیل در راستای محیطی قرار  = 0.5𝑐𝑦 و 𝑐𝑥 =

0.25𝑐𝑦 .) 

تغییرات فرکانس طبیعی پوسته را برای این پنج حالت نشان  9شکل 

دهد که وجود گشودگی در راستای دهد. نتایج به دست آمده نشان می می

شود. این در حالی ته موجب افت شدید در فرکانس طبیعی آن میطولی پوس

های محیطی به مراتب تاثیر کمتری بر رفتار فرکانسی است که گشودگی

𝐿/𝑅 بررسی باید توجه داشت که در اینالبته پوسته دارند.  = و در نتیجه  2

𝐿/2𝜋𝑅 < تر  که ضلع بزرگزمانی  ،توان ادعا کرد میاست. بنابراین  1

تاثیر گشودگی تر پوسته قرار داشته باشد،  ی به موازات وجه کوچکگشودگ

 . داردپوسته فرکانس طبیعی کاهش بیشتری بر 

 
 

Fig. 9 Natural frequency variation for different cutout orientations 

(𝐿/𝑅 = 2) 

𝐿/𝑅)تغییرات فرکانس طبیعی برای جهات مختلف گشودگی  9شکل  = 2) 

این موضوع چندان هم دور از ذهن نیست. چرا که به عنوان نمونه، در حالت 

𝑐𝑥 = 4𝑐𝑦 1600ای به مساحت  برای ایجاد گشودگی 𝑚𝑚2 اضلاع ،

متر خواهند  میلی 20و  80گشودگی در راستای طولی و محیطی به ترتیب 

متر، به معنای  میلی 100ای به طول  ای در پوسته بود. وجود چنین گشودگی

طول پوسته است که موجب کاهش شدید سفتی پوسته  %80از دست رفتن 

پذیری آن شده و تاثیر به سزایی بر افت فرکانس ارتعاشی آن  و افزایش انعطاف

 خواهد داشت. 

مورد بررسی قرار برای بررسی بیشتر و بهتر این موضوع، حالت دیگری 

شده است. بنابراین،  انتخابمتر  میلی 500که در آن طول پوسته گرفت 

𝐿/𝑅 = 𝐿/2𝜋𝑅و در نتیجه  10 > نتایج مربوط به این  10است. شکل  1

شود که بر خلاف حالت قبل، گشودگی  دهد. مشاهده می پوسته را نشان می

طولی کمترین تاثیر و گشودگی محیطی بیشترین تاثیر را بر کاهش فرکانس 

یجه گرفت که گشودگی زمانی توان نت طبیعی پوسته دارد. بنابراین، مجدداً می

تاثیر بیشتری بر افت فرکانس طبیعی دارد که ضلع بزرگتر آن به موازات وجه 

به  10تر پوسته باشد. شایان ذکر است که افت فرکانس در شکل  کوچک

 80است. علت آن است که گشودگی محیطی به طول  9مراتب کمتر از شکل 

شود و تاثیر آن قطعاً کمتر از  محیط پوسته را شامل می  %25فقط متر  میلی

 .را در برگرفته بودطول پوسته  %80 گشودگی است که یحالت قبل

 اثر محل قرارگیری گشودگی -6-4

به منظور مطالعه اثر محل قرارگیری گشودگی، یک گشودگی مربعی به ضلع 

متر در نظر گرفته شده است. فاصله مرکز گشودگی از لبه پوسته  میلی 30

متر متغیر در نظر گرفته شده است. فرکانس طبیعی به  میلی 80تا  20بین 

دست آمده در هر حالت نسبت به فرکانس طبیعی پوسته بدون گشودگی 

 نمایش داده شده است. 11بعد شده و نتایج در شکل  بی

رفت نمودار به دست آمده کاملاً متقارن است. همانگونه که انتظار می

تواند تا حدود محل قرارگیری گشودگی میسازد که تحلیل نتایج روشن می

بر فرکانس طبیعی پوسته اثرگذار باشد. ضمن اینکه وجود گشودگی در  10%

ها اثر بیشتری بر کاهش فرکانس طبیعی دارد. این مسئله کاملاً بر  نزدیکی لبه

هایی است که پیش از این خلاف تاثیر گشودگی بر بار کمانش چنین پوسته

 مورد مطالعه قرار گرفته بود.  [21]در مرجع 

 

 
 

Fig. 10 Natural frequency variation for different cutout orientations 

(𝐿/𝑅 = 5) 

𝐿/𝑅)تغییرات فرکانس طبیعی برای جهات مختلف گشودگی  10شکل  = 5) 
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Fig. 11 Normalized natural frequency variation for different cutout 
location 

 بعد شده برای محل مختلف گشودگی  تغییرات فرکانس طبیعی بی 11شکل 

 شعاع پوستهاثر طول و  -6-5

های با و برای بررسی اثر پارامترهای هندسی بر رفتار ارتعاشی پوسته

بدون گشودگی در مرحله نخست تاثیر طول پوسته بر ارتعاشات پوسته بدون 

مطالعه کمانش محوری  ،گشودگی مورد بررسی قرار گرفت. پیش از این

𝐿/𝑅)های بلند ها نشان داده بود که برای پوستهپوسته > طول پوسته بر  (1

𝐿/𝑅)های کوتاه بار کمانش موثر نیست اما برای پوسته < مسئله متفاوت  (1

بررسی حاضر . [35] است و بار بحرانی شدیداً به طول پوسته وابسته است

. ندارندرفتار مشابهی  هاتغییرات فرکانس طبیعی پوسته دهد کهن مینشا

تغییرات فرکانس طبیعی به ازای تغییر نسبت طول به شعاع  پوسته  12شکل 

𝑅)های مختلف را برای چهار پوسته با شعاع = 25, 50, 100, 200 𝑚𝑚) 

ر واقع پذیری سازه بیشتر شده و ددهد. با افزایش طول پوسته انطافنشان می

یابد؛ بنابراین مطابق انتظار، افزایش طول پوسته فرکانس سفتی آن کاهش می

دهد. این روند کاهشی همواره وجود دارد و تفاوتی طبیعی آن را کاهش می

. البته میزان اثرگذاری طول پوسته بر نیستهای بلند و کوتاه میان پوسته

پوسته رفته رفته اثر  فرکانس طبیعی همواره یکسان نیست و با افزایش طول

 رود.گاه به طور کامل از میان نمییابد اما هیچآن کاهش می

ای با نسبت به فرکانس طبیعی پوسته 12اگر هر یک از نمودارهای شکل 

حاصل  13بعد شده و ترسیم شود؛ شکل نسبت طول به شعاع مساوی یک، بی

تغییرات نسبت طول شود که مستقل از شعاع پوسته، خواهد شد. ملاحظه می

 به شعاع پوسته اثر یکسانی بر فرکانس طبیعی پوسته دارد.

در مرحله بعد اثر طول و شعاع پوسته بر رفتار ارتعاشی پوسته دارای 

 100ای به طول گشودگی مورد مطالعه قرار گرفته است. بدین منظور پوسته

در نظر  مترمیلی 400و  200، 100، 50، 25متر و پنج شعاع مختلف میلی

متر متغیر میلی 90تا  10گرفته شده است. در هر مرحله ابعاد گشودگی از 

0.1فرض شده است ) < 𝑐/𝐿 < هایی (. مطالعه مشابهی بر روی پوسته0.9

متر میلی 400و  200، 100، 50، 25های متر و طولمیلی 100با شعاع 

حوی انتخاب انجام شد. در این قسمت نیز ابعاد گشودگی برای هر پوسته به ن

تغییر یابد. برای هر قسمت فرکانس  0.9تا  0.1بین  𝑐/𝐿شد که نسبت 

بعد طبیعی به دست آمده نسبت به فرکانس طبیعی پوسته بدون گشودگی بی

ارائه شده است. این  15و  14های شده است. نتایج به دست آمده در شکل

افزایش نسبت طول دهد که برای پوسته دارای گشودگی نیز با نتایج نشان می

به شعاع )افزایش طول و یا کاهش شعاع( فرکانس طبیعی پوسته کاهش 

هایی نیز یابد. ضمن اینکه اثر گشودگی بر کاهش فرکانس چنین پوستهمی

 بیشتر است.

 

 
 

Fig. 12 Natural frequency variation for different shell lengths 

 پوسته های مختلف طولتغییرات فرکانس طبیعی به ازای  12شکل 

 

 
Fig. 13 Normalized natural frequency variation for different shell 
lengths 

 پوسته های مختلف به ازای طولبعد شده  تغییرات فرکانس طبیعی بی 13شکل 

 

 
Fig. 14 Normalized natural frequency changes with cutout size for 

different shell radius (L=100 mm) 

گشودگی برای  مختلف بعد شده به ازای ابعاد تغییرات فرکانس طبیعی بی 14شکل 

 (L=100 mm)های مختلف پوسته با شعاع
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Fig. 15 Normalized natural frequency changes with cutout size for 

different shell lengths (R=100 mm) 
گشودگی برای  مختلف بعد شده به ازای ابعاد تغییرات فرکانس طبیعی بی 15شکل 

 (R=100 mm)های مختلف پوسته با طول

 اثر ضخامت -6-6

در این قسمت اثر ضخامت پوسته بر رفتار ارتعاشی پوسته با و بدون گشودگی 

ضخامت مختلف برای پوسته بررسی شده ه است. شش مورد مطالعه قرار گرفت

ها را به ازای ابعاد مختلف فرکانس طبیعی این پوسته 16شکل است. 

دهد که مطابق انتظار با دهد. بررسی نتایج نشان میگشودگی نشان می

افزایش ضخامت پوسته، سفتی سازه افزایش یافته که این امر موجب افزایش 

نتایج هر پوسته نسبت به فرکانس  17شود. در شکل فرکانس طبیعی می

بعد شده است تا میزان اثرگذاری گشودگی طبیعی پوسته بدون گشودگی بی

برای  بررسی شود. هرچند، ترند نمودارهاتر بر رفتار فرکانسی پوسته دقیق

های مختلف پوسته مشابه یکدیگر است؛ اما مشخص است که میزان ضخامت

تر بیشتر از های نازکر کاهش فرکانس طبیعی پوستهاثرگذاری گشودگی ب

و با افزایش ضخامت پوسته، از میزان اثرگذاری است  های ضخیمپوسته

این مسئله مشابه میزان اثرگذاری گشودگی بر بار شود.  گشودگی کاسته می

های با ضخامت مختلف است که پیش از این بررسی شده کمانشی پوسته

 .[21]است 

 

 
Fig. 16 Variation of natural frequency for different shell thickness 

 های مختلف پوسته تغییرات فرکانس طبیعی برای ضخامت 16شکل 

 
Fig. 17 Variation of normalized natural frequency for various shell 

thickness 

 های مختلف پوسته بعد شده برای ضخامت تغییرات فرکانس طبیعی بی 17شکل 

 گیرینتیجه -7

با و بدون  کامپوزیتیای  استوانه های پوسته ارتعاشات آزاد این مقاله در

 تغییرشکل برشی تئوری پایه گشودگی مطالعه شده است. معادلات حاکم بر

توان با انتخاب مناسب پارامترهایی، آن  ای بیان شده که می به گونه اول مرتبه

 دارای تحلیل پوسته برای تبدیل نمود. ساندرز یا و لاو دانل،  تئوری را به

تقسیم شده است. این   سبی المانتعداد مناسطح پوسته به گشودگی 

 هر های لبه در بارگذاری و مرزی بندی به نحوی صورت گرفته که شرایط المان

مربعات  روش کمک به حاکم معادلات المان، در هر. باشد یکنواخت المان

 با و شده گسسته محیطی و طولی هر دو راستای در یافته تعمیم تفاضلی

همچنین . است شده تشکیل جبری معادلات دستگاه یک معادلات این مونتاژ

 سازی گسستهنیز  و گشودگی و پوسته های لبه در مرزی شرایط سازی گسسته

 روش همین کمک به نیز ی مجاورها المان مشترک مرز در سازگاری شرایط

و حل مسئله مقدار ویژه حاصل شده، اعمال این شرایط  با. است شده انجام

افزار  در نرمیاد شده تمامی مراحل  .است هتعیین شد پوسته فرکانس طبیعی

 متلب کدنویسی شده است.

 نتایج پوسته با و بدون گشودگی با شده، ارائه روش برای اعتبارسنجی

 شده مقایسه آباکوس محدود المان افزار نرم نتایج نیز و مراجع در موجود نتایج

عین هزینه در را این مقایسه کارایی این روش و دقت بالای نتایج آن  .است

 دهد. در گام بعد، به کمک این روش اثر محاسباتی پایین به خوبی نشان می

کامپوزیتی با و بدون  های رفتار ارتعاشی پوسته بر مختلف پارامترهای

 که دهد می نشان ی انجام شدهها بررسی. است مطالعه شده گشودگی

𝑐/𝐿)های نسبتاً کوچک گشودگی < س طبیعی تاثیر چندانی بر فرکان ( 0.3

تر فرکانس طبیعی پوسته تقریباً با های بزرگپوسته ندارند. برای گشودگی

چینی است. این مسئله مستقل از جنس و لایه یابد.شیب ثابتی کاهش می

قرارگیری ضلع  بررسی جهت و محل قرارگیری گشودگی نشان داد که

 موجب افت شدید درتر پوسته  تر گشودگی به موازات وجه کوچک بزرگ

ها اثر  ضمن اینکه وجود گشودگی در نزدیکی لبهشود. فرکانس طبیعی آن می

. بررسی پارامترهای هندسی پوسته بیشتری بر کاهش فرکانس طبیعی دارد

توانند مستقلاً رفتار فرکانسی دهد که هیچ یک از این پارامترها نمینشان می

و افزایش  𝐿/𝑅بینی نماید. اما به طور کلی کاهش نسبت پوسته را پیش

دهد. ضمن اینکه این تغییرات ضخامت پوسته، فرکانس طبیعی را افزایش می
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دهد. به عبارت دیگر اثر وجود گشودگی بر فرکانس طبیعی را نیز تقلیل می

و فرکانس طبیعی  تر موثرتر استهای بلندتر و نازکوجود گشودگی بر پوسته

 .دهدآنها را بیشتر کاهش می
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