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 چکیده

ای  و زاویه s[0n/90m]های متعامد  ای ناشی از ترک ماتریسی در چندلایه خوردگی ماتریسی و جدایی بین لایه در این تحقیق، خرابی ترک

[θ/-θ]s میدان تنش و جابجایی با استفاده از فرضیات و شرایط . تحت بارگذاری کششی و برشی با روش خرابی تک لایه بررسی شده است

شدن ترک لایه حاوی خرابی، روابط  چنین، با استفاده از فرض بسته هم. ای تعیین می شوند کارگیری روش بهبود لایه همورد نظر و با ب

آمده خواص  دست بهروابط درونی و میدان تنش و کرنش  کارگیری بهبا . شدی مابین خواص لایه حاوی خرابی و لایه سالم استخراج درون

های ترک ماتریسی و جدایی  بینی شده و با استفاده از نتایج افت سفتی، نرخ رهایی انرژی کرنشی ناشی از خرابی لایه حاوی خرابی پیش

. دست آمده، با روش حساب تغییرات، روش اجزاء محدود و مشاهدات و نتایج آزمایشگاهی مقایسه شدند نتایج به. شدای محاسبه  بین لایه

های حساب تغییرات، روش اجزاء محدود و مشاهدات و نتایج  لایه با روش هماهنگی خوبی بین نتایج افت خواص مکانیکی روش تک

 شدهای حساب تغییرات و روش اجزاء محدود مشاهده  هایی انرژی روش تک لایه و روشبا مقایسه نتایج نرخ ر. شدآزمایشگاهی مشاهده 

لایه  در نهایت، دقت و صحت روش مایکرومکانیکی تک. دلیل اختلاف در شیب تغییرات سفتی همراه با خطا است لایه به که نتایج روش تک

 .شدانرژی حاصله اثبات بینی خواص چندلایه حاوی خرابی و عدم دقت نتایج نرخ رهایی  در پیش

 

 

Matrix cracking and induced delamination in symmetrically laminated 
composites subjected to static loading by using multi scale damage 
mechanics 

Bijan Mohammadi1*, Somayeh Asl Kamkar1, Amin Farrokhabadi2 

1- School of Mechanical Engineering, Iran University of Science and Technology, Tehran, Iran 
2- Department of Mechanical Engineering, Tarbiat Modares University, Tehran, Iran 
*P.O.B. 16846-13114, Tehran, Iran, bijan_mohammadi@iust.ac.ir 
 

 
Keywords 
 

Matrix cracking 
Induced delamination 
Reduced mechanical 
properties 
Energy release rate 
Multi scale damage modeling 
 

 

 

 

 

 
 

 
 

 
 

Abstract 

Matrix Cracking and induced delamination in symmetric cross-ply, [0m/90n]s, and angle-ply, [θ/-θ]s, 
laminated composites under axial and shear loading are studied by multi-scale micro-meso approach. The 
stress transfer model is implemented to predict the stress and displacement distribution incorporated with 
the ply-refinement technique in laminates. By considering crack closure condition, a series of useful inter-
relationships between thermo-elastic constants for damaged and corresponding undamaged laminates are 
derived. By using both of stress and displacement fields and these inter-relationships the properties of 
damaged laminated structure are achieved. These obtained properties are used to calculate the energy 
release rate in load control condition for the initiation and growth of matrix cracking and induced 
delamination in cross-ply symmetric laminates with [0m/90n]s layup. The obtained results of mechanical 
properties degradation show a good agreement with the results of experiments, variational approach and 
finite element methods (FEM) existed in literature. By comparing the results of the energy release rate of 
single-layer method with variational approach and finite element methods, it was observed that the results 
of proposed single-layer have a considerable error due to differences in slop of stiffness versus crack 
density. Finally, the accuracy of single-layer micromechanical approach in predicting the mechanical 
properties and inaccuracies in predicting of energy release rate was confirmed. 
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 مقدمه -1

تقویت شده با الیاف  کامپوزیتی زمینه پلیمریهای  در چند دهه گذشته سازه

های  در زمینه دارا بودن وزن کم، سفتی خاص و مقاومت بالا، دلیل بهپیوسته 

یکی از نقاط  .اند ضا استفاده شدهف حمل و نقل و هوا مختلف مهندسی مکانیک،

دلیل ساختار چندفازی وجود انواع مختلف خرابی در  ها به ضعف کامپوزیت

 [.1]باشد  مختلف از مایکرو تا ماکرو می های مقیاس

های زمینه پلیمری ترک  شکست اولیه در کامپوزیت مکانیزمچهار 

 ای جدایی بین لایهشکست الیاف و  جدایی الیاف و ماتریس، ماتریس،

های  آسیب ای ناشی از آن از های ماتریسی و جدایی بین لایه ترک .باشند می

ای  های کامپوزیتی متعامد و زاویه رایج در چندلایههای خرابی  م اولیه و مکانیز

اتصال بین ماتریس و الیاف تاثیر قابل توجهی بر استحکام مکانیکی  .باشند می

[. 2]مواد دارد و بررسی این اتصال از ابتدای ساخت این مواد مطرح بوده است 

رشده ها به معنی اثر تجمعی چند مکانیزم ظاه کلی، خرابی در کامپوزیت طور به

، در سطح (مقیاس مزو)ای  ، در سطح لایه(مقیاس ماکرو)در سطح چندلایه 

ترین موضوع  رو، مهم از این. باشد می( مقیاس مایکرو)الیاف یا ماتریس اطراف 

ها، انتخاب مقیاسی است که کامپوزیت در آن  در بررسی خرابی در کامپوزیت

لعه رفتار کامپوزیت به مطا ها آنسه مقیاس مهمی که در . شود میمطالعه 

ها و  روش [.3] ، عبارتند از مقیاس ماکرو، مزو و مایکروشود میپرداخته 

های ماکرومکانیک، مزومکانیک،  توان در مدل های مختلف خرابی را می مقیاس

 .های چندمقیاسی خلاصه نمود مایکرومکانیک، مکانیک خرابی پیوسته و روش

 ماکرومکانیک -1-1

خواص موثر ماده همگن شده توسط نرم افزارهای در تحلیل مقیاس ماکرو، 

هایی که در تعادل با بارگذاری خارجی  ساختاری برای یافتن تغییرشکل

چنین، برای پیش بینی خرابی پیشرونده و  هم. شوند هستند، استفاده می

 [.1]شوند  کار گرفته می شکست نهایی نیز خواص موثر به

 مکانیک خرابی پیوسته در مقیاس مزو -1-2

کند، اولین بار  تئوری خرابی کلی که به عنوان پایه برای این مدل عمل می

ارائه به کمک تئوری مکانیک خرابی پیوسته [ 9] 1583در سال  1توسط لادوز

های خرابی که  سازی مزو با توجه به مقیاس، برخی مکانیزم در مدل. شده است

شوند و  گرفته میای هستند، در نظر  های عرضی و جدایی بین لایه شامل ترک

برای هر حالت خرابی، پارامتر خرابی مرتبط با افت سفتی در نظر گرفته 

خرابی تک محوره کلاسیک که  ئوریت 2مکانیک خرابی پیوسته [.9] شود می

گیری ساده خرابی به  کند، از اندازه مفاهیم اساسی مکانیک خرابی را بیان می

در مکانیک خرابی  .آید می دست بهها  گیری مجموع سطوح خرابی وسیله اندازه

ابتدا تانسور خرابی کلی در نظر گرفته شده و براساس آن تانسورهای پیوسته 

در این روش، شکست نهایی از  .آید می دست بهتنش موثر و کرنش موثر 

 .شود میتخریب تدریجی ماده ناشی 

 مایکرومکانیک -1-3

روش دیگر برای تحلیل خرابی در مواد مرکب رویکرد مایکرو، مطالعه خرابی 

یا تکنیک سلول  3المان حجمی نمونه. می باشد ها مقیاس تشکیل ترکدر 

 شود میبسته به هندسه و شرایط بارگذاری کامپوزیت ساخته  1واحد تکراری

مان حجمی نمونه یا لتا رفتار کلی کامپوزیت و خواص آن از طریق تحلیل ا

                                                           
1. Ladeveze 
2. Continuum Damage Mechanic 
3. Representative Volume Element 
4. Repetitious Unit Cell 

این روش شامل دو . تعیین شوند واحد با روش های تحلیلی یا عددی سلول

در مرحله اول تحلیل تنش برای تعیین توزیع تنش در . مرحله می باشد

انجام ( ترک ماتریسی و جدایی بین لایه ای القایی)چندلایه حاوی خرابی 

اص موثر ماده تخمین زده و، خها تنشو بعد از یافتن اثر خرابی بر  گیرد می

در مرحله دوم بعد از بیان معیار خرابی، شرایطی که منجر به شروع و  .شود می

های مایکرومکانیک،  در بین روش. بینی خواهد شد رشد خرابی می گردد پیش

روش کرنش ها، روش تاخیر برشی، اصول تغییرات و  پرکاربردترین روش

 .می باشند صفحه ای عمومی

 تاخیر برشی  -1-3-1

های  با استفاده از مجموعه تقریب[ 1] 9کوخ این مدل برای اولین بار توسط

تئوری الاستیسیته و برای توصیف انتقال تنش بین الیاف و ماتریس برای 

گیری مدل متقارن الیاف منفرد  های الیاف ناپیوسته با در نظر کامپوزیت

های تاخیر برشی  مه تحلیله .کار رفته است هجاسازی شده در ماتریس، ب

در صفحه ترک عرضی لایه عرضی بار : زیر است م اساسیومبتنی بر مفه

که دور از ترک قسمتی از این بار توسط  دهد در حالی محوری را انتقال نمی

های عرضی ترک خورده و سالم مجاور به  تماس لایه برش محوری در سطح

همه مطالعات انجام شده ترک عرضی تحلیل شده  .شود میلایه عرضی منتقل 

تنها در  ها آناند و تفاوت  رسیده (1)با روش تاخیر برشی در آخر به معادله 

 .باشد می φتعیین پارامتر تاخیر برشی 

(1)       

         

σΔ درجه  9درجه به  59ی تنش کلی منتقل شده از لایه  دهنده نشان

بر . آیند می دست بهاین پارامترها ناشناخته بوده و از نتایج تجربی . باشد می

  و رایف اشنایدر  ها توسط های اسمیت اساس مطالعات گسترده تجربی ترک

که تغییر شکل برشی لایه محدود به ناحیه نازکی نزدیک  شد، مشاهده [1]

روش تاخیر  [8]( 1585)  و هنگ  لیم. های مجاور است سطح مشترک لایه

برشی اصلاح شده را برای چندلایه متعامد اعمال کردند و اثر لایه برشی 

های حرارتی و اثر پواسون را با مسئله ترک خوردگی  ای و کرنش داخل لایه

های تاخیر برشی چندان دقیق  تحلیل تنش در مدل. ماتریس ترکیب کردند

تنش برشی موجب نبوده و توانایی توصیف انتقال تنش در سطح مشترک با 

 .[19،5،3]مفید بودن این مدل در تحلیل ترک خوردگی بوده است 

 روش حساب تغییرات -1-3-2

های متعامد ترک خورده با رویکرد تغییرات اولین بار توسط  ی چندلایه مطالعه

تحلیل تنش دو بعدی تحلیل . [11] انجام شد 1589در سال  19هشین

، با استفاده از اصل انرژی مکمل مینیمم اعمال شده بر حجم هشینتغییرات 

و  9 ی ی محوری لایهها تنشتغییرات . چندلایه ترک خورده بهبود یافته است

، yyσ ،xyσی ها تنشتغییرات  .ماند ها ثابت می ر طول ضخامت لایهدرجه د 59

yzσ ی محوری با استفاده از توابع ها تنشتغییرات . صفر فرض شده است

ی محوری چندلایه بدون ترک مرتبط ها تنشای به  اغتشاش ناشناخته

و در  شود میآوردن توابع تغییرات، میدان تنش محاسبه  دست بهبا . شود می

و  ها تنشنهایت، ضرایب سفتی موثر برای چندلایه ترک خورده با محاسبه 

 [.5،3]آید  می دست بههای متوسط  کرنش

                                                           
5. Cox 
6. A.L.Highsmith 
7. K.L.Reifsnider 
8. S. G. Lim 
9. C. S. Hong 
10. Hashin 
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 عمومیروش کرنش صفحه ای  -1-3-3

های  های تنشی توسعه یافته مبتنی بر مدل در تحلیل 1مدل مک کارتنی

گیری شرایط  با در نظر. شود میهای حاوی ترک استفاده  خرابی در چندلایه

های متعامد ترک خورده وابستگی به جهت  ای کلی در چندلایه کرنش صفحه

در این روش با فرض  .یابد میدان تنش سه بعدی در چندلایه کاهش می

ای خطی در راستای  توابع تکه صورت به     و    ی برشی اغتشاشی ها تنش

ضخامت امکان استخراج روش تحلیلی برای تعیین توزیع میدان تنش و 

ها در  ی متقارن عمومی حاوی توزیع یکنواخت ترک جابجایی چندلایه

و  کرنش -تنشمعادله از روابط  1چندلایه که معادلات تعادل، سازگاری، 

با ارضای . سازد کنند، فراهم می ها را ارضا می مشترک معادلات پیوستگی فصل

در حالت مقدار میانگین متغیرها در  کرنش -تنشی  ی باقی مانده معادله 2

ل دستگاه معادلات ح صورت بهراستای ضخامت هر لایه، مسئله انتقال تنش 

های استاندارد عددی قابل  یابد که با تکنیک کاهش می 1دیفرانسیلی مرتبه 

 :شرایط مرزی و فرضیات میدان تنش در این مدل عبارتند از. حل هستند

 متقارن نسبت به صفحه میانی 

 ها که بین دو ترک مجاور قرار  متقارن نسبت به صفحه موازی با ترک

 .گرفته است

 درجه 59درجه و 9های  ش در سطح مشترک لایهپیوستگی تن 

 ها توزیع یکنواخت و به فاصله یکسان از هم ترک 

 [.3]های بیرونی  عدم کشش در سطوح ترک و سطوح خارجی لایه 

 های چندمقیاسی روش -1-4

آوردن  دست بهنقطه ضعف روش مکانیک خرابی پیوسته، دشواری در 

برای حذف این مشکل روش . باشد های تجربی می پارامترهای مدل از داده

مکانیک و یا مزو ترکیب  های دیگر مانند مایکرو ماکرومکانیک را با روش

آوردن پارامترها  دست بهها در  توان برای کاهش هزینه چنین، می هم. کنند می

های مختلف در روش مزو، این روش را با روش مایکرومکانیک  چینی برای لایه

 دست بهبرحسب پارامترهای مایکرومکانیک ترکیب کرده و قانون رشد خرابی 

 .آورد

 [12]روش تجربی -1-5

 بررسی .های آزمایشگاهی باید بررسی شود کیفیت کامپوزیت ها قبل از تست

 وجود چنینهم ماتریس و الیاف پیوند کیفیت با رابطه در اطلاعاتی کیفیت

روش  .کندمی ارائه تورق و ماتریس های ترک شده، شکسته الیاف ها، هحفر

 هایروش از تعدادیمیکروسکوپی، بازرسی فراصوتی و استفاده از اشعه ایکس 

 .کیفیت مواد هستند تجربی بررسی

 روش تک لایه -2

[ 11]با استفاده از روش انتقال تنش مک کارتنی [ 13]فرخ آبادی و همکاران 

در این روش . های کامپوزیتی پیاده کرد لایه را برای تحلیل چندلایه تکروش 

هایی با ضخامت کمترر، تنهرا    های چندلایه به زیرلایه جای تقسیم تمام لایه به

ی حاوی خرابی در تحلیل تنش دخالت داشته و با استفاده از روش بهبرود   لایه

. شرود  مری تر تقسیم  های کوچک حاوی ترک ماتریسی، به زیرلایه  لایه ای، لایه

 . اچیز می باشدی سالم با ضخامت بسیار ن ، زیرلایه آخرین زیر لایه

 و کارتنی چند لایه مک آبادی، لایه فرخ روش تک سه در این مقاله، نتایج

 مشخص ها معایب روش و مقایسه شده و مزایا باهم همزمان تغییرات حساب

                                                           
1. L.N.McCartney 

 استفاده نایرن روش از انرژی رهایی نرخ محاسبه چنین، برای هم. است شده

 ترک چگالی حسب بر انرژی رهایی نرخ تغییرات بار نمودار و برای اولین شده

 .کارتنی ترسیم خواهد شد مک روش ماتریسی در

هایی به  های متقارن که ترک جوار در چندلایه های هم انتقال تنش بین لایه

اند، قابل پیش بینی  آن تشکیل شده 59های  فواصل یکسان از هم در لایه

ای  های صفحه ای برای تغییر شکل شرایط کرنش صفحه که جایی از آن. است

ای نیستند، معتبر است این شرایط فرض  که تحت تاثیر اثرات انتقال تنش لبه

ای، مسئله را به یک مسئله دو بعدی  تغییر شکل کرنش صفحه. شده است

ای دو محوری و بارگذاری برشی  کاهش داده که در آن اثرات بارگذاری صفحه

 .ای در نظر گرفته شده است صفحه

ی در جهت ضخامت تنش و جابجایی دارای  غییرات مؤلفهت که جایی از آن

در این روش هر . شود میای استفاده  اهمیت زیادی است، روش تفکیک لایه

چنین،  هم. شود میهایی با خواص یکسان تفکیک  لایه از چندلایه به زیرلایه

ی برشی بصورت توابع خطی از مختصه ها تنشی در جهت ضخامت  مؤلفه

به خاطر این فرض، مجهولاتی . در نظر گرفته شده استضخامت هر لایه 

ی ها تنشگر  شوند که نشان بصورت توابعی از مختصه محوری معرفی می

در نتیجه، تنش محوری هر لایه . ها است برشی در فصل مشترک بین لایه

معادلات تعادل برای تعیین . آمده است دست بهمستقل از مختصه ضخامت 

 ی مستقل  شش معادله. تنش استفاده شده استهای  توزیع دیگر مؤلفه

گرفته  کار برای تعیین میدان جابجایی متناسب با میدان تنش به کرنش -تنش

به منظور استخراج معادلات دستگاه  کرنش -تنشسه معادله . شده است 

گیری در جهت مختصه  دیفرانسیلی مرتبه چهار به حالت مقدار میانگین

با حل این دستگاه معادلات، توابع مجهول میدان . شوند ضخامت استفاده می

چنین در این روش امکان پیش بینی تمام  هم. شود میجابجایی و تنش معلوم 

برای استخراج روابط داخلی بین ثوابت، فرض . ثوابت ترمو الاستیک وجود دارد

فرضیاتی که برای . شدن ترک مجازی در نظر گرفته شده است بسته

خورده در نظر گرفته  ی ترک بینی خواص لایه قال تنش و پیشسازی انت مدل

 :اند به شرح زیر هستند شده

 ی میانی  چندلایه نسبت به صفحهy=0   وx=0  متقارن فرض

 .شود می

 سازی رفتار  شوند، بنابراین برای مشخصه  ها ارتوتروپیک فرض می لایه

 .ثابت ترموالاستیک است 19خطی نیاز به 

 شوند یکنواخت و با فواصل یکسان از هم تشکیل میها به طور  ترک .

 .کنند رشد میy=±L ها در صفحات  ترک

 ای عمومی برقراری شرایط کرنش صفحه 

 ها در چندلایه ها و زیر لایه وجود پیوند قوی و کامل بین لایه 

 ی ضخامت استقلال تنش محوری هر لایه از مختصه. 

 ی سالم تحت بارگذاری  سطوح خارجی چندلایه     ،       

 .است       و 

  ی حاوی ترک  در لایه     و    ی برشی اغتشاشی ها تنشفرض

 ای خطی در راستای ضخامت صورت توابع تکه به

 ی عرضی  ی ترک خورده، مستقل از مختصه میدان تنش چندلایه

 .است

 ی حاوی ترک برای استخراج روابط  شدن ترک لایه فرض بسته

 خورده و سالم ی ترک داخلی بین خواص لایه
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 هندسه و معادلات اصلی -3

ی اورتوتروپیک  لایه  2N+2ی متقارن متشکل از المان حجمی نمونه چندلایه

با توجه به فرض متقارن . مشخص شده است w<z<w-و  L<y<L ،-h<x<h–با 

ی میانی، قسمت راست چندلایه  ی مورد نظر نسبت به صفحه بودن چندلایه

جهت عرضی و  zجهت طولی و محوری، محور  yمحور . شود میتحلیل 

چندلایه طوری بایستی قرار گیرد که . دهد جهت ضخامت را نشان می  xمحور

ی حاوی ترک  محورهای لایه. باشد zها فایبرشان در جهت  حداقل یکی از لایه

باشد و  zماتریسی باید طوری دوران کنند که صفحات ترک موازی با محور 

های حاوی خرابی فرض  جهات جدید منتقل شوند در لایهی اعمالی به ها تنش

ی یکسان از هم  های ماتریسی به طور یکنواخت و با فاصله که ترک شود می

درجه حاوی ترک  59ی  لایه. شود میتشکیل  y=±Lفقط در صفحات 

شرایط بارگذاری با . شود میهایی با خواص یکسان تقسیم  ماتریسی به زیر لایه

 شود میدرجه منتقل  59توجه به دوران محورها به سطوح خارجی لایه 

درجه که بایستی  59معادلات تعادل مربوط به مختصات کلی لایه [. 13]

 :هستند (1)تا ( 2)روابط  صورت بهارضا شوند، 

(2)     

  
 

    

  
 

    

  
   

(3)     

  
 

    

  
 

    

  
   

(1)     

  
 

    

  
 

    

  
   

درجره در مختصرات    59هرای   کرنش زیرر لایره   -چنین معادلات تنش هم

 :کلی عبارتند از

      
  

  
                       

                      (9) 

      
  

  
                       

                     (1) 

     
  

  
                      

 

                      
(1) 

      
  

  
 

  

  
               

 

                             
(8) 

    
 

 
 
  

  
 

  

  
                

(5) 

    
 

 
 
  

  
 

  

  
                

(19) 

 بررسی چندلایه سالم -4

 .شود میسطوح بیرونی چندلایه تحت بارگذاری زیر فرض 

(11)                    

رابطره  های  کرنش کرنش -تنشاعمالی در معادلات  یها تنشبا جاگذاری 

 .شوند صفر می (12)

(12)              

ای میردان جابجرایی بره فررم زیرر       با توجه به فرض اساسی کرنش صرفحه 

 .آید می دست به

(13)                                

کرنش عرضی چندلایه است که برای تمامی       در این روابط 

زیر  صورت بهبا توجه به رابطه بالایی، تنش عرضی . ها مقدار ثابتی دارد لایه

 .شود میبازنویسی 

          
  

  
                         

(11)                            

                                  

(19)                         

بره جرای ترنش     (19)ی  بعرد از جاگرذاری رابطره    کرنش -تنشمعادلات 

 .شوند زیر بازنویسی می صورت بهعرضی 

                                   

(11)                         
  

                                  

(11)                          
  

                           

(18)                         
  

ثوابت بعد از جاگذاری کرنش عرضی به جای تنش عرضی به فررم زیرر در   

 .آیند می

   
   

   
 (15) 

   
   

   
 (29)  

   
   

   
 (21)  

          
   

 

   
 (22)  

         
      

   
 (23)  

         
      

   
 (21)  

          
   

 

   
 (29)  

         
      

   
 (21)  

          
   

 

   
 (21)  

       
   

   
   (28)  

       
   

   
   (25)  

       
   

   
   (39)  
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نوشته و سپس معادله مربوط     و     ترتیب بر حسب  روابط تنش را به

بدین . شود میبه تنش محوری در رابطه تنش برشی و برعکس جاگذاری 

های محوری، عرضی و  ی محوری و برشی بر حسب کرنشها تنشترتیب 

 .شوند برشی نوشته می

                              

                                       
   

                                              
   (31)  

                                   

                                      
   

                                          
 ] (32)  

ی اعمالی مؤثر محوری، عرضی و برشی و کرنش مؤثر در جهت ها تنش

 . ضخامت به ترتیب زیر قابل محاسبه هستند

         
 

 
     

   

   

 

                               

(33)  

          
 

 
     

 

   

   

 

                              

(31)  

         
 

 
     

   

   

 

                              

(39)  

   
 

 
     

 

   

   

                   (31)  

ها  مجموع خواص معادل زیر لایهدرجه که از  59ی  ماتریس نرمی لایه

 .زیر نوشته شود صورت بهتواند  می، شود میتشکیل 

 

  

  

  
 

   

   

 
 
 
 
 
 
 
 
   

   

 
  

   

 

 

 
  

   

 

  
   

 
  

   

 

 

 
  

   

 
  

 

  

 

 

 

  

 

  
   

 
  

   

 

 

 
  

   

  
 
 
 
 
 
 
 
 

 

  
  

  
 

  

 

(31)  

 لایه حاوی ترک ماتریس -5

ای میدان تنش مستقل از محور عرضی  توجه به فرض شرایط کرنش صفحهبا 

 .شوند ی ترک خورده به فرم زیر نوشته می در نتیجه معادلات تعادل لایه. است
    

  
 

    

  
   (38)  

    

  
 

    

  
   (35)  

    

  
 

    

  
   (19)  

 ها آنای خطی بودن  با فرض تکه و       های تنش برشی  مؤلفه

 .شوند زیر در نظر گرفته می صورت به

   
    

    
      

  
     

    
    

  
 (11)  

   
    

    
      

  
     

    
    

  
 (12)  

ی سالم مقدارشان  بوده و برای لایه  yفقط وابسته به   qو p توابع مجهول 

چنین، مشتق اول این توابع با توجه به روابط ارائه شده معرف  هم. صفر است

با جایگذاری . ها هستند در فصل مشترک لایه    و     ی برشی ها تنش

 دست بهی باقی مانده ها تنشی برشی فرض شده در معادلات تعادل ها تنش

 qو  pی توابع  آمده دست بهمعادلات تعادل برای هر میدان تنش . آیند می

ای  آمده و شرایط کرنش صفحه دست بهبا توجه به میدان تنش . شود میارضا 

  uی جابجایی در جهت ضخامت مؤلفه کرنش -تنشو با استفاده از معادلات 

های جابجایی با استفاده از میدان تنش  چنین دیگر مؤلفه هم. آیند می دست به

 .شوند آمده تعریف می دست به uو تابع 

   
      

  
               

          
   

        
   

      
      

 

  
  

          
     

        
     

      
      

 

    
    

   

             
               

                    

        
 

 
      

       
   

         
   

      
     

       
    

  
     

 
    
       

    

  
     

             
           (13)  

   
      

  
               

         
   

        
   

      
      

 

  
  

        
     

        
     

                (11)  

 شرایط مرزی و پیوستگی -6

و  x<h>0ی  فقط ناحیه y=0و  x=0با توجه به تقارن لایه نسبت به صفحات 

0<y<L  تقارن نسبت به . شود میتحلیلx=0  ارضای شرایط زیر را موجب

 .شود می

   
        

               on   x=0 (19)  

ها برقراری شرط  گیری وجود پیوند قوی در فصل مشترک لایه با در نظر

 .زیر ضروری است

   
     

         
     

        
     

    

              
(11)  

                           

              
(11)  

 .خارجی چندلایه تحت بارگذاری زیر استلایه 

   
      ,    

          
       

              
(18)  

 .در معرض شرایط زیر است y=±Lهر سطح سالمی در صفحات 

                

                   
       for all x,z 

(15)  
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   ،  
ی  ترتیب کرنش مؤثر محوری، عرضی و برشی چندلایه به    و  

تنش آزاد  y=±Lهر سطح حاوی خرابی در صفحات  .حاوی خرابی هستند

 .است

   
                

            
   

                    (99)  
با توجه به شرایط و روابط تنش برشی فرض شده و صفربودن مقدار 

برای        و      برای لایه سالم، مقدار این توابع در       و      

 .لایه حاوی خرابی صفر است

      0                         0 (91)  

        0                      0 (92)  

های  ی مؤلفه معادلات تعادل و سازگاری برای روابط استخراج شده

شرایط پیوستگی و مرزی . شود میارضا  qو  pجابجایی و تنش بازای هر تابع 

برای ارضای روابط کرنش محوری و . برای میدان تنش و جابجایی برقرار است

ای از مقدار میانگین متغیرهای معادلات در جهت ضخامت  برشی درون صفحه

ای، ضخامت هر لایه به  با استفاده از تکنیک بهبود لایه. شود میاستفاده 

تا حداقل خطا به هنگام جاگذاری مقدار واقعی  شود میی کافی کوچک  اندازه

با جایگذاری مقدار متوسط در جهت ضخامت . با مقدار میانگین ایجاد شود

و        ی  رابطه y گیری نسبت به و انتگرال کرنش -تنشدر رابطه  اه تنش

 .خواهد آمد دست بهمتوسط میدان جابجایی        

 ی حاوی خرابی ی مؤثر در لایهها تنش -7

ی مؤثر در طول مابین دو ترک ها تنش 2wای به عرض  با در نظر گیری لایه

به  0         و 0      ،           ، 0      که اینبا توجه به 

 y= ±Lدر صفحات     که  جایی چنین، از آن هم. شوند فرم زیر محاسبه می

  صفر است، با توجه به معادلات 
 .شود میصفر        

        
 

   
      

             

 

  

  

    

   

   

  

             
 

 
   

   

   

     (93)  

       
 

   
      

             

 

  

  

    

   

   

  

           
 

 
   

   

   

     (91)  

    
 

   
      

              

 

  

  

    

   

   

    (99)  

    
 

   
      

             

 

  

  

    

   

   

 
 

(91)  

 محاسبه ثوابت ترموالاستیک -8

طور خطی به  به   و   ،   ی خطی پارامترهای  الاستیسیتهبا توجه به فرض 

  ،  پارامترهای 
صورت  به کرنش -تنشی حاوی خرابی روابط  برای لایه   و  

 .شود میزیر نوشته 

   
 

  
   

  
 

  
    

  
 

  
    

  
 

  
      

     (91)  

  
   

  
 

  
   

 

  
    

  
 

  
    

  
 

  
      

    (98)  

  
   

  
 

  
   

  
 

  
    

 

  
    

  
 

  
      

    (95)  

    
  
 

  
   

  
 

  
    

  
 

  
    

 

  
     

    (19)  

  پارامترهای 
  ،  

  و   
ی  ی درجه دهنده هایی هستند که نشان نسبت  

   گیری فرض مقید بودن لایه حاوی ترک  با در نظر. کوپلینگ برشی میباشند

. شود میی مربوط به کرنش برشی، تنش برشی محاسبه  از رابطه. صفر است

که در آن  شود میمقید بودن و صفر بودن کرنش برشی، منجر به وضعیتی 

سطوح . شوند ی ترک خورده بسته فرض می جهدر 59های  های زیرلایه ترک

گونه جابجایی ناپیوسته در عرض ترک نداشته و انتقال تنش توسط  ترک هیچ

  ی اعمالیها تنشاکنون لایه سالم با . گیرد صورت نمی ها آن

با  59های  برای لایه. آید می دست به   در نظر گرفته و           

 .شود میتوجه به ثوابت با صفر بودن کرنش برشی، تنش برشی نیز صفر 

   
 

   
      

    (11)  

  
   

   
 

   
      

    (12)  

  
   

   
 

   
      

    (13)  

 .شود میبه فرم زیر نوشته    های دو حالت  با تساوی کرنش

       
   

     
   

   
 

   
 

   
 

    
   

     
 

   
  

 

   

    

  
   

     
   

   
 

   
 

   
 

   (11)  

        (19)  

در نظر           ی اعمالی ها تنشبرای بار دیگر لایه سالم با 

 .آید می دست بهزیر  صورت به   گرفته و 

   
   

   
         (11)  

   
 

   
         (11)  

    
   

   
         (18)  

ی حاوی خرابی نیز با فرض بسته شدن مجازی ترک و بارگذاری  لایه

در نظر گرفته و معادلات           ی مقید  فشاری تک محوره

 . شود میزیر نوشته  کرنش -تنش

    
   

 

   
       

    (15)  

  
   

 

   
       

    (19)  

  
   

   
 

   
       

    (11)  

 .شود میبه فرم زیر نوشته    های دو حالت  با تساوی کرنش
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   (12)  

         (13)  

 .شود میتعریف  kضریب ثابت  k2و  k1با تقسیم دو ثابت 

      
  

  
 

   

   
 

   
 

   
 

   

   
 

   
 

   
 

 

 

   
  

 

   

   

   
 

   
 

   
 

  

           

   

   
 

   
 

   
 

 

   
  

 

   

 
   

     
   

     
 (11)  

های سالم و حاوی خرابی با فرض  حالت بعدی بارگذاری فشاری برای لایه

 . است                 مقید بودن و بسته شدن ترک مجازی 

   
   

   
         (19)  

    
   

   
         (11)  

   
 

   
         (11)  

    
   

 

   
       

    (18)  

  
   

   
 

   
       

    (15)  

  
  

 

   
       

    (89)  

 :آید می دست بهبه فرم زیر    های دو حالت  با تساوی کرنش

       
   

     
 

   
  

 

   

    
   

     
   

   
 

   
 

   
 

    

           
   

     
   

   
 

   
 

   
 

   (81)  

         (82)  

 .شود میتعریف  'k ضریب ثابت k3و  k1با تقسیم دو ثابت 

      
  

  
 

   

   
 

   
 

   
 

   

   
 

   
 

   
 

 

 

   
  

 

   

   

   
 

   
 

   
 

   

         

   

   
 

   
 

   
 

 

   
  

 

   

 
   

     
   

     
 (83)  

ها در چندلایه بستگی دارند و  فقط به هندسه و خواص لایه    و ثوابت 

به عنوان پارامتر  Dپارامتر دیگر . مستقل از ضریب انبساط حرارتی هستند

 دست بهخرابی ماکروسکوپیک تعریف شده که از روش مکانیک خرابی پیوسته 

با . دیگر ثابت چندلایه مستقل از پارامتر خرابی است D پارامتر .آید می

 . شود میداخلی زیر حاصل استفاده از این پارامتر روابط 

  
   

   
    (81)  

   

   
 

   
 

   
 
  

 

   
 (89)  

   

   
 

   
 

   
    

 

   
 (81)  

   

   
 

   
 

   
     

 

   
 (81)  

 

   
  

 

   
    

 

   
 (88)  

 

   
  

 

   
   

 

   
 (85)  

   
        

 

   
 (59)  

   
         

 
 

   
 (51)  

   
         

 

   
 (52)  

ی حاوی خرابی براساس  با استفاده از این روابط داخلی ثوابت مؤثر لایه 

 دست بهو ثوابت متناظرشان در لایه سالم    ،   ،  ی پارامترهای تعریف شده

با جایگذاری این ثوابت در ماتریس نرمی و با استفاده از روابط . آیند می

    و D ،   دستگاه معادلات پارامترهایهای مؤثر و حل  و کرنش ها تنش

ی حاوی ترک  ی این پارامترها ثوابت چندلایه با محاسبه. شوند محاسبه می

 .آیند می دست به

 

  
 

  
 

  
 

  

 
 
 
 
 
 
 

 

   
 

 
   

 

   
 

 
   

 

   
 

 
   

 

   
 

 

   
  

   
 

   
 

 
   

 

   
  

   
 

   
 

 

   
  

 
 
 
 
 
 

 

  

  
 

  

  (53)  

      

  
 

  
 

  
 

   

       

 
 
 
 
 
 
 

 

   
   

 

   
 

   

   
  

 

   
 

   

   

 
 

   
 

   

   
  

 

   
 

 

   
   

 

   
 

   

   

  
 

   
 

   

   
   

 

   
 

   

   
   

 

   
 

 

    
 
 
 
 
 
 

 

  

  
 

  

  

 
 
 
 
(51)  

   
   

 

   
      

(59)  

   
     

 

   
 

 

   
   (51)  

   
      

 

   
 

 

   
   (51)  

   
   

   

   
  

 

   
   

 

   
      (58)  

   
   

   

   
   

 

   
   

 

   
      (55)  

   
   

   

   
    

 

   
     

 

   
 

 

   
   (199) 

از رابطه    ،  و با معلوم بودن   چنین، با ثابت ماندن تنش برشی  هم 

 .شود میزیر محاسبه 

                        
  

 

  
   (191) 
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ی ترک خورده برای تعیین خواص  ی خواص لایه بعد از محاسبه

درجه جایگزین خواص  59ی  ی حاوی خرابی، خواص جدید لایه چندلایه

. آید می دست بهقبلی آن شده و خواص معادل چندلایه از ماتریس نرمی 

ای دارای ترک ماتریس نیز با  زاویهی  ها و چندلایه ی چندلایه خواص همه

ای که دارای ترک  بدین صورت که هر لایه. آید می دست بههمین روش 

آید و بعد از  در می 59ی  ماتریس باشد، در مختصات محلی به فرم زاویه

ی خواص آن لایه با این روش، خواص جدید جایگزین خواص محلی  محاسبه

ی لایه با جهات  خواص جدید لایه و زاویهبدین ترتیب با داشتن . شود میلایه 

 .آید می دست بهاصلی چندلایه، سپس خواص کلی چندلایه 

 ای ناشی از ترک ماتریس جدایی بین لایه -9

مقدار زیاد تنش در  دلیل بهای ناشی از ترک ماتریسی  خرابی جدایی بین لایه

یک  باتوجه به رقابت مودهای خرابی از. شود مینوک ترک ماتریسی ایجاد 

مود خرابی غالب جدایی بین ( چگالی ترک بحرانی)چگالی خاص به بعد 

 .ای است لایه

در  2Lی مابین دو ترک ماتریس مجاور  سلول واحد به طول فاصله

بعد از . شود میانتخاب  s[0n/90m]ی  درجه چندلایه 59های میانی  لایه

حد به سه ای ناشی از ترک ماتریس سلول وا تشکیل خرابی جدایی بین لایه

های جدایش مشابه  ی مابین طول ی اول ناحیه ناحیه. شود میناحیه تقسیم 

 (L-Ld)2های ماتریسی به طول  درجه حاوی ترک 59ی  سلول واحد لایه

 L < y < -(L-Ld)– و L-Ld< y <L نواحی حاوی طول جدایش. شود میتحلیل 

نواحی سطح آزادی هستند که حامل هیچ باری نیستند و مقدار تنش در این 

های مجاورشان منتقل شده و این  ی مربوطه به لایهها تنش. نواحی صفر است

 . شوند نواحی مرده از سلول واحد حذف می

 s[θ/-θ]ای  محاسبه خواص چندلایه زاویه -11

حاوی ترک ماتریسی با چگالی  s[θ/-θ]ای  های زاویه افت سفتی چندلایه

بعد از دوران . یکسان در هر دو لایه با استفاده از این روش قابل محاسبه است

درجه و باتوجه  59ی  ی حاوی خرابی مانند لایه مختصات محلی، خواص لایه

به ضخامت ترک با استفاده از روش فوق محاسبه شده و سپس خواص 

. آید می دست به [D]و  [B]، [A]ی عمومی با استفاده از ماتریس های  چندلایه

ی اعمالی صفر ها آنهای مورد نظر متقارن و مقدار مم که چندلایه جایی از آن

خواص چندلایه در مختصات مرجع  [A]هستند، تنها با استفاده از ماتریس 

 .شود میمعلوم 

 ی نرخ رهایی انرژی محاسبه -11

ها، تحلیل خرابی این  رهایی انرژی برای چندلایه ی نرخ هدف از محاسبه

درجه  59های  های ماتریسی در لایه های کامپوزیتی با فرض ایجاد ترک سازه

براساس تغییرات  Gنرخ رهایی انرژی کرنشی . به عنوان اولین مد خرابی است

ی تغییرات  میدان تنش با افزایش چگالی ترک و یا با استفاده از محاسبه

 . شوند ستیک چندلایه محاسبه میمدول الا

 حاوی ترک ماتریس s[0m/90n]نرخ رهایی انرژی چندلایه  -11-1

ی مابین دو ترک ماتریس  سلول واحد به طول فاصله 1با توجه به شکل 

. شود میانتخاب  s[0n/90m]ی  درجه چندلایه 59های میانی  در لایه 2Lمجاور 

ی عکس آن با طول سلول  توجه به رابطهبا افزایش چگالی ترک ماتریس و با 

تر  ی تحلیل نسبت به حالت قبل کوچک واحد، طول سلول واحد در هر مرحله

 .شود می

 
های  ی یکسان از هم در لایه های ماتریسی به فاصله نمایش روند ایجاد ترک 1 شکل

 s[0n/90m] درجه چندلایه 59

تغییرات خواص مکانیکی در شرایط بار ثابت  نرخ رهایی انرژی بر اساس

های زیر محاسبه شده و در نهایت بهترین حالت ممکن  با استفاده از فرمول

 .شدانتخاب 

و در رابطه، تنش  شدهچندلایه موردنظر به عنوان سلول واحد انتخاب 

چندلایه جاگذاری  [A] وارد بر چندلایه و سفتی محاسبه شده با ماتریس

 . شود می

   
  

  
            (192) 

های ماتریسی تشکیل  سطوح ترک Aانرژی کرنشی و  Uدر رابطه بالا 

 . یافته است
          (193) 

 h90عرض چندلایه و  W پارامتر های ماتریسی، تعداد ترک Nدر این ابطه 

 .درجه حاوی ترک ماتریس است 59های  ضخامت لایه

 .قابل محاسبه استانرژی کرنشی از فرمول زیر 

   
 

 
     

 

 
       

 

 

  

  
  (191) 

تنش   مدول الاستیک طولی چندلایه حاوی خرابی،  EAدر این رابطه 

 . حجم سلول واحد انتخاب شده است Vاعمالی بر چندلایه و 
         (199) 

عرض سلول  wی مابین دو ترک ماتریسی مجاور،  فاصله 2Lدر این رابطه 

با جاگذاری روابط . ضخامت کلی چندلایه است hواحد که یک فرض شده و 

 .آید می دست بهی زیر  بالا در فرمول نرخ رهایی انرژی کرنشی از رابطه

      
  

  
            

  
 

 

  

  
        

          
 

             
     

    

  
 

  
 

    
 

 
 
 
(191) 

های ماتریسی  صورت نسبت تعداد ترک ، به  چگالی ترک ماتریس 

تشکیل شده در طول سلول واحد انتخاب شده به طول سلول واحد تعریف 

به فرم زیر نوشته  2Lچگالی ترک ماتریسی در سلول واحدی به طول . شود می

 .شود می

  
 

  
 (191) 

 .شود میدرنهایت به فرم زیر تعریف  Gبا ترکیب روابط بالا 

   
 

 

     

     

  
 

  
 

    
 

            
 

 

 

   
  

 
 

      
 

 

      
 

     
 

 
 
 
(198) 
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های اولیه،  های ماتریس مابین ترک با توجه به فرض تشکیل ترک

   ی  و حالت ثانویه  ی  در حالت اولیه طولیتغییرات مدول الاستیک 

 .شود میبررسی 

درجه به عنوان سلول واحد در نظر گرفته شده و نرخ رهایی  59های  لایه

درجه  59های  درجه با استفاده از سفتی و تنش اعمالی بر لایه 59لایه  انرژی

درجه  59های  با کاهش سفتی لایه. شود میدر هر چگالی ترک محاسبه 

درجه  9های  ها کم شده و در نتیجه سهم تحمل تنش لایه تحمل بار این لایه

در نهایت نرخ رهایی انرژی چندلایه از . یابد در هر چگالی ترک افزایش می

 دست بهزیر  صورت بههای صفر و نود درجه  مجموع نرخ رهایی انرژی لایه

 .آید می

      
    

   (195) 

    
 

 
      

  
 

  
    

             
 

 
       

  
 

  
      

 
 

  
      

  

 
 
 
(119) 

در نظر گرفته شده و نرخ رهایی  واحدبه عنوان سلول  درجه 59های  لایه

درجه محاسبه  59های  انرژی با استفاده از سفتی و تنش اعمالی بر لایه

 .شود میدرجه صفر فرض  9های  در این روش نرخ رهایی انرژی لایه. شود می

         
    

   

              
 

 
        

  
 

  
      

 
 

  
      

  

 
(111) 

 59و  9های  نرخ رهایی انرژی لایه مجموعدر نهایت نرخ رهایی انرژی از 

 .آید می دست بهدرجه 

 ای جدایی بین لایه حاوی s[0m/90n]نرخ رهایی انرژی چندلایه  -11-2

 2در شکل طورکه همانای ناشی از ترک ماتریس  در حالت جدایی بین لایه

های ماتریس با چگالی خاص ایجاد  ترک شود می، ابتدا فرض شود میمشاهده 

ای با طول معینی ایجاد  شده و سپس در حالت بعدی جدایی بین لایه

ی حاوی  ی نرخ رهایی انرژی کرنشی چندلایه در نتیجه در محاسبه. شود می

درجه  59های  ای ناشی از ترک ماتریس، مدول الاستیک لایه جدایی بین لایه

ماتریسی مجاور هم و سپس حالت دوم تشکیل های  ابتدا در حالت حاوی ترک

نواحی دارای طول . آید می دست بهای به طول جدایی معین  جدایی بین لایه

ی  باشند و درنتیجه تنش به لایه ای قادر به تحمل تنش نمی جدایی بین لایه

 .شود میبالایی منتقل 

 
 شماتیک تحلیل چندلایه حاوی جدایی بین لایه ای 2 شکل

ای از مجموع تغییرات انرژی  نرخ رهایی انرژی ناشی از جدایی بین لایه

ای و  درجه بین دو حالت بدون جدایی بین لایه 9و  59های  کرنشی لایه

 . شود میصورت زیر محاسبه  حاوی خرابی در یک چگالی ترک ثابت به

              
    

    
 (112) 

               

             
 

 

    
 

  
   

 

 

    
 

  
   

 
 

 

             
 

 
 
     

  
 

    
      

  (113) 

    
       

 

    
   

  
    

 
     

 

  
  

(111) 

               

 
 

                
 

 

     
 

  
        

   
 

 

     
 

  
     

   
(119) 

         
 

 

     
 

  
        

          

 
 

             
 

 

     
 

  
     

         
(111) 

         
 

 
        

  

 
 

                
  

  
        

 
 

  
        

  (111) 

 .شود میزیر محاسبه  صورت بهتغییرات مساحت 

          
                                 (118) 

                       
   

  
 

    

  
  

 

           
 

   
   

       

 

    
   
  

    
 
     

 

  
     

           
 

   
 
         

 

 
 

   

  
        

 
  

  
     

    (115) 

طول جدایش    بین دوحالت،  کرنشیاختلاف انرژی    در روابط فوق، 

   درجه،  59ضخامت لایه     چگالی ترک ماتریسی،   ای،  بین لایه

 .اند بقیه پارامترها در بخش قبل تعریف شده. درجه است 9ضخامت لایه 

 نتایج و بحث -12

های  های انجام شده برای نسبت های حاوی ترک با توجه به مقایسه لایه

         مختلف، با نسبت 

       
ی نازک و ضخیم  لایهبه زیر  1موجود در جدول  

تحت  s[0n/90m]های  چینی در ابتدا برای هریک از لایه. اند تفکیک شده

بارگذاری کششی و برشی نمودارهای افت سفتی ناشی از ترک ماتریسی و 

ای ناشی از ترک ماتریسی، بر حسب چگالی ترک ماتریس و  جدایی بین لایه

ساب تغییرات کشمیری و با نتایج روش ح شود میطول جدایی گوناگون رسم 

و نتایج آزمایشگاهی موجود [ 11]، نتایج تحلیل اجزاء محدود رشتیانی [19]

در ادامه، توابع نرخ رهایی انرژی ناشی از ترک . شود میدر منابع مقایسه 

ای ناشی از آن برای هر یک از  خوردگی ماتریسی و جدایی بین لایه

تحت بارگذاری کششی بر حسب چگالی ترک  s[0n/90m]های  چینی لایه

رسم شده و با نمودارهای روش حساب تغییرات و تحلیل اجزاء محدود 

 . شود میسنجی  مقایسه و اعتبار

11 
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تحت بارگذاری کششی  s[θn/-θm]ای  های زاویه چنین، برای چندلایه هم

 ای ناشی نیز، نمودارهای افت سفتی ناشی از ترک ماتریسی و جدایی بین لایه

از ترک ماتریسی، بر حسب چگالی ترک ماتریس و طول جدایش گوناگون 

 .شود میو با نتایج تحلیل اجزاء محدود رشتیانی مقایسه  شود میرسم 

 s[0n/90m]های کامپویتی  چندلایه -12-1

های کامپوزیتی  سنجی نتایج آنالیز چندلایهخش، به تفسیر و اعتباردر این ب

[0n/90m]s ابتدا افت . شود میهای محوری و برشی پرداخته  تحت بارگذاری

ای و بعد از آن تحلیل  سفتی ناشی از ترک ماتریسی و جدایی بین لایه

 .شود میها بر مبنای انرژی ارائه  خرابی

 59برای تعداد تقسیمات مختلف لایه ی نتایج افت سفتی  با مقایسه

درجه با فرض ثابت  59ی  ی حاوی خرابی لایه زیرلایه( های مختلف n) درجه

  تری نسبت به نتایج دقیق 1مساوی  nی سالم نتایج  ماندن ضخامت زیرلایه

n  های کمتر است. 

 حاوی ترک ماتریس s[0n/90m]تغییرات خواص مکانیکی  -12-1-1

های کامپوزیتی تحت  سفتی ناشی از ترک ماتریسی چندلایهبرای آنالیز افت 

. شود میبارگذاری کششی و برشی از روش بیان شده در فصل قبل استفاده 

آزمایشگاهی مقایسه  نتایج محاسبات با نتایج روش حساب تغییرات و نتایج

درجه  59ی  میزان افت سفتی بر حسب چگالی ترک ماتریس در لایه. شود می

اپوکسی تحت بارگذاری کششی  -ی کامپوزیتی متعامد گلس یهبرای چندلا

نشان  3شکل  [.1]توسط های اسمیت و رایف اشنایدرانجام شده است 

ی میان نتایج آنالیز تحلیلی، اجزاء محدود، روش حساب  ی مقایسه دهنده

تغییرات و نتایج آزمایشگاهی افت سفتی ناشی از بارگذاری کششی تک 

چینی  اپوکسی با لایه -های کامپوزیتی متعامد گلس محوره در چندلایه

[0/903]s  و با ضخامتt=0.203 mm در  طورکه همان. برای هر تک لایه است

 .شود میها مشاهده  ، هماهنگی خوبی بین نتایج روششود میشکل نیز دیده 

 
تابعی از چگالی ترک ماتریسی چندلایه تحت  صورت بهمقایسه افت سفتی  3 شکل

 بارگذاری کششی

درجه برای  59ی  افت سفتی بر حسب چگالی ترک ماتریس در لایه

اپوکسی تحت بارگذاری کششی توسط  - ی کامپوزیتی متعامد گرافیت چندلایه

 [. 11]های تسای و دنیل انجام شده است 

آنالیز تحلیلی، روش حساب میان نتایج  ی ی مقایسه نشان دهنده 1شکل

تغییرات و نتایج آزمایشگاهی افت سفتی ناشی از بارگذاری کششی تک 

چینی  اپوکسی با لایه  - های کامپوزیتی متعامد گرافیت محوره در چندلایه

[0/904]s ضخامت و با t=0.127 mm در  طورکه همان. تک لایه است برای هر

 .شود میها مشاهده  نتایج روش ، هماهنگی خوبی بینشود میشکل نیز دیده 

 
تحت  تابعی از چگالی ترک ماتریسی در چندلایه صورت بهمقایسه افت سفتی  4 شکل

 بارگذاری کششی

و  s[0/90]چینی  اپوکسی با لایه  - های کامپوزیتی متعامد گلس چندلایه

 9در شکل  طورکه همان. برای هر تک لایه است t=0.203 mmبا ضخامت 

نشان  9شکل  .ها مشهود است ، هماهنگی بین نتایج روششود میدیده 

ی میان نتایج آنالیز تحلیلی، روش حساب تغییرات و نتایج  ی مقایسه دهنده

های  المان محدود افت سفتی ناشی از بارگذاری برشی خالص در چندلایه

 t=0.203و با ضخامت  s[0/90]چینی  اپوکسی با لایه - کامپوزیتی متعامد گلس

mm شود میدر شکل نیز دیده  طورکه همان. برای هر تک لایه است ،

ی  ی مقایسه نشان دهنده 1شکل .ها مشهود است هماهنگی بین نتایج روش

میان نتایج آنالیز تحلیلی، روش حساب تغییرات افت سفتی و روش اجزاء 

های کامپوزیتی متعامد  محدود ناشی از بارگذاری برشی خالص در چندلایه

برای هر  t=0.127 mmو با ضخامت  s[0/902]چینی  اپوکسی با لایه  - گرافیت

، هماهنگی بین نتایج شود میدر شکل نیز دیده  طورکه همان. تک لایه است

ی مقایسه میان افت  نشان دهنده 1چنین، شکل هم .ها مشهود است روش

چینی  اپوکسی با لایه -تی گلسسفتی محوری و مدول برشی چندلایه کامپوزی

[0/903]s  با ضخامتt=0.203 mm با توجه به شکل . برای هر تک لایه است

های ماتریسی بر مدول برشی بیشتر از  که اثر تخریبی ترک شود میمشاهده 

 .مدول محوری است
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[19] 

[0/904]s اپوکسی با لایه چینی / گرافیت  

 خواص مکانیکی مواد بکار رفته در تحلیل 1جدول 

          مواد

       
 ضخامت 

mm 
EA 

(MPa) 
ET 

(MPa) 
GA 

(MPa) 
GT 

(MPa) 
vA vt 

 15/9 31/9 3319 9359 5129 139999 121/9 98/9 اپوکسی -گرافیت

 12/9 3/9 1989 3199 13999 11199 293/9 91/9 اپوکسی -گلس

 9/9 3/9 2199 1999 1299 128999 11/9 98/9 اپوکسی -کربن

11 
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تابعی از چگالی ترک ماتریسی در چندلایه تحت  صورت بهمقایسه افت سفتی  5 شکل

 بارگذاری برشی

 
تابعی از چگالی ترک ماتریسی در چندلایه تحت  صورت بهمقایسه افت سفتی  6 شکل

 بارگذاری برشی

 
 تابعی از چگالی ترک ماتریسی صورت بهمقایسه افت سفتی محوری و برشی  7 شکل

 در چندلایه تحت بارگذاری کششی

. شود مینتایج آنالیز با نتایج اجزاء محدود مقایسه  8در شکل 

 .ها وجود دارد بین نتایج روش خوبیاز شکل پیداست، تطابق  طورکه همان

 
تابعی از چگالی ترک ماتریسی در چندلایه تحت  صورت بهمقایسه افت سفتی  8 شکل

 بارگذاری کششی

ی میان افت سفتی عرضی و افت سفتی  ی مقایسه دهنده نشان 5شکل 

در شکل مشاهده  طورکه همان. طولی نتایج تحلیل و نتایج اجزاء محدود است

های متعامد تحت بارگذاری  ، کاهش مدول یانگ عرضی در چندلایهشود می

 .نسبت به مدول یانگ طولی خیلی کمتر استکششی محوری 

 
تابعی از چگالی ترک ماتریسی  صورت بهمقایسه افت سفتی محوری و عرضی  9 شکل

 در چندلایه تحت بارگذاری کششی

ترک ماتریسی علاوه بر سفتی، ضریب پواسون نیز  چگالیبا افزایش 

ی نتایج روش تحلیلی  مقایسهی  دهنده نشان 19شکل . یابد کاهش می

اپوکسی با لایه  -ی کربن مایکرومکانیک با روش المان محدود در چندلایه

 .است s[0/903]چینی 

 ای حاوی جدایی بین لایه s[0n/90m]تغییرات خواص مکانیکی  -12-1-2

  ای ناشی از ترک ی کامپوزیتی حاوی جدایی بین لایه خواص و افت سفتی لایه

بدین صورت بررسی  11ماتریسی با توجه به روند نشان داده شده در شکل 
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ای را از طول مابین دو ترک ماتریس  که ابتدا طول جدایی بین لایه شود می

های ماتریسی به   کم کرده و سپس سلول واحد همانند سلول واحد حاوی ترک

افت سفتی این لایه بر حسب چگالی ترک . شود میتحلیل  (L-Ld)2ی   فاصله

  ماتریسی با نسبت طول جدایش به طول مابین دو ترک 

 
 .شود میبررسی  

 
تابعی از چگالی ترک ماتریسی تحت  صورت بهمقایسه کاهش ضریب پواسون  11 شکل

 بارگذاری کششی
 

 
 نمایش روند ایجاد ترک ماتریسی و جدایی بین لایه ای ناشی از آن 11 شکل

 
تابعی از نسبت طول جدایی به طول مابین  صورت بهمقایسه افت سفتی  12 شکل

 در چندلایه تحت بارگذاری کششی L=1mmترک ماتریس 

و  9های  ای لایه آنالیز افت سفتی بر حسب نسبت طول جدایی بین لایه

های  برای چندلایه L=1mmهای ماتریس  درجه به طول مابین ترک 59

تحت بارگذاری  s[0/90]چینی  اپوکسی با لایه/ کامپوزیتی متعامد گلس

نتایج با نتایج تحلیل اجزاء محدود . نشان داده شده است 12کششی در شکل 

با توجه به شکل هماهنگی . است شدهو نتایج روش حساب تغییرات مقایسه 

های متعامد حاوی  خواص مکانیکی چندلایه. شود میخوبی بین نتایج مشاهده 

ای ناشی از ترک ماتریسی، با افزایش طول جدایش و یا نسبت  جدایی بین لایه
  

 
 .یابد کاهش می 

ی میان افت سفتی بر حسب نسبت  ی مقایسه نشان دهنده 13شکل 

های  درجه به طول مابین ترک 59و  9های  ای لایه یهطول جدایش بین لا

نتایج تحلیل با نتایج اجزاء محدود و نتایج روش حساب  L=0.18 mmماتریس 

چینی  اپوکسی با لایه -های کامپوزیتی متعامد گلس تغییرات برای چندلایه

[0/90]s تناسب خوبی در شکل بین نتایج . تحت بارگذاری برشی است

 .شود میمشاهده 

 
تابعی از نسبت طول جدایی به طول مابین  صورت بهمقایسه افت سفتی  13 شکل

 در چندلایه تحت بارگذاری برشی L=0.18mmترک ماتریس 

 حاوی ترک ماتریس s[0n/90m]تغییرات نرخ رهایی انرژی  -12-1-3

ی قبلی به  که افزایش چگالی ترک در هر مرحله نسبت به مرحله از آنجایی

ی یک ترک ماتریس است، در نتیجه تغییرات مساحت ترک ماتریس  اندازه

بنابراین، . شود میمساوی مساحت دو طرف سطح جانبی ترک ماتریس جدید 

نرخ رهایی انرژی کرنشی برابر با تغییرات انرژی کرنشی ذخیره شده در 

 .چندلایه نسبت به تغییر مساحت ترک است

ی تغییرات نرخ رهایی انرژی  نشان دهنده به ترتیب 19و  11شکل

اپوکسی با ضخامت -ی کربن ماتریسی چندلایه  کرنشی بر حسب چگالی ترک

tply=0.154 mm  [0/90]و لایه چینیs  [ 904/ 02]وs   تحت بارگذاری کششی

در  طورکه همان. و مقایسه نتایج تحلیل و نتایج روش حساب تغییرات است

ار روش تحلیلی در چگالی ترک ماتریسی کم ، نمودشود میشکل مشاهده 

 .یابد ثابت بوده و بعد از یک پرش، کاهش می

ی تغییرات نرخ رهایی انرژی کرنشی بر  نشان دهنده18الی  11های  شکل

ی نتایج تحلیل  و مقایسه s[0/90n]های  حسب چگالی ترک ماتریسی چندلایه

، نرخ رهایی انرژی از شود میمشاهده  طورکه همان. و نتایج اجزاء محدود است

 .یک چگالی خاص به بعد، با افزایش چگالی ترک سیر نزولی دارد
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تابعی از چگالی ترک ماتریس در  صورت بهمقایسه نرخ رهایی انرژی کرنشی  14 شکل

 چندلایه تحت بارگذاری کششی

 
تابعی از چگالی ترک ماتریس در  صورت بهمقایسه نرخ رهایی انرژی کرنشی  15 شکل

 چندلایه تحت بارگذاری کششی

 
تابعی از چگالی ترک ماتریس  صورت بهمقایسه نرخ رهایی انرژی کرنشی  16 شکل

 چندلایه تحت بارگذاری کششی

 
تابعی از چگالی ترک ماتریس  صورت بهمقایسه نرخ رهایی انرژی کرنشی  17 شکل

 چندلایه تحت بارگذاری کششی

 
تابعی از چگالی ترک ماتریس  صورت بهمقایسه نرخ رهایی انرژی کرنشی  18 شکل

 چندلایه تحت بارگذاری کششی

های  تعداد لایه ، با افزایششود میمشاهده  15در شکل  طورکه همان

درجه کاهش نرخ رهایی  9ی بیرونی  درجه با فرض ثابت ماندن لایه 59میانی 

تر و با شیب بیشتری انجام گرفته و به صفر نزدیک  انرژی کرنشی سریع

 59های میانی  در چگالی ترک کم، نرخ رهایی انرژی با افزایش لایه. شود می

های ماتریس با افزایش  جاد ترکیابد در نتیجه تمایل به ای درجه افزایش می

های  است که با افزایش لایه حالی در  این. شود میدرجه بیشتر  59های  لایه

میانی تغییرات نرخ رهایی انرژی کرنشی با شیب قابل توجهی کاهش یافته و 

ای در نواحی دارای ترک ماتریس  احتمال بوجود آمدن جدایی بین لایه

های بزرگ تمایل به ایجاد ترک ماتریسی در  در چگالی ترک. یابد افزایش می

[0/903]s  [0/906]بیشتر ازs است. 

 ای حاوی جدایی بین لایه s[0n/90m]تغییرات نرخ رهایی انرژی  -12-1-4

ای ناشی از آن، سلول واحد  در حالت خرابی ترک ماتریس و جدایی بین لایه

درجه  59ی میانی  در لایه  2Lبه طول فاصله میان دو ترک ماتریسی مجاور

 . شود میانتخاب 
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بر تغییرات نرخ رهایی انرژی کرنشی ناشی از ترک  mنمایش تاثیر افزایش  19 شکل

اپوکسی با لایه  -تابعی از چگالی ترک ماتریس در چندلایه کربن صورت بهماتریسی 

 تحت بارگذاری کششی s[0/90m]چینی 

ی عکس آن با طول سلول واحد،  و با توجه به رابطهبا افزایش چگالی ترک 

چنانچه افزایش . شود میتر از مرحله قبل  طول آن در هر مرحله کوچک

ای در هر مرحله نسبت به  چگالی ترک ماتریس همراه با جدایی بین لایه

ای باشد، تغییرات مساحت ترک  ی جدایی بین لایه ی قبلی به اندازه مرحله

ای مساوی با مساحت نواحی جدایش نشان  جدایی بین لایهماتریسی همراه با 

 .باشد می 29داده شده در شکل 

 
ای  سلول واحد انتخاب شده لایه ی حاوی ترک ماتریسی و جدایی بین لایه 21 شکل

 ناشی از آن

نشان دهنده تغییرات نرخ رهایی انرژی کرنشی بر  23الی 21های  شکل

      های متعامد با نسبت  ترک ماتریسی چندلایه حسب چگالی
  

 
 .هستند 

 
 صورت بهمقایسه نرخ رهایی انرژی کرنشی ناشی از جدایی بین لایه ای  21 شکل

تابعی از چگالی ترک ماتریس در چندلایه حاوی جدایی بین لایه ای و ترک ماتریسی 

  تحت بارگذاری کششی با نسبت 

 
 =0.1 

 
 صورت بهمقایسه نرخ رهایی انرژی کرنشی ناشی از جدایی بین لایه ای  22 شکل

تابعی از چگالی ترک ماتریس در چندلایه حاوی جدایی بین لایه ای و ترک ماتریسی 

  تحت بارگذاری کششی با نسبت 

 
 =0.1 

 
 صورت بهرنشی ناشی از جدایی بین لایه ای مقایسه نرخ رهایی انرژی ک 23 شکل

تابعی از چگالی ترک ماتریس در چندلایه حاوی جدایی بین لایه ای و ترک ماتریسی 

  تحت بارگذاری کششی با نسبت 

 
 =0.1 

 s[θn/-θm]های کامپوزیتی  چندلایه -12-2

حاوی ترک ماتریسی  s[θ/-θ]ای  های زاویه در این بخش افت سفتی چندلایه

ای با توجه به روش ارائه شده در فصل قبل بررسی شده  و جدایی بین لایه

ی حاوی خرابی در مختصات محلی، خواص  با معلوم بودن خواص لایه. است

قابل محاسبه  [D]و [B]، [A]ی عمومی با استفاده از ماتریس های  چندلایه

ی اعمالی ها  نامتقارن و مقدار ممهای مورد نظر  که چندلایه از آنجایی. است

 .آید می دست بهخواص چندلایه  [A]صفر هستند، تنها با استفاده از ماتریس 

های  دارای ترک ماتریسی همانند چندلایه s[θ/-θ]ای  های زاویه در چندلایه

با افزایش چگالی ترک ماتریسی مدول الاستیک طولی  s[0n/90m]متعامد 

 . یابد کاهش می

های  ی میزان افت سفتی چندلایه ی مقایسه نشان دهنده 21شکل 

غیر هم محور با راستای بارگذاری نتایج تحلیل و نتایج  s[15-/15]ای  زاویه

 . روش اجزاء محدود هستند
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 تابعی از چگالی ترک ماتریس صورت بهمقایسه افت سفتی  24 شکل

 های میزان افت سفتی چندلایهی  ی مقایسه دهنده نشان 29شکل 

محور با راستای بارگذاری نتایج تحلیل و نتایج  غیر هم s[30-/30]ای  زاویه

ای با  های زاویه میزان افت سفتی در چندلایه .روش اجزاء محدود هستند

 .یابد درجه افزایش می 59ی  ها و نزدیک شدن به زاویه ی لایه افزایش زاویه

 
 تابعی از چگالی ترک ماتریس صورت بهمقایسه افت سفتی  25 شکل

 نتیجه گیری -13

روش تحلیلی تک لایه برای بررسی و تحلیل خرابی ترک ماتریسی و جدایی 

و  s[0n/90m]های کامپوزیتی متعامد  ای ناشی از آن در چندلایه بین لایه

صحت روش ارائه  همچنین. شدتحت بارگذاری کششی ارائه  s[θ/-θ]ای  زاویه

شده با نتایج تجربی، روش حساب تغییرات و روش المان محدود در 

تغییرات خواص مکانیکی . ای بررسی شد های متعامد و زاویه چندلایه

ای با روش حساب تغییرات کشمیری و المان  های متعامد و زاویه چندلایه

. و هماهنگی خوبی بین نتایج مشاهده شد شدمحدود رشتیانی مقایسه 

ها، صحت نتایج روش تک لایه  ی نتایج افت سفتی روش با دیگر روش مقایسه

ی نتایج نرخ رهایی انرژی کرنشی  در مقایسه. در مورد افت سفتی را تایید کرد

نادرست بودن روند تغییر  دلیل بهکه  شدها مشاهده  این روش با دیگر روش

های مختلف و با توجه به وابستگی نرخ رهایی انرژی به  یها در چگال سفتی

ها  شیب افت سفتی، تابع نرخ رهایی انرژی کرنشی منطبق بر نتایج دیگر روش

در این روش  که جایی از آنتوان چنین نتیجه گرفت  در نهایت می. نمی باشد

های  شوند و لایه های حاوی ترک در تحلیل تنش در نظر گرفته می تنها لایه

همراه با  ل ندارند، نتایج نرخ رهایی انرژیمجاور هیچ دخالتی در روند تحلی

 .خطای قابل توجه خواهد بود

 پیوست الف -14

فوق که حاصل انتقال روابط از محورهای محلی به  کرنش -تنشثوابت روابط 

 .آیند می دست بهمرجع هستند، از روابط زیر 
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 فهرست علائم -15

ρ چگالی ترک (1/mm) 

E*/E0  نسبت سفتی محوری حاوی ترک به سفتی اولیه 

G*/G0  برشی حاوی ترک به سفتی اولیهنسبت سفتی 

Ld/L نسبت طول ناحیه جدایش به نصف طول دو ترک 

Gm نرخ رهایی انرژی چندلایه حاوی ترک ماتریسی 

Gd 

نرخ رهایی انرژی چندلایه حاوی ترک ماتریسی و 

 ای ناشی از آن جدایی بین لایه
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