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   چكيده
مورد  ترك عرضي و تحت تأثير بار حرارتيداراي  گيردار ساخته شده از مواد مدرج تابعي، كنترل ارتعاشات عرضي تير يك سردر اين مقاله

هاي فراوان ناشي از تعميرات و قطع روند توليد و تحميل هزينه قطعات مكانيكيارتعاشات، به شكست از آنجا كه است.  قرار گرفتهبررسي 
منظور ها در صنايع مهندسي از اهميت خاصي برخوردار است. در اين راستا، از صفحات پيزوالكتريك بهشود، كنترل ارتعاش سازهمنجر مي

يابي به اين هدف، از روش چنين اعمال نيروهاي كنترلي بهره برده شده است. براي دستن ارتعاشات عرضي تير و همگيري ميزااندازه
هاي ديفرانسيل زماني تصويرسازي گالركين براي استخراج معادلهبر اين اساس، و  استفاده شدهمدهاي ارتعاشي  ريتز براي تشخيص-ريلي

تفاده قرار گرفته است. سپس با بيان اين معادلات به فرم فضاي حالت، روش بازخورد خروجي مبتني ي رفتار سيستم مورد اسكنندهتشريح
هاي الكتريكي و همچنين با توجه به اينكه تشخيص دقيق مشخصهكار گرفته شده است. گر حالت براي كنترل اين سيستم بهبر رؤيت

در . پيشنهاد شده استگر حالت كننده و رؤيتهاي كنترلطراحي بهره راياي است، روشي مقاوم بمكانيكي سيستم ارتعاشي كار پيچيده
در صورت نرُم محدود، از روش لياپانوف براي پايدارسازي بهره برده شده است. هاي پارامتري بهكار، با در نظر گرفتن عدم قطعيتاين راه

  است. كارايي روش پيشنهادي نشان داده شده سازي،چند شبيهپايان، با انجام 
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Abstract In this paper, vibration control of a cracked, functoinally graded, uncertain beam allocated in a thermal environment has been investigated. For this purpose, piezoelectric patches are used as sensors to measure the displacement of the beam and also as actuators to apply control forces. In this way, firstly, partial differential equation governing the dynamics of the system is derived by considering the Euler-Bernoulli assumption using Lagrange method. Approximate solution of eigenvalue equation is achieved using Rayleigh–Ritz method. After that, time dependent ordinary differential equations is obtained using Galerkin projection scheme and then represented in the state-space form. Based on this model, a robust observer-based output feedback controller is designed for this continuous-time model. In this regard, controller and observer gains are designed by a Lyapunov-based method. This procedure is done by solving a set on linear matrix inequalities. Simulation studies show the effectiveness of the proposed method.  
  مقدمه -1

پذيري بالا و سادگي طراحي، دليل وزن كم، انعطافپذير بههاي انعطافسازه
ليد اي را در علوم فضايي، توكاربرد زيادي در مهندسي دارد و سهم گسترده

انرژي و خودروسازي به خود اختصاص داده است؛ براي نمونه در قطارها، 
هاي توربين، ها، پرهپذير رباتها، بازوهاي انعطافها، توربينهواپيماها، موشك

شود. در كنار اين هاي هوايي از آنها استفاده ميماشين آلات دوار و سازه

ها سبب ارتعاش طولاني ههاي خوب، ميرايي كم اين سازها و ويژگيبرتري
هاي ديناميكي و سر و ي مكانيكي و درنتيجه افزايش تنشمدت در مجموعه

ديدگي دستگاه موردنظر و شود؛ پس ناپايداري و آسيبصداي مجموعه مي
شود. بر اين اساس، بررسي همچنين آلودگي وحشتناك صوتي از آن ناشي مي

دار است و پژوهشگران زيادي بر ها از اهميت خاصي برخورارتعاشات اين سازه
اند. همچنين، به دليل خستگي و وجود بار نوساني، روي آن متمركز شده
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شود، كه اين مسأله سبب كاهش هاي مختلف ايجاد ميهايي در سازهترك
ي هاي طبيعي و كاهش عمر مجموعهسفتي و درنتيجه كاهش فركانس

ن به بررسي تغييرات شود. در اين راستا، افشاري و اينممكانيكي مي
اند؛ ايشان از روش هاي طبيعي يك تير نازك داراي ترك پرداختهفركانس

اند و با مدل پيوسته به همراه سفتي محلي براي ترك در مدلسازي بهره برده
هاي متفاوت و در شرايط مرزي مختلف توجه به مكان ترك و نسبت عمق

مدهاي تير مفروض را با اند و شكل هاي طبيعي را محاسبه كردهفركانس
در همين راستا حيدري و همكاران نيز به  ].1اند [روش ريلي ريتز تخمين زده

تحليل ارتعاشات يك تير تيموشنكوي داراي ترك پرداختند. براي رسيدن به 
سازي ترك بهره اين مهم، از مدل پيوسته به همراه سفتي پيوسته براي مدل

سيستم با پاسخ اجزا محدود مقايسه شد  برده شد و در نهايت پاسخ فركانسي
]2.[  

هاي اخير، پژوهشگران به استفاده از براي كاهش ارتعاشات، در سال
اند. براي رسيدن به ها روي آوردهمنظور بالا بردن ميرايي سازهكنترل فعال به

هاي اين هدف، استفاده از مواد هوشمندي مانند پليمرها و سراميك
ي پيزوالكتريك شده است، كه از صفحات حساسهپيزوالكتريك پيشنهاد 

چنين صفحات عملگر يا محرك گيري ميزان ارتعاشات تير و هممنظور اندازههب
هاي كنترلي بهره برده شده است براي مثال پيزوالكتريك براي اعمال ورودي

ي حسگر و پاك و همكاران به كنترل فعال يك تير ساندويچي به وسيلهدامن
اند، همچنين ايشان پس از بدست آوردن الكتريك پرداختهعملگر پيزو

معادلات غير خطي حاكم بر مسئله و حل آن به وسيله روش نيوتن رافسون، 
. ]3[ اندتاثير هندسه و عوامل غير خطي را بر روي پاسخ سيستم مقايسه كرده

ريچداي و همكارش به كنترل يك تير ساندويچي تشكيل شده از سه لايه 
هاي (پيزوالكتريك، تير الاستيك و پيزوالكتريك) پرداخته و تأثير پارامتر

ي بازخوردي بر پايداري و همچنين پاسخ گذرا را بررسي كردند كنندهكنترل
. كواك و همكارش از حسگر و عملگرهاي پيزوالكتريك براي كنترل ]4[

ارتعاشات يك سيلندر كه در سيال مانند آب قرار گرفته است، بهره برده و 
. نوبار و همكاران روشي بر ]5[ صورت تجربي به ارزيابي نتايج پرداختندبه

اند، كه در آن تنها يك مد مبناي سوئيچ همزمان با نوسانات كم پيشنهاد كرده
گر مدهاي ي روش مبتني بر استفاده از مشاهدهبررسي شد. آنها با ارائه

ارتعاشي، توانايي روش براي پايدارسازي سيستم در حالت تحريك چند مد را 
  .]6[نيز بهبود بخشيدند 

براي برطرف نمودن معايبي كه در فلزها، مواد مركب ديگر،  طرفاز 
ي نويني هاي اخير، پژوهشگران دستهها وجود دارد، در سالاي و سراميكلايه

ي سپر حرارتي در صنايع هوافضا، رآكتورهاي عنوان مادهاز مواد را معرفي و به
شناخته  1مدرج تابعي ها، كه با نام موادخدمت گرفتند. اين تركيباي بههسته
ها ساخته شود اساساً ناهمگن بوده و معمولا از مخلوط فلزات و سراميكمي
]. در ساخت اين مواد، سراميك در يك سطح و فلز در سطح ديگر 7شود [مي

صورت در نظر گرفته شده و نسبت حجمي مواد سازنده بين اين دو سطح به
نيكي مؤثر آنها نيز از يك سطح به كند؛ بنابراين، خواص مكاتدريجي تغيير مي

كند. اين پيوستگي ساختار صورت تدريجي و پيوسته تغيير ميسطح ديگر به
مواد، منجر به بهبود كيفيت چسبندگي، كاهش ناهماهنگي در خواص 

شود. بر اين اساس، اي ميترموديناميكي و همچنين كاهش تنش بين لايه
هاي ساخته ها و ورقت تيرها، پرهي بررسي ارتعاشاشماري پژوهش در زمينه

شده از مواد مدرج تابعي و كنترل آنها انجام شده است كه در ادامه به برخي 

                                                            
1. Functionally Graded Material: FGM 

زاده و حسيني به بررسي ارتعاش يك تير تو شود. فاضلها اشاره مياز آن
خالي مدرج تابعي با در نظر گرفتن حركت سيال خنك از داخل آن 

ي توزيع گرما در تابعي بودن جنس، معادله اند. ايشان با فرض مدرجپرداخته
ي ارتعاشات عرضي با اند و سپس به حل معادلهراستاي ضخامت را حل كرده

اند. در اين پژوهش، تاثير ميزان پيچش وجود اثرات ژيرسكوپيك پرداخته
. آيدين ]7[هاي طبيعي بررسي شد محوري و سرعت دوران بر ميزان فركانس

به بررسي ارتعاش آزاد يك تير مدرج تابعي داراي ترك پرداخت؛ او ترك را 
سازي صورت يك فنر بدون جرم در نظر گرفت و با استفاده از روش مدلبه

 .]8[كرد  هاي طبيعي تير را محاسبهگسسته به همراه سفتي محلي، فركانس
تانگ و همكاران به بررسي ارتعاش آزاد يك تير مدرج تابعي پرداختند و 

هاي طبيعي تير مفروض ارائه كردند ي تحليلي فركانسروشي براي محاسبه
ي الگوريتم ژنتيك محل عملگرها و . بورانت و همكارش به وسيله]9[

ي مدرج تابعي بهينه كردند و همچنين با استفاده سنسورها را روي يك صفحه
ي دوم به كنترل ارتعاشات آن صفحه پرداختند ي خطي مرتبهكنندهاز تنظيم

. بداغي و همكاران از بازخورد منفي سرعت براي افزايش ميرايي يك تير ]10[
با مقطع مستطيلي مواد مدرج تابعي استفاده و عوامل دمايي و جنس را بر 

. اما در اين دو پژوهش روشي براي ]11[هاي كنترل بررسي كردند پارامتر
هاي كنترلي پيشنهاد نشد و تضمين پايداري سيستم طراحي اين بهره

  بسته نيز مورد توجه قرار نگرفت. حلقه
ي كنترل فعال توان متوجه شد كه در زمينهبا بررسي ادبيات موجود مي

ارتعاشات اجسام معيوب ساخته شده از مواد مدرج تابعي پژوهشي صورت 
همچنين در بسياري از تحقيقات انجام شده، فرض شده است گرفته است. ن

كه ميزان سختي و اينرسي عملگرهاي پيزوالكتريك در مقايسه با سختي و 
صورت اينرسي تير اصلي قابل اغماض است و همچنين پارامترهاي مدل به

كه چنين فرضياتي منجر به خطا در اند؛ در حاليدقيق در نظر گرفته شده
خمين پاسخ الكترومكانيكي سيستم ارتعاشي خواهد شد. اين كمبودها، ت

ي پژوهش كنوني بوده ي تحقيقات در اين حوزه و ارائهاي براي ادامهانگيزه
  است.

اين مقاله، روشي براي كنترل مقاوم ارتعاشات تير داراي ترك عرضي در 
قرار دارد،  ساخته شده از مواد مدرج تابعي طولي كه تحت اثر بار حرارتي

هاي جنبشي و ي انرژيپيشنهاد شده است. در اين راستا، نخست با محاسبه
پتانسيل، از روش لاگرانژ براي استخراج معادلات مشتق معمولي حاكم بر 

ي ريتز براي محاسبه-شود. سپس از روش ريليسيستم استفاده مي
ود. شهاي طبيعي و همچنين شكل مدهاي سيستم بهره برده ميفركانس

همچنين با نوشتن معادلات ديناميكي حاكم بر سيستم به فرم فضاي حالت و 
ي بازخوردي مبتني بر رؤيتگر كنندهي لياپانوف، كنترلكارگيري قضيهبه

سازي عددي انجام شده كارايي روش شود. شبيهحالت مقاوم طراحي مي
ه شماري نوآوري نسبت ب ،روش پيشنهاديدهد. پيشنهادي را نشان مي

توان مي الف) در انتهاي تير در نظر گرفته شده، كه دارد: هاي همانندپژوهش
گاز و يا بخار با دماهاي ي توربين نام برد، از آن به عنوان مدلي از يك پره

شود و به مرور در طول توربين تا خروجي آن، دماي گاز يا بسيار بالا وارد مي
شده در نزديكي نوك تير بايد مانند  كند؛ لذا مواد استفادهبخار كاهش پيدا مي

سراميك، مقاوت خوبي در برابر دماهاي بالا داشته باشد. همچنين، با حركت 
ها، دماي آن كاهش پيدا كرده اما نيروهاي وارده گاز به سمت محور پره

كند؛ لذا لازم است كه تير با استفاده از فلزات تقويت شود تا افزايش پيدا مي
هاي شات را تحمل نمايد. بر اين اساس، تغيير تدريجي ويژگيبتواند اين ارتعا

شود؛ كارگيري مواد مدرج تابعي طولي پيشنهاد ميمكانيكي در طول تير با به
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پيزوالكتريك و همچنين اثر دما بر ب) سختي و اينرسي سنسور و عملگر 

در نظر گرفته شده است. بنابراين خطاي مدلسازي به حداقل هاي آن ويژگي
سازي ديناميكي تير موردنظر، اثر ترك موجود در تير رسد؛ پ) در مدلمي

هاي لحاظ شده است؛ ت) اثرات بارگذاري دمايي و هدايت گرمايي بر مشخصه
هايي كه با توجه به عدم قطعيتمكانيكي تير در نظر گرفته شده است؛ ث) 

د سازي الكتريكي و مكانيكي سيستم تحت كنترل ايجاممكن است در مدل
شود كه توانايي پايدارسازي يك شود، يك روش كنترل مقاوم پيشنهاد مي

  سيستم نامعين را تا حد زيادي دارد. 
 3به بيان مسأله پرداخته شده و در بخش  2 در ادامه، نخست در بخش

شود. سازي ترك و اثر آن در كاهش انرژي پتانسيل بررسي ميچگونگي مدل
به  5موردنظر استخراج شده و در بخش  مدل رياضي تير مرتعش 4در بخش 

روش  6شود. در بخش ي پاسخ آن پرداخته ميبيان روشي براي محاسبه
سازي با انجام شبيه 7كنترلي مقاوم پيشنهادي تشريح شده و در بخش 

  شود. كارايي آن نشان داده مي

تير معيوب مدرج تابعي طولي داراي عملگر و حسگر پيزوالكتريك  - 2
 ار حرارتيتحت اثر ب

نمايان است، تير مفروض داراي مقطعي يكنواخت با  1در شكل طور كه همان
كه yاست. جابجايي تير در راستاي محور Lو طول  hb، ضخامت bپهناي

)است، با تابعي از زمان و مكان  , )v x t  0و بيان شده استy ي صفحه =
ي ترك عرضي از مبدأ مختصات كه در ابتداي سمت فاصلهمياني تير است. 

همچنين يك مشخص شده است.  cxچپ تير قرار گرفته است، با نماد 
ي حسگر روي سطح بالايي و يك قطعه ي محرك پيزوالكتريك برقطعه

ي پيزوالكتريك بر روي سطح پاييني تير قرار گرفته است. در اين شكل، لايه
و طول  ahاز ابتداي تير، با ضخامت 1axيعملگر پيزوالكتريك در فاصله

2 1a a aL x x= با ضخامت  1sxي يزوالكتريك در فاصلهي سنسور پ، لايه −
sh  2و طول 1s s sL x x= شود قرار داده شده است. در اينجا فرض مي −

كه عرض تير و قطعات پيزوالكتريك، با هم برابر و نسبت طول تير به ضخامت 
توان از )؛ بنابراين در استخراج روابط مي10 تر ازآن نسبتاً بزرگ باشد (بزرگ

هاي برنولي استفاده كرد، همچنين فرض شده است كه وصله-فرض تير اويلر
  پيزوالكتريك بر روي ترك قرار ندارند.

  

 
  .كهاي حسگر و محرك پيزوالكتريتير مدرج تابعي طولي داراي ترك با وصله 1شكل 
  

اين ترتيب كه  ه شده است؛ بهتير موردنظر از مواد مدرج تابعي ساخت
ي فلزي و سطح سمت راست شود، سطح سمت چپ آن يك لايهفرض مي

و  bρمانند چگالي  هاي مكانيكي آن،اي سراميكي است و مشخصهلايه
كند. علت در ، به طور پيوسته در جهت طول تغيير ميbEمدول الاستيك 

عنوان مثال در يك توربين، گاز با ظر گرفتن چنين تغييري اين است كه بهن
شود. پس لازم است كه انتهاي پره از جنسي كه دماي بسيار بالا وارد مي

هاي زياد دارد، استفاده شود تا از خوردگي و مقاومت بالايي در درجه حرارت
واد سراميكي اكسيداسيون آن جلوگيري شود؛ براي رسيدن به اين مهم از م

ها، دما كاهش پيدا كرده شود. با حركت گاز به سمت ريشه پرهبهره برده مي

كند. لذا بايد تير تقويت شود تا بتواند اين اما نيروهاي وارده افزايش پيدا مي
شود. در اين منظور از مواد فلزي استفاده ميارتعاشات را تحمل نمايد، كه به
عنوان سراميك و فلز ترتيب، به، به3فولاد و 2اين پژوهش، نيتريد سيليكون

 SNتر آنها از علائم اختصاري كار گرفته شده است، كه براي معرفي سادهبه
ترتيب به mρو  cE ،cρ ،mEشود. فرض كنيد كه استفاده مي SSو 

هاي سراميكي سمت چپ و فلزي مقادير مدول الاستيك و چگالي را در لايه
سمت راست تير نشان دهد. اين دو مشخصه به طور پيوسته در جهت طول 

 ،]12[كند تغيير مي) 2(و  )1( هايطبق رابطه
كار رفته در مواد مدرج تابعي در هر نقطه معرف كسر حجمي فلز به mVكه 

بيانگر  kkكه شود، درحاليتعريف مي) 3( ياز تير است و به صورت معادله
  حجمي است.  ثابت كسر

)3(  
kkm xV L =  

 
 

هاي اما آشكار است كه تغييرات دما نسبت به مقدار مرجع بر مشخصه
مكانيكي مواد مختلف تأثيرگذار است. براي در نظر گرفتن اثر آن در مواد 

شود. همچنين در استفاده مي ]13[مدرج تابعي، از مدل ارائه شده مرجع 
ي در نظر گرفته شده، دما نيز تابعي از طول تير است؛ بنابراين بايد مسأله

منظور اعمال تغييرات دما در طول تير، توزيع دما نيز در تير پيدا گردد. به
حالت پاياي يك بعدي و با شرط مرزي دما ثابت در طرفين تير، يعني در 

L( با فرض  RTو  LTيب دماهاي ترتسمت چپ و راست آن، به RT T< در (
ي ديفرانسيل انتشار گرماي يك بعدي به صورت شود. معادلهنظر گرفته مي

  قابل بيان است. )4( رابطه

)4(   
 
 

d d( ) =0d dTk xx x  

)،)4(ي در رابطه )k x  ضريب هدايت گرمايي در طول تير است و چون
جنس تير مورد بررسي از مواد مدرج تابعي در نظر گرفته شده است، با ضريب 
هدايت گرمايي هر يك از اجزاي سازنده رابطه دارد و در هر فاصله از مبدأ 

ظر در ن )5( يصورت معادلهتوان بهمتغيير خواهد بود. پس اين ضريب را مي
ترتيب ضريب هدايت گرمايي سراميك و فلز به mkو  ckگرفت كه در آن 
  محاسبه خواهد شد. ]12[ طبق مرجع 300Kاست كه در دماي 

)5(  ( ) ( )Vm c m ck x k k k= − +  
به ازاي شرايط مرزي دما ثابت )، 4( ي ديفرانسيلدر نهايت، با حل معادله 600RT K=،300LT K= دست آورد.هتوان بتوزيع دما در طول تير را مي  

 سازي ترك عرضيمدل - 3
رضي موجود در تير، فرض شده است كه ترك در سازي ترك عجهت مدل

سطح فوقاني تير و به طور كامل در راستاي پهناي تير قرار دارد و به هنگام 
ترك به صورت يك فنر ، 2 شكلمطابق شود. ارتعاش تير باز و بسته نمي

ك كمتوان بهاين فنر را مي ckپيچشي بدون جرم مدل شده است. سفتي
  ،محاسبه نمود )6( يصورت معادلهروابط مكانيك شكست و انرژي كرنشي به

)6(  ( )
C

1 6 cbabc hc b bhk E Iπ= = Ψ  

                                                            
2. Silicon nitride 
3. Stainless steel 

)1(  ( )b c m m mE E E V E= − +  

)2(  ( )b c m m mVρ ρ ρ ρ= − +  
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گشتاور اينرسي سطح  bIعمق آن،  acپذيري ترك،معرف انعطاف cCكه 
)و  zتير حول محور  )cbahΨ ي تغيير نسبت است كه در بازه تابعيc ba h 

 .]14[قابل بيان است  )7( يبين صفر تا شش دهم، به صورت معادله

)7(  

. .

. .

. .

. .

.

2 3
4 5

6 7
8 9

0 629 1 047
         4 602 9 975
         20 295 32 993
         47 041 40 639
        19 600

c c cb b b
c cb b

c cb b
c cb b
c b

a a ah h ha ah ha ah ha ah ha h

     Ψ = −     
     

   + −   
   

   + −   
   

   + −   
   

+


10
 


  

وجود ترك باعث كاهش سفتي و در نتيجه كاهش انرژي كرنشي تير 
ي ، با فرض اينكه ترك در زير وصله]1[خواهد شد. افشاري و اينمن در مرجع 

ي اين كاهش انرژي را براي محاسبه )8( يپيزوالكتريك قرار ندارد، رابطه
   ،پيشنهاد كردند

)8(  (x , t)
(x )

2212 2ccrack E b c b vU C E I x ∂=  ∂ 
 

)كه در آن  )E c b bC C E I x= .است  
  

  
  سازي ترك موجود در تيرنحوه مدل 2شكل 

  
  عرضي تير مفروض سازي رياضي ديناميكمدل - 4

تير در ادامه از روش لاگرانژ براي استخراج معادلات حاكم بر ارتعاش عرضي 
شود. براي اين منظور ابتدا بايد انرژي پتانسيل و جنبشي استفاده مي 1 شكل

تير محاسبه شود. در اين راستا، انرژي پتانسيل كرنشي مجموعه با در نظر 
محاسبه  )9( كمك رابطهرات دما بهگرفتن اثر قطعات پيزوالكتريك و تغيي

  شود. مي

)9(  1 12 2b b p pb p xx xx b xx xx pdV dVσ ε σ εΠ = Π + Π = +   

ترتيب معرف انرژي ه، بbΠ ،bxxσ ،bxxε ،pΠ ،pxxσ ،pxxε در اين رابطه،
  پتانسيل كرنشي، تنش و كرنش عمودي در تير و قطعات پيزو الكتريك است.

در اثر وجود بار حرارتي، تنش و به دنبال آن گشتاور و همچنين نيروي 
ي . جهت محاسبه]15[داخلي در تير و قطعات پيزوالكتريك پديد خواهد آمد 

)يگشتاور و نيروي داخلي، با توجه به اين كه جابجايي در صفحه ),x y 
قابل محاسبه  )12(تا  )10( است، گشتاور و نيروي خارجي با استفاده از روابط

 خواهد بود،
)10(  ( ) ( ) ( )

2 2 bT b b TvM x E x I M xx ∂= − + ∂ 
 

)11(  ( ) ( ) ( ) ( )bT t bAM x x E x T x ydAα= −

)12(  ( ) ( ) ( ) ( )T t bAN x x E x T x dAα= − 

)كه درحالي )t xα ي مدرج تابعي است. درنتيجه ضريب انبساط دمايي ماده
)ي با توجه به رابطه )bxx T bM x y Iσ  ،)8( ينهي و رابطه، اصل برهم=
 )13(صورت رابطه بهتوان دار تحت بار حرارتي را مير تركانرژي كرنشي تي

  .نوشت

)13(  

( , )
(x)

( , )
(x)

(x , t)
(x )

2212 20 212 20 2212 2

 
        
        

Lb b b
L bT

cE b c b

v x tE I dxxv x tM dxx vC E I x

 ∂Π =  ∂ 
 ∂+  ∂ 

 ∂−  ∂ 



 

چون بر روي تير مفروض قطعات حسگر و عملگر پيزوالكتريك قرار دارد، 
هاي پيزوالكتريك، لذا بايد با در نظر گرفتن روابط تنش و كرنش در قطعه

صلاح نمود. رابطه تنش در قطعات را ا )13( يانرژي كرنشي در رابطه
  است. )14( يپيزوالكتريك به صورت معادله

)14(  
211 31 3 12p E T Exx vC y e E Txσ λ∂= − − −

∂
 

ترتيب مدول الاستيك پيزوالكتريك در به 3Eو  11EC ،31Te)، 14( يدرمعادله
ابت، ضريب تنش پيزوالكتريك در دماي ثابت و ميدان ميدان الكتريكي ث

ضريب تنش  1Eλالكتريكي بين الكترودهاي پيزوالكتريك است. همچنين، 
محاسبه  )15( يصورت معادلهدمايي در ميدان الكتريكي ثابت است كه به

 شود. مي
)15(  ,T1 11E E pTCλ α=  

ترتيب ضريب انبساط دمايي و مدول الاستيك به T11EC,و  pTαدر اينجا، 
به  3Eو  31Teپيزوالكتريك در ميدان الكتريكي و دماي ثابت است. همچنين 

 .شودمحاسبه مي )17(تا  )16(روابط صورت 
)16(  ( )3 aV tE h=  

)17(  ,31 11 31T E Te C d=  
 )14( ثابت كرنش پيزوالكتريك است. با استفاده از روابط 31d، )17( در رابطه

دست به )18(رابطه  )9( يو جاگذاري آنها در عبارت دوم معادله )17(تا 
  ،آيدمي

)18(  

( )

( )

( )

,T

,T

( , )

( , )

( , )

( , )

( , )

22 21 112 21 22 21 112 212 212 212 21 12 21 21 12 2

       
       
       
       

x aEp pa x ax sE ps x sx ap x ax aE PaTx aE PsT

v x tC I dxxv x tC I dxxv x tJ dxV tx v x tM x dxxv x tM x x
λ

λ

 ∂Π =  ∂ 

 ∂+  ∂ 
 ∂+  ∂ 

 ∂+  ∂ 

∂+
∂








2
1

x s
x s dx 

 
 



 

s( پيزوالكتريك ه با فرض برابر برابر بودن ضخامت حسگر و عملگرك ah h=( 
 شود.حاصل مي )20( و )19(روابط 

)19(  ( )31 13 4 2pa ps a s b b sI I bh h h h h= = + +  
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)20(  ( )31 22T b sp e b h hJ +
= −  

روابط مطابق توان با فرض عدم تغيير دما در راستاي ضخامت پيزوالكتريك مي
 .نوشت )22(و  )21(
)21(  ( ) ( ) ( )( )

22a a bPaT h b h hM x T x+
= − Δ  

)22(  ( ) ( ) ( )( )
22s s bPsT h b h hM x T x+

= − Δ  

)، عبارت)22( و )21(روابط لازم به ذكر است كه در  )T xΔ نشان
ي اختلاف دماي پيزوالكتريك با دماي اوليه است .(منظور از دماي دهنده

 ر روي تير است). با تركيب روابطنصب پيزوالكتريك بي اوليه، دماي لحظه
صورت به تواني موردنظر را ميانرژي كرنشي مجموعه )18(و  )13(، )9(

  نوشت. )23(رابطه 

)23(  

( )

,T

,T

( , )

( , )

( , )

( , )

22 21 112 21 22 21 112 212 212 212 21 12 21
1 12

          
          
          
          

x aEtotal pa x ax sE ps x sx ap x ax aE PaTx aE

v x tC I dxxv x tC I dxxv x tJ dxV tx v x tM dxxM
λ

λ

 ∂Π =  ∂ 

 ∂+  ∂ 
 ∂+  ∂ 

 ∂+  ∂ 

+








( , )

( , )
(x)

( , )
(x)

(x , t)
(x )

2 2 21 2212 20 212 20 2212 2

          
          
         

x s PsTx sL b b
L bT

cE b c b

v x t dxxv x tE I dxxv x tM dxx vC E I x

 ∂
 ∂ 

 ∂+  ∂ 
 ∂+  ∂ 

 ∂−  ∂ 







 

با توجه به اين كه سطح مقطع يكنواخت و اينكه توزيع دما به صورت  البته
برابر با صفر  bTMست، يك بعدي و در جهت طول تير در نظر گرفته شده ا

  . ]15[است 
همچنين انرژي جنبشي تير و قطعات پيزوالكتريك را در صورت 

 )24( يتوان با استفاده از رابطهنظر از انرژي جنبشي الكتريكي، ميصرف
  محاسبه نمود.

)24(  

( , )
( )

2 221 12 2 12212 1

x ab b b a a x ax sa s x s

v x t vK x dV h b dxt tvh b t
ρ ρ

ρ

∂ ∂   = +   ∂ ∂   

∂ +  ∂ 

 



هاي سنسور و عملگر بر اساس اين رابطه و يكسان فرض شدن چگالي قطعه
)پيزوالكتريك )s aρ ρ=صورت توان به، انرژي جنبشي كل مجموعه را مي

  نوشت.  )26(و  )25(روابط 

)25(  ( ) ( ),
( )

212 0
Ltotal v x tK A x tρ

 ∂ 
=  ∂ 
  

)26(  
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) 1 2

1 2                 b a a a a
s s s s

A x bh bh H x x H x xbh H x x H x xρ ρ ρ

ρ

= +  − −  
+  − −  

 

براي استخراج معادلات زماني مربوط  )27( ي لاگرانژدر ادامه از معادله
,به مدهاي  ,...,1 2j n= شود. مي استفاده  

سيستم  iX(x)كار، ابتدا با فرض مشخص بودن شكل مد براي انجام اين
صورت ارتعاشي و استفاده از روش تقريب مد فرضي، جابجايي عرضي تير به

qشود، كه در آن نوشته مي )28( يمعادله (t)i ي عرف مختصهم
  ام است.iي مد هيافتتعميم

)28(  ( , ) (x)q (t)1
n i iiv x t X
=

=  

تعريف  و با )27(در معادله  )28(و  )25(، )23( سپس با جاگذاري
X (x) 2 2i id X dx′′   را نوشت. )29(معادله توان مي =

)29(  q ( ) q ( ) ( ) (t)1 1
a an n ji ji i ji j Ti it m t k V t Rη

= =

+ = − −   

  شود.استفاده مي )33(تا  )30(از روابط  )29(در رابطه 

)30(  
( )

,

,

( ) X (x)X (x)

(x ) ( ) X (x )

X (x) X (x)

X (x) X (x)

0
2 1112 111

                  

L i jij b b ib c b c E cx a E T i jpax ax s E T i jpsx s

k E x I dxE I x CC I dxC I dx
′′ ′′=

′′−

′′ ′′+

′′ ′′+






 

)31(  ( )( )X (x)X (x)0L i jijm A x dxρ=   

)32(  X (x)
21x a jj px a J dxη ′′=   

)33(  R (t) '' ( ) '' ( )
2 21 11 12 21 1

x a x sj E Pa j E Ps jT T Tx a x sM X x dx M X x dxλ λ= + 

)همچنين با تعريف بردارهاي  ) [ , ,..., ]1 2 Tnq t q q q=  و
( ) [ (t), (t),..., (t)]1 2 n TT T T TR t R R R=هاي تريس، ماijmM =    ،

ijkK =     1و n nI ×Γ ,براي  = ,...,=i,j 1 2 nصورت به )29( ي،معادله
  شود.بازنويسي مي )34(رابطه 

)34(  q( ) ( ) ( ) (t)1 TM t Kq t V t Rη+ = − − Γ  

)در اين نوشتار،  )V t  وTR ترتيب معرف ولتاژ كنترلي داده شده به به
خاطر تغييرات دما در طول بهوجود آمده محرك پيزوالكتريك و بار خارجي به

  شود. ورودي اغتشاتشي سيستم مرتعش مدل ميصورت به تير است كه
 )35(صورت رابطه ي بهتوانهمچنين ولتاژهاي خروجي حسگر را مي

 ،]16[ بجايي تير نوشتبرحسب جا

)27(  0total total totalj j jd K Kdt q q q ∂ ∂ ∂Π− + =  ∂ ∂ ∂ 
 

)35(  ( ) = , ℎ2 ( , )
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=كه درحالي (ℎ + ℎ − 2 ضريب گذرناپذيري تحت شرايط   ،(
رابطه صورت به اي و ظرفيت معادل پيزوالكتريك لايه ، تنش ثابت

  شود.تعريف مي )36(

  پاسخ اجباري سيستم مرتعش تحت اثر عملگر پيزوالكتريك  - 5
ي مقدار ويژه با توجه به ناهمگن بودن تير مورد بررسي، حل تحليلي مسأله

ت. پذير نيسهاي طبيعي امكاني شكل مدها و فركانسآن، جهت محاسبه
كار نيمه تحليلي ريتز كه يك راه- براي حل اين مشكل، در ادامه از روش ريلي

هاي طبيعي ارتعاش آزاد تير ي شكل مدها و فركانساست، براي محاسبه
صورت تركيبي خطي شود. در اين راستا، شكل مدهاي تقريبي بهاستفاده مي

)از شكل مدهاي  )i xφ برنولي ساده با شرايط مرزي - ر اويلرارتعاش آزاد تي
  شود. مشابه مسأله موردنظر فرض مي

)37(  
( ) ( ) ( ) ( )X 1

nk k iiix C xφ
=

=  

)ين منظور، چنانچه تير مفروض يك سرگيردار باشد، ا به )i xφ ترتيب، به
  شود.فرض مي )38(ي رابطهصورت به

)38(  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

cos cosh

cos cosh
sin( ) sinh

sin sinh

           
i i i

i ii i i i

x x x
L Lx x L L

φ ζ ζ

ζ ζ
ζ ζ

ζ ζ

=  −  

−
−  −   −

 

( ) ( ) , , ,ncos cosh =1 ,   1 2i iL L iζ ζ =   

ي انرژي پتانسيل و ي برابر نمودن بيشينهريتز بر پايه-روش ريلي
روابط صورت امين مد بهkجنبشي ارتعاش آزاد هر مد استوار است، كه براي 

 شود. تعريف مي )40( ) و39(

)39(  

( )( )
( )( )
( )( )

( )( )

max (x) X (x)

X (x)

X (x)

(x ) X (x )

212 0 2 21 112 12 21 112 1 212

          
          
         

L kk b b
x a kE px ax s kE px s kb c b E c

E I dx
C I dx
C I dxE I C

′′Π =

′′+

′′+

′′−







 

)40(  ( ) ( ) ( )( )( ) ( )
max ( ) X (x)

2212 0L kk kK A x dxω ρ=   

(روابط  توان نوشتمي )40(و  )39( درمعادلات )37(معادله  با جاگذاري
  ،))42(و  )41(
)41(  

( ) ( ) T ( )
max

112k k kC K C Π =    

)42(  ( )( ) ( ) ( ) T ( )
max

2 112k k k kK C M Cω  =    

1 كه 1ijK k =   ،1 1ijM m =   محاسبه  )44(و  )43( هايرابطهصورت به
   شود:مي

)43(  
( )( ) ( )( )

( ) (x) (x)

(x) (x)

(x) (x)

( ) (x ) (x )

1 0 2 1112 111
                              

L i jij b bx a E i jpx ax s E i jpx s i jb c b E c c

k E x I dxC I dxC I dxE x I C
φ φ

φ φ

φ φ

φ φ

′′ ′′=

′′ ′′+

′′ ′′+

′′ ′′−





 

)44(  ( )( ) (x) (x)1 0L i jijm A x dxρ φ φ=   

) و ) ( ) ( ) ( )1 2   Tk k k knC C C C=    است. با برابر قرار دادن اين دو مقدار
  شود.حاصل مي )45(رابطه بيشينه 

)45(  ( )( ) ( )21 1 0k kK M Cω − =  
 

)هاي تركيب ، وزن)45(ي ي معادلهي مقدار ويژهبا حل مسأله )kC  براي هر
)هاي طبيعي و همچنين فركانس شكل مد )kω شود.محاسبه مي  

به صورت فضاي  )34( يپس از تخمين شكل مدها، با بازنويسي معادله
توان بخش زماني پاسخ را با حل معادلات مشتقي جزئي معمولي حالت مي

يف تعر )46( يصورت معادلهكار، بردار حالت بهدست آورد. براي اينبه
  .شودمي

)46( = [ … … ]  

  ،))47((رابطه  توان نوشتپس مي

)47(  
( ) = ( ) + ( ) + Γ ( ) 

=آن كه در  0 × ×− 0 =ماتريس سيستم،  × 0 Γ و × = 0 ×Γ .ي معادله )46(و  )35(، )28( همچنين با تركيب روابط است
  ،بيان نمود )48(رابطه صورت توان بهخروجي اين مدل را نيز مي

)48( ( ) = ( ) = ( ) 

  .شودتعريف مي )51(تا  )49(روابط صورت به كه در آن 

 ي بازخورد خروجي مقاومكنندهكنترل - 6

 ي پيزوالكتريكگزينش محل بهينه براي عملگر وحساسه -6-1
پذيري و اي انتخاب شود كه به رويتگونهك بايد بهمكان حساسه و محر

پذيري سيستم تحت كنترل منجر شود. بر اين اساس، در ادامه روشي كنترل
شود. بدين ها پيشنهاد ميبراي گزينش مكاني بهينه براي قرار دادن اين وصله

ارائه كرده است، بهره برده  ]17[منظور، از روشي كه فرهادي در مرجع 
استفاده  )53(و  )52(هاي رابطه شود. براي رسيدن به اين هدف، ازمي
ام سمت چپ و راست iترتيب بردارهاي ويژه به φو  iψهاشود كه در آنمي

  است. Aماتريس 

)52(  

Tii i BC Bψ
ψ

=  

)36(  
( )

( )[ ]2 sp s s bn sb b p s
E t t tz E t E tx− +

=
+

  

)49( = [  … ] 
)50(  = , ℎ2  

)51(  = X ( )
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)53(  .
ii i

CO Cϕ
ϕ

=  

پذيري پذيري و رويتهاي كنترلترتيب انديسبه iOو  iCدر اين روابط، 
تر در به معناي كارايي مناسب iOاست. بديهي است كه مقدار بزرگتر 

پذيري سيستم بزرگتر به بهبود شاخص كنترل iCتخمين متغيرهاي حالت و 
   تحت كنترل است.

  كنترلي پيشنهادي روش -6-2
ي بازخوردي مبتني بر رؤيتگر، براي پايدارسازي كنندهدر اين مقاله، از كنترل

هاي شود. در اين راستا، با توجه به عدم قطعيتسيستم ارتعاشي استفاده مي
شود. با رل روشي مقاوم پيشنهاد ميدست آمده از سيستم تحت كنتمدل به

پذير است، كنترل )47(ي فرض اينكه سيستم بيان شده با معادله
براي پايدارسازي سيستم طراحي  ))54((رابطه  ي بازخورد حالتكنندهكنترل

  .شودمي

K مقاوم  كارگيري روشبا بهرا توان آنكننده است و ميي كنترلبهره
   .طراحي نمود 2يا  1هاي در قضيه پيشنهادي

گيري اين سيستم قابل اندازه qو  qآشكار است كه متغيرهاي حالت  اما
گيري هاي پيزوالكتريك اندازهنبوده و تنها ولتاژهايي كه توسط حساسه

كننده جادهي در كنترل )55(رابطه گر حالت با ديناميك ، يك رؤيت(t) براي تخمين بردار حالتعنوان خروجي سيستم در دسترس است. شود، بهمي
  .شده است

)55( = + ( ) + ( ( ) − ( )) 
هاي پذيري جفتي رويتگر است كه با فرض رويتبهره  )،55( يدر معادله

ورودي كنترلي  ننابرايشود. بطراحي مي 2يا  1هاي كمك قضيهبه Cو  
  خواهد بود. )56(مطابق رابطه سيستم 

)56( ( ) = −Kc ( )
بسته پايدار داخلي باشد، اغتشاش محدود كه سيستم حلقهدر صورتي

باعث ناپايداري آن نخواهد شد. بر اين اساس، در ادامه براي بررسي پايداري، 
)از اغتشاش  كردن نظربا صرف صورت يف خطاي تخمين حالت بهتعرو  (
  شود.نوشته مي )58(صورت رابطه بهبسته ي سيستم حلقهمعادله ،)57رابطه (

)57( ( ) = ( ) − ( )
)58(  

( )( ) = A − BK BK0 × A − L C ( )( )  

ي سيستم ادير ويژهمق ،)58(ي با توجه به اينكه بر اساس معادله
Aهاي ي ماتريسبسته تركيبي از مقادير ويژهحلقه − BK  وA − L C 

صورت مستقل از هم، اصل جداسازي برقرار است؛ يعني، اگر بهاست، 
Aهاي ترتيب ماتريس، بهLو  Kهاي بهره − BK  وA − L C  را پايدار

بنابراين در ادامه به بررسي  سازد، سيستم حلقه بسته پايدار خواهد بود.
  شود.پرداخته مي )47(جاي به )60(و  )59( هايپايداري سيستم

)59(  
( ) = (A − BK ) ( ) 

)60(  
( ) = (A − L C) ( ) 

فرض كنيد كه مقدار دقيق پارامترهاي مكانيكي و الكتريكي تير . 1ملاحظه 
هاي پارامتري باعث اين عدم قطعيتنامعين است. از آنجا كه  1شكل  مرتعش

هاي جرم، سفتي و همچنين اثر عملگر پيزوالكتريك شده، تغيير در ماتريس

و  )61(( روابط  شودگونه اصلاح ميمدل فضاي حالت اين سيستم نامعين اين
)62(.(   

)61(  
( ) = ( + ∆ ) ( ) + ( + ∆ ) ( ) 

)62(  
( ) = ( + ∆ ) ( ) 

∆ين رابطه، در ا هاي پارامتري با نرُم محدود بيانگر عدم قطعيت ∆و  ∆،  
  ،شودتعريف مي )63(رابطه صورت بوده و به

)63(  
[∆  ∆  ∆ ] = ( )[   ]   

) هاي ثابت و معلومي با ابعاد مناسب هستند وماتريس و  ،  ،  كه  ) يك ماتريس متغير با زمان است كه شرط ( ) ( ) ×≤T n nF t F t I را ارضا
اصلاح  )65(و  )64(روابط صورت به )60(و  )59( كند. بنابراين معادلاتمي
  شود.مي

)64(( ) = (A + ∆ − (B + ∆ )K ) ( ) 

)65(( ) = (A + ∆ − L (C + ∆ )) ( ) 
سبب پايداري ، )56( رد حالت مبتني بر رويتگرپس ورودي كنترلي بازخو

كه شود، در صورتيمي )62(و  )61(روابط سيستم نامعين مشخص شده با 
 پايدار باشد.  )65(و  )64( هايسيستم

 ي مقاوم و اثبات پايداريكنندهطراحي كنترل -3- 6
هاي ي مقاوم در برابر عدم قطعيتكنندهاين بخش به طراحي كنترل در
شود. در اين راستا، ابتدا لم متري براي تير مرتعش مورد نظر پرداخته ميپارا

  شود. مورد استفاده در اثبات پايداري بيان مي
- با ابعاد مناسب را در نظر بگيريد. در اين Tو  Sهاي ثابت ماتريس .1لم 

δصورت براي هر  >   .]18[برقرار است  )66رابطه (، نامساوي 0

)66(  
+ ≤ + 1  

اعمال ورودي  )62(و  )61(معادلات داده شده با  : سيستم نشان1 قضيه
1هاي متقارن پايدار مجانبي كلي است، اگر ماتريس )56( كنترلي 0Q >، 2 0Q وجود  2δو  1δ و همچنين اسكالرهاي 2N و 1Nهاي ، ماتريس<

  برقرار باشد. )68(و  )67(روابط  اي كهبه گونهداشته باشد، 

φكه  = + − −1 1 1 1 1T T TQ A AQ BN N B φ = + − −2 2 2 2 2T T TQ A A Q C N N C 
گر ي بازخورد حالت و رويتكنندهكنترلهاي است. در اين صورت، بهره

  خواهد بود. )70(و  )69(مطابق روابط 

گونه كه نشان داده شد، ورودي كنترلي بازخورد حالت مبتني بر هماناثبات: 
و  )61(روابط  سبب پايداري سيستم نامعين مشخص شده با، )56(رويتگر 

پايدار باشد. با فرض  )65(و  )64( هايكه سيستمشود، در صورتيمي )62(

)54( u( ) = −K (t)

)67(  

,
11 1 11 1

00A B n nT n n
E Q E N IG I

φ
δ

δ δ
×

×

∗ ∗ 
 − − ∗ < 
 − 

 

)68(  

22 2 22 2
00T TA C n nT n n

E Q E N IG I
φ

δ
δ δ

×

×

∗ ∗ 
 − − ∗ < 
 − 

 

)69(  1 1cK N Q=  
)70(  2 2c TL Q N=  
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گرفته در نظر  ،)71(رابطه  ، كانديد لياپانوف1Pمثبت معيني ماتريس متقارن 
  شود.مي

)كه براي هر تيشود در صورتضمين مي )64( پايداري مجانبي ) 0X t ≠ 
  ) برقرار باشد.72رابطه (

)،)72( در )64( يبا جاگذاري از معادله )V t خواهد  )73(رابطه صورت به
  .بود

)بنابراين  ) 0V t <  برقرار باشد. )74(رابطه خواهد بود، در صورتي كه  

  .نوشت )75(ي صورت رابطهتوان بهاين رابطه را مي

 ،)75(نامساوي و  )63( يبنابراين شرط پايداري مجانبي با تركيب معادله
  .شودتبديل مي )76(نامساوي به 

1كه  1 1 1T T Tc cA P P A P BK K B Pψ = + − ، 1است. اكنون با توجه به لم  −
1فرض )، 76( يرابطه 1TT G P=،( )( )= −1 A B cS F t E E K  و اينكه ( ) ( ) ≤ × پايدار مجانبي است  )64( توان گفت سيستماست، مي  

δصورتي كه در  > برقرار  )77( قسمي كه نامساويوجود داشته باشد، به 0
 باشد.

)77(  ( ) ( ) 1 1 11
1 0T TA B c A B cE E K E E K P GG Pψ δ
δ

+ − − + <  

11با فرض  1Q P و  1Qدر  )77(ي معادله، ضرب از چپ و راست =−
1تعريف  1cN K Q= نوشت را )78(رابطه  توانمي،  

)78(  ( ) ( )1 1 1 1 1 11
1 0T TA B A BE Q E N E Q E N GGφ δ
δ

+ − − + <  

1كه  1 1 1 1T T TQ A AQ BN N Bφ = + − است. اكنون با استفاده از متمم  −
  نوشت. )79(رابطه صورت توان بهمي )78( ،4شر

)79(  

11 1 1 11
00A B n nT n n

E Q E N IG I
φ

δ
δ

×
−

×

∗ ∗ 
 − − ∗ < 
 − 

  

ولي اين نامعادله غيرخطي است و حل آن توسط نامساوي ماتريسي 
ضرب و راي برطرف نمودن اين مشكل، از پيشپذير نيست. بخطي امكان

}در ماتريس  )79( يضرب در معادلهپس , , , }δ× × × ××1diag n n n n n n n nI I I I 
توان نتيجه شود. بنابراين ميمنجر مي )67( ياستفاده شده كه به معادله

ماتريس متقارن  با پيدا كردن )64( يگرفت كه پايداري مجانبي در معادله
1 0Q  )67( برقراري نامساوي كه به 1δ و همچنين اسكالر 1N، ماتريس <

  منجر شود، معادل است. 

                                                            
4. Schur complement 

 يطريق مشابه و با در نظر گرفتن دوگان سيستم به صورت معادلهبه
ريس ماتشود كه زماني تضمين مي )65( پايداري مجانبينشان داد كه  )65(

- وجود داشته باشد، به 2δ و همچنين اسكالر 2N، ماتريس متقارن 

  برقرار باشد.  )68( يمعادلهقسمي كه 
 Eα با نرخ كاهش )65(و  )64(معادلات : سيستم نشان داده شده با 2 قضيه

1هاي متقارن ست، در صورت وجود ماتريسپايدار نمايي كلي ا 0Q >، 2 0Q ، 2δ  و 1δ و همچنين اسكالرهاي مثبت 2N و1Nهاي ، ماتريس<
  برقرار باشد. )81) و (80(عادلات اي كه نامگونهبه

)80(  
,

1 11 1 11 1
00EA B n nT n n

QE Q E N IG I
φ α

δ
δ δ

×

×

+ ∗ ∗ 
 − − ∗ < 
 − 

  

)81(  

2 22 2 22 2
00ET TA C n nT n n

QE Q E N IG I
φ α

δ
δ δ

×

×

+ ∗ ∗ 
 − − ∗ < 
 − 

 

گر از ي بازخورد حالت و رويتكنندههاي كنترلدر اين صورت، بهره
  شود.محاسبه مي )70(و  )69( طريق روابط

ي كانديداي و معادله 1Pبا فرض مثبت معيني ماتريس متقارن  اثبات:
با نرخ  )64( پايداري نمايي سيستم ،)71( يلياپانوف به صورت رابطه 0Eα   برقرار باشد. )82(رابطه شود، درصورتي كه تضمين مي <

صورت گرفت،  1ي با انجام روندي مشابه آنچه كه در اثبات قضيه
ي بوده و بهرهمعادل  )82(و  )80(ادلات معوان نشان داده كه برقراري تمي

  قابل محاسبه است.  )69( يكنترلي با استفاده از رابطه
)82(  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1T T EV t X t P X t X t P X t V tα= + < −    

باعث پايداري  )70( ي رويتگرتوان نشان داد كه با بهرهطريق مشابه ميبه
0Eαبا نرخ كاهش  )65( نمايي سيستم ي كه معادلهدرصورتيشود، مي <

  برقرار باشد.  )81(
دو  ، بهC∆و  A  ،∆B∆هاي عدم قطعيت براي انتخاب ماتريس .2ملاحظه 

  توان عمل نمود:روش زير مي
ي اختلاف ميان پارامترهاي مكانيكي و همچنين الكتريكي مدل الف) بيشينه

هاي نامي و سيستم واقعي را فرض نموده و بر آن اساس به تخمين ماتريس
هاي عدم قطعيت شود. درصورتي كه ماتريسها پرداخته ميعدم قطعيت

سازي شده ي پيادهبستهانتخاب شده باشد، پاسخ سيستم حلقه كوچك
هاي عدم مناسب نخواهد بود. در اين صورت، با در  نظر گرفتن ماتريس

تر، سعي در بيشتر كردن ميرايي پاسخ سيستم مرتعش خواهد بزرگ قطعيت
   شد.

ب) در صورت مشخص نبودن حداكثر ميزان خطا، با انجام آزمايش بر روي 
ي واقعي و تحريك عملگر پيزوالكتريك با يك ورودي مشخص مجموعه

ي تصادفي، خروجي سنسور پيزوالكتريك را ثبت نموده و براي اين مجموعه
ي پاسخ فركانسي ي فركانسي مشخص، اندازهورودي و خروجي در يك بازه

ي پاسخ فركانسي مدل نامي از آن، شود. سپس با كاستن اندازهه ميمحاسب
نمودار بود اندازه سيستم تفاضلي ترسيم، نقاطي در بالاي آن مشخص و 

براي آن  )64( نموداري از آن نقاط عبور داده و مدل فضاي حالت هم مرتبه با
 هاي اين مدل تفاضلي شناسايي شده در تشكيلشود. ماتريسشناسايي مي

  شود.كار برده ميهاي عدم قطعيت بهماتريس
  

2 0Q > )71(  ( ) ( ) ( )1TV t X t P X t=

)72(  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 0T TV t X t P X t X t P X t= + <    

)73(  
( ) ( ){[ ( ) ]

[ ( ) ]} ( )
11

T Tcc
V t X t A A B B K PP A A B B K X t= + Δ − + Δ

+ + Δ − + Δ


 

)74(  
[ ( ) ]

[ ( ) ]
11 0Tc c

A A B B K PP A A B B K+ Δ − + Δ
+ + Δ − + Δ <

 

)75(  

1 1 1 11 1 1 1
1 1 1 1

1 1 1 1 0
T T T T T Tc cc cT T Tc cT T Tc c

A P A P K B P K B PP A P A P BK P BKA P P A P BK K B PA P P A P BK K B P
+ Δ − − Δ

+ + Δ − − Δ

= + − −

+ Δ + Δ − Δ − Δ <

 

)76( ( )( ) ( ) ( )1 1 0T T TA B c A B cP GF t E E K E E K F t G Pψ + − + − <
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 شبيه سازي عددي - 7

 روش حل پيشنهاديآزمايي راستي - 7-1
گاه هاي ساده در دو سمت، با طول يك تير مدرج تابعي با تكيهدر ابتدا  1L m= ي انتهايي آن ي ابتدايي آن آلومينيوم و جنس لبهكه جنس لبه

) است، مورد بررسي گرفته است. براي اين منظور،2ZrOزيركونيوم (
46.935 11bI e m= − ،29.128 8bA e m= − ،32702 kg/maρ = ،

71.7GPaaE = ،35700 kg/mzρ = ،200GPazE و تغييرات  =
در نظر  )84(و  )83(مطابق با معادلات  مدول الاستيك و چگالي در طول تير

  شود. گرفته مي

)83(  

= E 1 − e − 1e − 1 + E e − 1e − 1   α 0E (1 − x) + E x                    α = 0     

)84(  

ρ = ρ 1 − e − 1e − 1 + ρ e − 1e − 1   α 0ρ (1 − x) + ρ x                   α = 0     
استفاده  )85( يبعدسازي فركانس طبيعي از رابطههمچنين جهت بي

  شده است.

)85(  2 a ba bAL E IρωΩ =  

-دست آمده از روش ريليبعد بهمقادير فركانس طبيعي اول بي )1(در جدول 
 متفاوت αهاي ازاي ضريببه ،]19[جع ريتز مورد استفاده و همچنين مر

  مقايسه شده است. آشكار است كه نتايج با دقت بالايي با هم تطابق دارد. 
سازي ديناميكي يك تير همگن بررسي نتايج حاصل از مدل سپس، به

است،  cxي هاي ساده كه داراي تركي در فاصلهگاهآلومينيومي با تكيه
شود و مشاهده مي 2در جدول هاي مورد استفاده شود. مشخصهپرداخته مي

در اين راستا،  فرض شده است. 4/0نسبت عمق ترك به ضخامت تير برابر با 
ي فركانس طبيعي اول آن با تغيير موقعيت ترك در طول تير به محاسبه

نشان داده شده  3در جدول گونه كه همان . )3(شكل پرداخته شده است
  وجود دارد.  ]1[دست آمده و مرجع است، خطاي بسيار ناچيزي ميان نتايج به

  
  بعد شده براي تير مدرج تابعيفركانس طبيعي اول بي 1جدول 

 
α  

محاسبه شده  فركانس
 ]19[در مرجع 

فركانس محاسبه شده 
  در پژوهش حاضر

10- 4532/11  4588/11 

3- 2443/10 2469/11 

0 8663/10 8669/10 

3 3663/10  3670/10 

10 9358/9 9387/9  
  دومآزمايي راستيو خواص مواد مورد استفاده شده در  مشخصات هندسي 2جدول 

L 3048/0 واحد مقدار ثابت  m ℎ  0032/0  m  0254/0  m 
bE  7/71  GPa

  گاه سادهفركانس طبيعي اول تير همگن معيوب با تكيه 3جدول 

 موقعيت ترك
(x/L)نسبت 

 فركانس
محاسبه شده 

در مرجع 
]1 [)Hz( 

فركانس 
محاسبه شده 
در كار حاضر 

)Hz( 

اصد خطدر  

0 88/78  46/79  73/0  
1/0  72/78  30/79  73/0  
2/0  34/78  86/78  66/0  
3/0  85/77  36/78  65/0  
4/0  45/77  92/77  60/0  
5/0  30/77  80/77  64/0  
6/0  45/77  92/77  60/0  
7/0  85/77  36/78  65/0  
8/0  34/78  86/78  66/0  
9/0  72/87  30/79  73/0  

1 88/78  46/79  73/0  
  

  
 
  

   نمايش چگونگي تغيير فركانس طبيعي اول تير با جابجايي ترك 3شكل 
  

  سازيبررسي اثر جرم و سفتي قطعات پيزوالكتريك در مدل -7-2
هاي اين پژوهش، نزديك همان طور كه در مقدمه نيز ذكر شد، يكي از انگيزه

ي، با در نظر گرفتن سفتي و جرم كردن مدل ديناميكي به واقعيت فيزيك
هاي طبيعي اول تا فركانس 4در جدول قطعات پيزوالكتريك بوده است. 

=چهارم تير داراي ترك قرار گرفته در  / 2cx L در حالت وجود و عدم ،
  وجود قطعات پيزوالكتريك در مدل ديناميكي ارائه شده است. 

  
ارم تير، در دو حالت، با پيزوالكتريك و بدون هاي اول تا چهفركانس 4جدول 

 پيزوالكتريك
محاسبه شده با  فركانس  

 )Hz(وجود پيزوالكتريك

فركانس محاسبه شده 
در غياب 
  )Hz(پيزوالكتريك

در صد 
  خطا

  01/5 92/1  03/2  مد اول
  06/15 92/11 03/14  مد دوم 
  96/20 47/33 35/42  مد سوم 
98/73 مد چهارم  50/73 64/0  

x/L نسبت 

ول
ي ا

بيع
س ط

ركان
ف

 
ر (

تي
رتز

ه
(

 



  لاميفرشاد غ و بهروز رحماني                                                                                                                                     داركنترل مقاوم ارتعاشات تير مدرج تابعي ترك

50 

ري
ناو

و ف
وم 

 عل
ريه

نش
 

وز
مپ
كا

ت
ي

 

همان طور گرفته شده است. در نظر  5 جدول ها مطابقشخصات اين وصلهم
تاثير وجود جرم و سفتي قطعات شود، مشاهده مي 4در جدول كه 

  آشكار است.در مدهاي دوم و سوم هاي طبيعي پيزوالكتريك بر فركانس

  هاي پيزوالكتريكي وصلهمكان بهينه -7-3
اي گزينش مكان بهينه براي در اين قسمت، به بررسي روش پيشنهادي بر

هاي پيزوالكتريك پرداخته شده است. بدين منظور با ثابت فرض كردن وصله
ضرب هاي مختلف عملگر، حاصلمحل حسگر در محلي دلخواه، به ازاي مكان

مربوط به مدهاي اول و دوم محاسبه و سپس با ثابت  هاي مختلف انديس
ختياري، و جابجا كردن حسگر در فرض كردن محل عملگر در يك نقطه ا

مربوط به مدهاي اول و دوم  هاي مختلف ضرب انديسطول تير، حاصل
شود، مشاهده مي 4در شكل گونه كه شود. همانمحاسبه و سپس نرمال مي

1محل بهينه براي عملگر و حسگر، در  1 0.05= =s ax x m .است  

 
پذيري نرمال شده به ازاي جابجا پذيري و كنترلويتنمودار تغييرات انديس ر 4شكل 

  هاي پيزوالكتريككردن وصله

 روش كنترل پيشنهاديآزمايي راستي - 7-4
براي بررسي عملكرد سيستم كنترلي پيشنهادي، رفتار يك تير آلومينيومي 

در هاي آن همگن يك سرگيردار با عملگر و حسگر پيزوالكتريكي كه مشخصه
 5در شكل گونه كه شود. همانه، در نظر گرفته ميمعرفي شد 5جدول 

ي غير صفر، باعث نوساناتي مانا با شود، ايجاد يك شرايط اوليهمشاهده مي
با فرض  ]20[شود. لي و همكاران در مرجع ي ثابت در اين سيستم ميدامنه

ي مد كنندههاي جرمي تير و استفاده از كنترلدر مشخصه %63عدم قطعيت 
لغزشي فازي تطبيقي به پايدارسازي آن پرداختند. اما پاسخ اين سيستم 

يه همراه بود. در ثان 2ميراشونده با نوسانات بزرگ و همچنين زمان نشست 
ي ادامه براي نشان دادن كارايي روش پيشنهادي، تير از يك شرايط اوليه

 2ي اي كه با استفاده از قضيهكنندهغيرصفر رها شده و سپس از كنترل
شود. شود، براي از بين بردن نوسانات عرضي آن استفاده ميطراحي مي

 ،7كنترلي شكل ودي شود، اعمال وراهده ميمش 6در شكل  گونه كههمان
ثانيه  4/0باعث از بين رفتن ارتعاشات اين سيستم نامعين با زمان نشست 

  خواهد شد. 

 كنترل ارتعاشات تير يك سرگيردار نامعين و معيوب تحت بار حرارتي - 7-5
 سازي آخر، به بررسي كارايي روش پيشنهادي در كنترل ارتعاش تيردر شبيه
  شود.پرداخته مي 1در شكل 

 

 ي ايجاد شده.باز به شرايط اوليهپاسخ سيستم حلقه 5شكل 

 

   ي ايجاد شده.بسته به شرايط اوليهپاسخ سيستم حلقه 6شكل 

 

  .پيزوالكتريكورودي كنترلي اعمال شده به محرك  7شكل 
نظر گرفته شده و دماي سمت  5جدول  سازي مطابق باهاي اين شبيهداده

=تيب،ترراست و چپ تير، به 300KLT  و= 600KRT شود. فرض مي
همچنين اطلاعات موجود از توزيع جرم و مدول الاستيك تير كه در طراحي 

با ، )2(و  )1( هايصورت رابطهگيرد، بهكننده مورد استفاده قرار ميكنترل 2kk و  )51(تا  )47(روابط اس، با استفاده از شود. بر اين اسفرض مي =
فرض اينكه بيشترين اثر اين بارگذاري در دو مد نخست است، مدل فضاي 

  د.شوساخته مي )86( رابطه هايحالت نامي سيستم با ماتريس

 طول تير (متر)

 طول تير (متر)

تر)
 (م

تير
ي 

جاي
جاب

 

)زمان(ثانيه  

)زمان(ثانيه  

 طول تير (متر)

تر)
 (م

تير
ي 

جاي
جاب

 
ت)

 (ول
رلي

كنت
ي 

رود
 و

)زمان(ثانيه  

صل
 حا

س
ندي

ا
مال

ب نر
ضر
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)86(  

0 0 1 0 0
0 0 0 1 0, ,767 0 0 0     0.0257   
0 1113.8 0 0 -0.0155

1 3[ 0.34 0.3 0 0].

A B

C e

   
   = =   −
   −   

= − −
 

سازي انجام شده با خطا همراه است؛ يعني تير اما فرض كنيد كه مدل
 )88(و  )87(طبق رابطه تابعي واقعي داراي مدول الاستيك و چگالي  مدرج
  باشد.

)87( 
3

( ) 1 ( ) 1b m c m c c
x xE E E E E E
L L

   = − − + − − +   
   

)88( 
3

( ) 1 ( ) 1b m c m c c
x x
L L

ρ ρ ρ ρ ρ ρ   = − − + − − +   
   

ي غير شود، ايجاد يك شرايط اوليهمشاهده مي 8در شكل گونه كه همان
غتشاش سبب ايجاد ا )33( يصفر و همچنين بار حرارتي (كه مطابق رابطه

]ثابت  ]0.1,0.11 TTR نوساناتي  ، باعثشود)بر سيستم تحت كنترل مي =
شود. اكنون براي طراحي ي ثابت در اين سيستم ميمانا با دامنه

، 2ي ي مقاوم، فرض كنيد كه با توجه به بند الف ملاحظهكنندهكنترل
در  )86(ي مبر روي مدل نا )89(رابطه صورت هاي عدم قطعيت بهماتريس

  .نظر گرفته شود

)89(  

0 0 0 0 0
0 0 0 0 01e5 , ,0.07 0.1 0 0     0.26   

0.2 1.1 0 0 -0.15

[0.26 0.15 0 0].

A B

C

   
   Δ = × Δ =   −
   −   

Δ =
 

40Eαبر اين اساس، با در نظر گرفتن  ، 2ي و استفاده از قضيه =
 )91(و  )90(روابط صورت گر حالت مقاوم بهكننده و رويتهاي كنترلبهره

  شود.محاسبه مي
)90( = ×c 1e6 [0.2981   -2.3484    0.0144   -0.0023]K 
)91( = × Tc 1e7 [-0.0648    0.0158   -1.1518    6.4547]L

  
  سازي كنترل تير معيوب مشخصات لازم جهت شبيه 5جدول 

L 401/0 واحد مقدار ثابت  m ℎ  0032/0  m ℎ  2667/0  mm  0254/0  m  05/0  m  05/0  m  1/0  m  05/0  m 
 7800 kg/m3  66 GPa ℎ  80/4- e8 V/m 

 66/6 e7 m/F  -190e-12 V/m pTα  4e-7 m/(m K) /ca h  2/0   

كنترلي شكل شود، اعمال ورودي مشاهده مي 9در شكل گونه كه همان
ي داراي عدم بستههپايدارسازي با كارايي مناسب اين سيستم حلق باعث 10

 قطعيت خواهد شد. براي نمايش بهتر كيفيت پاسخ، جابجايي نوك اين تير در
جابجايي نوك اين تير وقتي كه  12در شكل نشان داده شده است.  11شكل 

شود. آشكار است كه وجود اغتشاش تحت بار حرارتي قرار ندارد، مشاهده مي
باعث ايجاد يك خطاي حالت ماندگار كوچك در پاسخ تنها  TRحرارتي 

 شود.بسته ميسيستم حلقه

 

 ي غيرصفر.پاسخ تير معيوب كنترل نشده تحت بار حرارتي و شرايط اوليه 8شكل 

 

  ي غيرصفر.پاسخ تير معيوب كنترل شده تحت بار حرارتي و شرايط اوليه 9شكل 

 

تحت بار محرك پيزوالكتريك تير معيوب  هبورودي كنترلي اعمال شده  10شكل 
 .حرارتي

)(ثانيهزمان  

ت)
 (ول

رلي
كنت

ي 
رود

 و
(مت

ير 
ي ت

جاي
جاب

ر)
 

متر
ر (

ي تي
جاي

جاب
(

 

 طول تير (متر)

)(ثانيه زمان طول تير (متر)  

)(ثانيه زمان  
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ي جابجايي نوك تير معيوب كنترل شده تحت بار حرارتي و شرايط اوليه 11شكل 
 غيرصفر.

  

  
   ي غيرصفر.جابجايي نوك تير معيوب كنترل شده تحت شرايط اوليه 12شكل 

  نتيجه گيري - 8
ات عرضي تير يك سرگيردار در اين مقاله، روشي مقاوم براي كنترل ارتعاش

ي جرمي و هاداراي ترك و تحت تأثير بار حرارتي كه مشخصه مدرج تابعي
است، مورد بررسي قرار گرفت. در اين راستا، از صفحات  سفتي آن نامعين
چنين گيري ميزان ارتعاشات عرضي تير و هممنظور اندازهپيزوالكتريك به

هاي كارگيري روشمچنين با بهاعمال نيروهاي كنترلي بهره برده شد. ه
هاي ديفرانسيل زماني ريتز و تصويرسازي گالركين معادله-ريلي

ي رفتار سيستم استخراج شد. سپس با بيان اين معادلات به فرم كنندهتشريح
گر حالت مقاوم براي فضاي حالت، روش بازخورد خروجي مبتني بر رؤيت

روش، با در نظر گرفتن عدم  كار گرفته شد. در اينكنترل اين سيستم به
صورت نرُم محدود، از روش لياپانوف بهره برده شد. هاي پارامتري بهقطعيت
هاي انجام شده، كارايي بسيار خوب روش پيشنهادي را نشان داد، سازيشبيه

همچنين همان طور كه در قسمت مقايسه توضيح داده شد، در برخي از مدها 
سازي شود كه در مدلواهد بود لذا توصيه مياثر وجود پيزوالكتريك بارز خ

 .وجود قطعات پيزوالكتريك را لحاظ كرد
  .Afshari, M. and Inman, D. J., "Continuous crack modeling in piezoelectrically driven vibrations of an Ruler–Bernoulli beam", Journal of Vibration and Control, Vol. 19, No. 3, pp. 341-355, 2013 [1] مراجع - 9
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