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  چکیده

 گیردار نظرگرفتن شرایط مرزی کلاسیک در باهدفمند های نازک دایروی از جنس مواد ارتعاشات غیرخطی اجباری ورق تحقیق حاضر در

 )به اندازه ضخامت ورق(راستای عرضی  های بزرگ ورق درجاییهجاب کردن جملات غیرخطی هندسی ناشی از برای وارد .است شدهمطالعه 

دستگاه  مدهای فرضی در و  MMSروش اغتشاشات سیستم از حاکم بربرای حل معادلات دینامیکی  و کارمن،ونجایی هجاب -روابط کرنش از

اده ماز کسر حجمی مواد تشکیل دهنده راستای ضخامت ورق طبق رابطه توانی  خواص مکانیکی در. مختصات قطبی استفاده شده است

ارن های طبیعی نامتقفرکانسیکی از  فرکانس نوسان نزدیک به هصورت هارمونیک، بهنیروی عرضی اعمالی ب .کندتبعیت می ،هدفمند

رات اثرات شرایط مرزی، تغیی گرفته و رزونانس داخلی مورد بررسی قرار پرش و های ارتعاشات غیرخطی مانندپدیده .است شدهسیستم فرض 

 ااین روش ب آمده از دستهبنتایج . دینامیکی مطالعه شده است رفتار فرکانس نیروی خارجی اعمالی بر دامنه و کسرحجمی ماده هدفمند،

 .اندهای المان محدود صحت سنجی شدهفزاراصورت امکان با نتایج نرم در کارهای گذشته و در نتایج موجود
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Abstract 

Nonlinear forced vibrations of thin functionally graded circular plates under classical clamped boundary 
conditions are investigated based on the classical plate theory. The von Karman strain-displacement relations 
are employed to include the geometrical nonlinearity caused by large transverse displacements of the order 
of the plate thickness .Modal expansion in polar coordinate system along with the perturbation method of 
multiple scales is used to solve the governing equations. The material properties are graded through the plate 
thickness according to a power-law distribution of the volume fraction of the constituents. Transverse forcing 
is supposed to be harmonic with the angular frequency near to the natural frequency of one particular 
asymmetric mode. Nonlinear vibration phenomena such as jump phenomenon and internal resonance are 
studied and the effects of boundary conditions, power-law distribution, amplitude and frequency of external 
load on dynamical behavior of circular plate are examined. The validity of results is established by 
comparison with the existing results in the literature as well as FEM results. 

  

 مقدمه -1

ها، حسگرها، وسایل ماشین ،هااجزای سازهدر بسیاری از مسائل مهندسی مانند 

های عمرانی از ی هواپیما، معماری بناها و سازهآکوستیکی، طراحی بدنه و سازه

ها تحت بارگذاری شود و معمولاً این ورقها با ضخامت کم استفاده میورق

ات با دامنه نوسان بزرگ ید دینامیکی قرار دارند که باعث ایجاد ارتعاششد

وقتی که دامنه ارتعاشات از ضخامت ورق بیشتر شود، باعث غیرخطی  شود.می

ی بینهای خطی دیگر توانایی پیشگردد و تئوریشدن هندسی مسئله می

بنابراین  ،]1[را ندارند  2و رزونانس داخلی 1رفتارهای ورق مانند پدیده پرش

                                                           
1. Jump phenomenon 
2. Internal resonance 

کارمن )معادلات حرکت غیرخطی حاکم برای این شرایط دینامیکی معادلات ون

 . ]2[گیردها( به صورت گسترده مورد استفاده قرار میبر ورق

اولین بار توسط گروهی از  ۹مواد هدفمند با تغییرات تدریجی خواص

به عنوان مواد تحمل کننده دما معرفی  ]۹[ 1591دانشمندان در ژاپن در سال 

ها به طور اند و خواص آناز دو یا چند جزء تشکیل شده هدفمندشدند. مواد 

کند. این خاصیت با تغییر تدریجی ترکیب و درصد پیوسته با مکان تغییر می

 بنابراینآید. حجمی اجزاء تشکیل دهنده ماده در طی ساخت آن، بوجود می

هستند. از مزایای استفاده از این مواد این  1مواد غیرهمگناین مواد در زمره 

3. Functionally graded materials 
4. Nonhomogeneous 
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است که به علت تغییرات تدریجی در ساختار و خصوصیات ماده، مشکلات 

های حرارتی، موجود در فصل مشترک دو ماده متفاوت حذف شده و تنش

مرسوم و  1ایهای پسماند و عامل تمرکز تنش نسبت به مواد مرکب لایهتنش

 یابد.سازی ماده بسیار زیاد کاهش میوششی مرسوم برای مقاومهای پیا روش

های بسیاری گسترش یافته های اخیر استفاده از این مواد به زمینهلذا در سال

ها به عنوان سدهای حرارتی در است. مهمترین کاربرد این مواد استفاده از آن

، ایتورهای هستههای فضایی، رآکهایی با گرادیان دمای بالا مانند سازهمحیط

های احتراقی است. از دیگر کاربردهای این مواد های توربین و سیستمپره

توان به مواد الکترونیکی و نوری، مواد مورد استفاده در تبدیل انرژی، پوشش می

محافظ در ماشین ابزار و استفاده در تجهیزات پیوندی بیوپزشکی اشاره نمود. 

در ادامه به بیان مهمترین  .دهدا را نشان میبه صورت کلی این کاربرده 1شکل 

های صورت گرفته بر ارتعاشات غیرخطی ورقهای دایروی ایزوتروپیک و پژوهش

 شود.پرداخته می هدفمندمواد 

 

 
 

 ]1[ هدفمند های کاربرد موادزمینه 1 شکل

به طور جامع  ]1[های دایروی و حلقوی در کتاب لیسا ارتعاشات خطی ورق

، و ویلیلام و 1511در سال  ]1[مطالعه قرار گرفته است. توبایس د بررسی مور

جزء اولین افرادی بودند که ارتعاشات غیرخطی  151۹در سال  ]1[توبایس 

 ]9[توز و همکاران را مطالعه کردند.  2بدون دمپینگ ورق دایروی کامل و ناقص

های کامل ورق ۹به کمک روش اغتشاشات، ارتعاشات اجباری غیرخطی نامتقارن

و ناقص دایروی با شرایط مرزی آزاد را مطالعه کردند و نتایج خود را با نتایج به 

ارتعاشات  ]11[لی و یو  مقایسه کردند. ]5[دست آمده از روش آزمایشگاهی 

دار و روی بستر الاستیک غیرخطی نامتقارن یک ورق دایروی با شرط مرزی گیر

 را به کمک روش اغتشاشات حل و پدیده رزونانس داخلی را مطالعه کردند. 

های انجام در مقاسیه با پژوهش هدفمندهای مطالعه بر رفتار غیرخطی ورق

د. باشمستطیلی و دایروی بسیار کم می هدفمندهای شده بر رفتار خطی ورق

با  هدفمندهای دایروی ندسی ورقبه بررسی غیرخطی ه ]11[گونس و ردی 

شرایط مرزی متفاوت تحت بارهای مکانیکی و گرمایی پرداختند. اخیراً، بر 

اساس تئوری اول برشی، نثیر و فلاح روش تحلیلی برای خمش نامتقارن 

های دایروی ، به کمک روش اغتشاشات، ورق]1۹[و غیرخطی  ]12[خطی 

ت بارهای مکانیکی و حرارتی ارائه با شرایط مرزی ساده و گیردار تح هدفمند

 دادند. 

بودند که  ینیمحقق نیاول 2111[ در سال 11زاده و همکاران ] یوردلله ا

 یروینازک دا هایورق محوری متقارن یرخطیروابط حاکم بر ارتعاشات غ

                                                           
1. Laminated composites 
2  . Imperfect 

کردند و اثرات  ی، فرمول بندکارمنون یکینامیرا بر اساس معادلات د هدفمند

هو و کردند.  یدر ورق بررس یرا بر تنش اعمال یدامنه ارتعاش و کسر حجم

 یرویمتقارن ورق دا یرخطیرا در ارتعاشات غ شدندوشاخه دهیپد ]11[ژنگ 

 ند.مطالعه کرد کیهارمون یعرض یرویو ن ییدما اثراتبا در نظر گرفتن  هدفمند

های ارتعاشات آزاد و اجباری غیرخطی ورق ]11[امینی و همکاران  تیدر نها

بر اساس تئوری مرتبه اول برشی ورق مورد مطالعه قرار  هدفمندحلقوی ضخیم 

های طبیعی سیستم دادند و اثرات دامنه نوسانات و کسرحجمی را بر فرکانس

 بررسی کردند.

 ددهد، در حالی که تعدامرور بر ادبیات انجام شده در بالا به خوبی نشان می

های تحلیلی، نیمه تحلیلی و عددی یا به های زیادی به کمک روشپژوهش

های دایروی و شکل تجربی به بررسی ارتعاشات آزاد و اجباری غیرخطی و ورق

با در نظر گرفتن شرایط مرزی و اثرات گوناگون  هدفمندحلقوی ایزوتروپیک و 

های ورق ی نامتقارناند، هیچ کار تئوری یا تجربی بر ارتعاشات غیرخطپرداخته

از آنجایی که مدهای ارتعاشی نامتقارن  .استانجام نشده  هدفمندنازک دایروی 

ها هستند، هدف اصلی این تحقیق دارای نقش مهمتری در ارتعاشات ورق

کارمن برای به دست آوردن ها و تئوری وناستفاده از تئوری کلاسیک ورق

و استفاده از روش مدهای فرضی  معادلات حاکم بر ارتعاشات غیرخطی اجباری

ماده  کسرحجمی اثرات تغییرات باشد.و اغتشاشات برای حل این مساله می

 دینامیکی رفتار غیرخطی بر اعمالی خارجی نیروی فرکانس و دامنه و هدفمند

 دهسنجی محدود المان افزار نرم نتایج و موجود کارهای با نتایج و صحت مطالعه

به تبیین اصول و مبانی تئوری و مدل سازی مساله و حل در فصل بعد  .اندشده

مرزی گوناگون  معادلات حاکم در دستگاه مختصات دایروی برای شرایط

  شود.پرداخته می

 سازی تئوری و حل معادلات غیرخطیمدل -2
  هدفمندهندسه مساله و خواص مکانیکی ماده  -2-1

 hو ضخامت  aبا شعاع  هدفمنداز جنس ماده در این مرحله یک ورق دایروی 

 نشان داده شده است. 2شود. هندسه مسئله در شکل در نظر گرفته می

 

 
 

 ورق دایروی و مختصات قطبی 2شکل 

 

، 𝓅به صورت ماده خطی الاستیک غیرهمگن که خواص آن،  هدفمندماده 

به شکل پیوسته در راستای ضخامت ورق، که تابعی از کسر حجمی مواد تشکیل 

شود. با فرض اینکه ورق از دو ماده سرامیک و ت، مدل سازی میدهنده آن اس

به  ��کند، فلز تشکیل شده است و کسر حجمی فلز از قانون توانی پیروی می

  .شودبیان می (1رابطه )صورت 

3. Asymmetric 

x

y

a
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(1)  𝓅(𝑧) = � (𝓅
𝑚
−𝓅

c
) (
ℎ − 2𝑧

2𝐻
)
𝑔

+𝓅
𝑐
�, 

اندیس توانی  gنشان دهنده سرامیک و فلز هستند و  mو   cکه زیروند

تواند اختیار کند. در این تحقیق، است که مقادیر بزرگتر یا برابر صفر را می

( ρ( و چگالی )ν(، ضریب پواسون )E( برای مدل کردن مدول یانگ )1رابطه )

 استفاده خواهد شد. هدفمندورق 
 

 معادلات ارتعاشات غیرخطی -2-2

بیان  (2رابطه )ها به صورت یجایهها، جاببا در نظر گرفتن تئوری کلاسیک ورق

 .]2[شوند می

 𝑢1(𝑟, 휃, 𝑧) = 𝑢(𝑟, 휃) − 𝑧𝑤,𝑟(𝑟, 휃), 

 𝑢2(𝑟, 휃, 𝑧) = 𝑣(𝑟, 휃) −
𝑧

𝑟
𝑤,𝜃(𝑟, 휃), 

(2)  𝑢3(𝑟, 휃, 𝑧) = 𝑤(𝑟, 휃), 

های نقاط صفحه میانی ورق را در راستاهای جایهجاب wو u ، v که در آن

r ،θ  وz دهد، و نشان می𝑤,𝑟  و𝑤,𝜃  مشتقاتw  نسبت بهr  وθ کند. با بیان می

جایی هستیسیته غیرخطی کرنش جاب( در روابط الا2جایگذاری معادلات )

 .آینددست میهب (1( و )۹) هایرابطهها به صورت ، کرنش]11[کارمن ون

 휀𝑟 = 휀𝑟
0 − 𝑧𝑤,𝑟𝑟 , 

 휀𝜃 = 휀𝜃
0 − 𝑧 (

𝑤,𝜃𝜃

𝑟2
+
𝑤,𝑟

𝑟
), 

 휀𝑧 = 0, 

 𝛾𝑟𝜃 = 𝛾𝑟𝜃
0 − 2𝑧 (

𝑤,𝑟𝜃

𝑟
−
𝑤,𝜃

𝑟2
),� 

(۹)  𝛾𝑟𝑧 = 𝛾𝜃𝑧 = 0, 

 و

 휀𝑟
0 = 𝑢,𝑟 +

1

2
(𝑤,𝑟)

2
, 

 휀𝜃
0 =

1

𝑟
(𝑢 + 𝑣,𝜃) +

1

2𝑟2
(𝑤,𝜃)

2
, 

(1)  𝛾𝑟𝜃
0 =

1

𝑟
(𝑢,𝜃 − 𝑣) + 𝑣,𝑟 +

1

𝑟
𝑤,𝑟𝑤,𝜃 , 

، و نادیده ]11[(، و با استفاده از اصل همیلتون 1و ) (۹بر اساس روابط )

)به دلیل زیاد بودن  ایدورانی و اینرسی داخل صفحه گرفتن اثر اینرسی

به دست ( 1)ای(، معادلات حرکت به شکل های طبیعی داخل صفحهفرکانس

 .آیدمی
 

 𝑁𝑟,𝑟 +
1

𝑟
(𝑁𝑟 − 𝑁𝜃) +

1

𝑟
𝑁𝑟𝜃,𝜃 = 0, 𝛿𝑢; 

 𝑁𝑟𝜃,𝑟 +
1

𝑟
𝑁𝜃,𝜃 +

2

𝑟
𝑁𝑟𝜃 = 0, 𝛿𝑣; 

 𝑀𝑟,𝑟 +
1

𝑟
(𝑀𝑟 −𝑀𝜃) +

1

𝑟
𝑀𝑟𝜃,𝜃 − 𝑄𝑟 = 0, 𝛿𝑤,𝑟; 

 𝑀𝑟,𝑟 +
1

𝑟
(𝑀𝑟 −𝑀𝜃) +

1

𝑟
𝑀𝑟𝜃,𝜃 − 𝑄𝑟 = 0, 𝛿𝑤,𝜃; 

(1)  𝑄𝑟,𝑟 +
1

𝑟
𝑄𝜃,𝜃 +

1

𝑟
𝑄𝑟 + 𝑁1 − 𝜇�̇� + 𝑃(𝑟, 휃, 𝑡) = 𝐼�̈�, 𝛿𝑤; 

 

,𝑃(𝑟که در آن  휃, 𝑡)  ،نیروی عرضی اعمالی بر سطح صفحه𝜇  ضریب

نشان دهنده مشتقات مرتبه اول و دوم  �̈�و  �̇� اینرسی عرضی، 𝐼دمپینگ، 

 زمانی هستند و:

 𝐼 = ∫ 𝜌(𝑧)
ℎ/2

−ℎ/2

𝑑𝑧,  

(1)  𝑁1 = 𝑁𝑟𝑤,𝑟𝑟 + 𝑁𝜃 (
1

𝑟
𝑤,𝑟 +

1

𝑟2
𝑤,𝜃𝜃) + 2𝑁𝑟𝜃 (

1

𝑟
𝑤,𝜃)

,𝑟
,  

رابطه صورت ( به1( و )1های به دست آمده در معادلات )نیروها و ممان

 .شوندمعین می (1)

 (𝑁𝑟 , 𝑁𝜃 , 𝑁𝑟𝜃 , 𝑄𝜃 , 𝑄𝑟) = ∫ (𝜎𝑟 , 𝜎𝜃 , 𝜎𝑟𝜃 , 𝜎𝜃𝑧, 𝜎𝑟𝑧)
ℎ/2

−ℎ/2

𝑑𝑧, 𝐼 = ∫ 𝜌(𝑧)
ℎ/2

−ℎ/2

𝑑𝑧,  

(1)  (𝑀𝑟 ,𝑀𝜃 ,𝑀𝑟𝜃) = ∫ (𝜎𝑟 , 𝜎𝜃 , 𝜎𝑟𝜃)
ℎ/2

−ℎ/2

𝑧�𝑑𝑧,   

، نیروها و ]12[با استفاده از روابط خطی تنش و کرنش در مواد الاستیک 

 .آینددست میبه( 9رابطه )ها به شکل ممان

 
𝑁𝑟 = 𝐴1휀𝑟

0 + (𝐴1 − 2𝐴2)휀𝜃
0 − 𝐵1𝑤,𝑟𝑟

− (𝐵1 − 2𝐵2) (
𝑤,𝜃𝜃

𝑟2
+
𝑤,𝑟

𝑟
), 

 
𝑁𝜃 = (𝐴1 − 2𝐴2)휀𝑟

0 + 𝐴1휀𝜃
0 − (𝐵1 − 2𝐵2)𝑤,𝑟𝑟

− 𝐵1 (
𝑤,𝜃𝜃

𝑟2
+
𝑤,𝑟

𝑟
), 

 𝑁𝑟𝜃 = 𝐴2𝛾𝑟𝜃
0 − 2𝐵2 (

𝑤,𝑟𝜃

𝑟
−
𝑤,𝜃

𝑟2
), 

  

 
𝑀𝑟 = 𝐵1휀𝑟

0 + (𝐵1 − 2𝐵2)휀𝜃
0 − 𝐷1𝑤,𝑟𝑟

− (𝐷1 − 2𝐷2) (
𝑤,𝜃𝜃

𝑟2
+
𝑤,𝑟

𝑟
), 

 
𝑀𝜃 = (𝐵1 − 2𝐵2)휀𝑟

0 + 𝐵1휀𝜃
0 − (𝐷1 − 2𝐷2)𝑤,𝑟𝑟

− 𝐷1 (
𝑤,𝜃𝜃

𝑟2
+
𝑤,𝑟

𝑟
), 

(9)  𝑀𝑟𝜃 = 𝐵2𝛾𝑟𝜃
0 − 2𝐷2 (

𝑤,𝑟𝜃

𝑟
−
𝑤,𝜃

𝑟2
), 

  د.شومحاسبه می( 5رابطه )سفتی به شکل ها ضرایب که در آن

 (𝐴1, 𝐵1, 𝐷1) = ∫
𝐸(𝑧)

1 − 𝜈2(𝑧)
(1, 𝑧, 𝑧2)𝑑𝑧

ℎ/2

−ℎ/2

,  

(5)  (𝐴2, 𝐵2, 𝐷2) = ∫
𝐸(𝑧)

2(1 + 𝜈(𝑧))
(1, 𝑧, 𝑧2)𝑑𝑧

ℎ/2

−ℎ/2

,  

مدول یانگ و ضریب پواسون هستند و فرض شده است بر طبق  ،νو  Eکه 

 کنند. ( تغییر 1رابطه توانی در )

 بندی مجدد معادلات حاکمفرمول -2-3

,𝐹(𝑟(، تابع نیرویی 1تر شده معادلات حرکت )برای ساده 휃) توان به شکل را می

 .معرفی کرد( 11رابطه )

(11)  𝑁𝑟 =
1

𝑟
𝐹,𝑟 +

1

𝑟2
𝐹,𝜃𝜃 ,�����𝑁𝜃 = 𝐹,𝑟𝑟 ,�����𝑁𝑟𝜃 = −(

1

𝑟
𝐹,𝜃)

,𝑟
, 

( به شکل دقیق برقرار 1معادلات )که با استفاده از تعریف بالا، دو رابطه اول 

 .شودتبدیل می( 11رابطه )( به شکل 1شوند. علاوه بر آن رابطه دوم )می

(11)  

𝑁1 = 𝐿(𝑤, 𝐹)

= (
1

𝑟
𝐹,𝑟 +

1

𝑟2
𝐹,𝜃𝜃)𝑤,𝑟𝑟 + 𝐹,𝑟𝑟 (

1

𝑟
𝑤,𝑟 +

1

𝑟2
𝑤,𝜃𝜃)

− 2 (
1

𝑟
𝐹,𝜃)

,𝑟
(
1

𝑟
𝑤,𝜃)

,𝑟
������������������������� 
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کارمن ظاهر ورق و پوسته ونرابطه بالا در تمامی معادلات غیرخطی 

شود. در ادامه، با حل سه نیز شناخته می 1کارمنو با نام عملگر ون ]2[شود می

휀𝑟( برای 9معادله اول )
0 ،휀𝜃

𝛾𝑟𝜃و  0
 :دهدنتیجه می 0

 
휀𝑟
0 =

𝐴1

�̅�
(𝑁𝑟 + 𝑁𝜃) −

1

2𝐴2
𝑁𝜃 +

𝐵2
𝐴2

𝑤,𝑟𝑟

−
2𝐶̅

�̅�
(
𝑤,𝜃𝜃

𝑟2
+
𝑤,𝑟

𝑟
+ 𝑤,𝑟𝑟), 

 
휀𝜃
0 = −

1

2𝐴2
𝑁𝑟 +

𝐴1

�̅�
(𝑁𝑟 + 𝑁𝜃) +

𝐵2
𝐴2

(
𝑤,𝜃𝜃

𝑟2
+
𝑤,𝑟

𝑟
)

−
2𝐶̅

�̅�
(
𝑤,𝜃𝜃

𝑟2
+
𝑤,𝑟

𝑟
+ 𝑤,𝑟𝑟), 

(12)  𝛾𝑟𝜃
0 =

1

𝐴2
𝑁𝑟𝜃 +

2𝐵2
𝐴2

(
𝑤,𝑟𝜃

𝑟
−
𝑤,𝜃

𝑟2
), 

�̅�که در آن  = 4𝐴2(𝐴1 − 𝐴2)  و𝐶̅ = 𝐴1𝐵2 − 𝐴2𝐵1. 

دست ( و جایگذاری نتایج به12( در روابط )11با جایگذاری معادلات ) 

 ،]19[ها سازگاری کرنشآمده از آن در معادله 

 휀𝑟,𝜃𝜃
0 − 𝑟휀𝑟,𝑟

0 − (𝑟𝛾𝑟𝜃
0 ),𝑟𝜃 + (𝑟2휀𝜃,𝑟

0 )
,𝑟
= 𝑁2 آیدبه دست می (1۹)، معادله. 

(1۹)  ∇2∇2𝐹 −
2𝐶̅

𝐴1
∇2∇2𝑤 =

�̅�

𝐴1𝑟
2𝑁2, 

 (11از رابطه ) N2بوده و در مختصات قطبی  2لاپلاسین 2∇که در آن 

 آید.دست میبه

(11)  𝑁2 = −
𝑟2

2
𝐿(𝑤,𝑤) 

( و جایگذاری در معادله 1از معادلات سوم و چهارم ) 𝑄𝜃و  𝑄𝑟با محاسبه 

( معادله 1۹به کمک معادله ) آخر آن، بعد از انجام محاسبات و ساده سازی

 .آیدبه دست می( 11رابطه )حرکت ارتعاشی عرضی به شکل 

(11)  𝐷∇2∇2𝑤 + 𝐼�̈� = 𝑁1 −
2𝐶̅

𝐴1𝑟
2𝑁2 − 𝜇�̇� + 𝑃(𝑟, 휃, 𝑡), 

𝐷که در آن  = 𝐷1 −𝐵1
2/𝐴1 . ( معادلات دینامیکی 11( و )1۹روابط ،)

های مختصات را در تمامی دستگاه هدفمندهای نازک ارتعاشات غیرخطی ورق

 کنند. )به دلیل ظاهر شدن عملگر لاپلاسین( بیان می

 بعد سازیبی -2-4

با ضریب پواسون ثابت  هدفمندهای در این قسمت به مطالعه ارتعاشات ورق

𝐶̅. در نتیجه مقدار شودپرداخته می = ( بعد 11( و )1۹شود و معادلات )می 0

 .آیندبه دست می( 11رابطه )( و ساده سازی به شکل 11از اعمال معادله )

(11)  𝐷∇2∇2𝑤 + 𝐼�̈� = 𝐿(𝑤, 𝐹) − 𝜇�̇� + 𝑃(𝑟, 휃, 𝑡),  

(11)  ∇2∇2𝐹 = −
𝐸ℎ̅̅̅̅

2
𝐿(𝑤,𝑤),  

 که در آن

(19)  𝐸ℎ̅̅̅̅ = ∫ 𝐸(𝑧)�d𝑧
ℎ/2

−ℎ/2

 

شته شوند. بعد نو( به شکل بی11( و )11معادلات )تر آن است که مناسب

 .شودتعریف می (15در رابطه )بعد به شکل بی های مسالهلذا مولفه

 𝑟 = 𝑎�̅�,�������𝑡 = 𝑎2√𝐼/𝐷𝑡̅,��������𝑤 = 𝑤0�̅�,��������𝐹 = 𝐸ℎ̅̅̅̅ 𝑤0
2�̅�,  

                                                           
1. von Karman operator 

2. Laplacian 

3. Overbar 

(15)  𝑃 = 𝐸ℎ̅̅̅̅ �𝑤0
3/𝑎4�̅�,�������𝜇 = (2𝐸ℎ̅̅̅̅ 𝑤0

2/𝑎2)√𝐼/𝐷�̅�  

باشد و با توجه به مساله مورد بررسی اندازه جابجایی عرضی ورق می 𝑤0که 

(، و حذف علامت 11( و )11( در معادلات )15گردد. با جایگذاری )انتخاب می

 :دهدنتیجه میپس از ساده سازی  ۹بار

(21)  ∇2∇2𝑤 + �̈� = 휀[𝐿(𝑤, 𝐹) − 2𝜇�̇� + 𝑃(𝑟, 휃, 𝑡)],  

(21)  ∇2∇2𝐹 = −
1

2
𝐿(𝑤,𝑤),  

휀که در آن  = 𝐸ℎ̅̅̅̅ 𝑤0
2/𝐷  و شرایط مرزی مساله باید در𝑟 =  اعمال شوند. 1

های عرضی به اندازه باید توجه داشت که معادلات ون کارمن برای جابجایی

𝑤0ضخامت ورق برقرار هستند. در این صورت باید مقدار  = ℎ  را درمعادلات

شود )برای ماده نسبت به واحد بزرگتر می 휀قرار داد. در این حالت مقدار 

휀روپیک: ایزوت = 12(1 − 𝜈2)( پس عبارات غیر خطی در معادله ،)از 21 )

شوند. برای استفاده از روش اغتشاشات نیاز است که عبارات خطی بزرگتر می

𝑤0جملات غیرخطی از جملات خطی کوچکتر باشند. با انتخاب  = ℎ2/𝑎 ،

휀کوچکتر از واحد می شود )برای ماده ایزوتروپیک:  휀مقدار  = 12(1 −

𝜈2)ℎ2/𝑎2).  این تئوری ]15[همانطور که در کارهای گذشته ذکر شده است ،

های غیرخطی در ارتعاشات به عنوان توصعه تئوری خطی برای مطالعه پدیده

، پاسخ ورق �ℎ2/𝑎های عرضی به اندازه باشد. این روش برای جابجاییها میورق

 کند.را به شکل نسبتاً دقیقی بررسی می
 

 شرایط مرزی -2-5

های گیردار در در راستای عرضی و حالت 1تحقیق شرایط مرزی گیردار در این

ای را مورد در راستای داخل صفحه 1ای و همچنین آزادراستای داخل صفحه

𝑟مطالعه قرار داده شده است. لذا برای راستای عرضی در  = رابطه شرایط  1

 شود.باید اعمال ( 22)

(22)  𝑤 = 𝑤,𝑟 = 0, 

𝑁𝑟ای شرط مرزی آزاد )راستای داخل صفحهبرای حالتی که در  = 𝑁𝑟𝜃 =

 شود:( نتیجه گرفته می11( وجود داشته باشد از معادله )0

(2۹)  𝐹 = 𝐹,𝑟 = 0, 

𝑢اگر شرط گیردار ) = 𝑣 = ای وجود داشته ( در راستای داخل صفحه0

( بعد از ساده 22( و در نظر داشتن معادلات )12( و )1باشد، به کمک روابط )

 .به دست خواهد آمد( 21طه )رابسازی 

 𝐹,𝑟𝑟 − 𝜈 (
𝐹,𝑟
𝑟
+
𝐹,𝜃𝜃
𝑟2

) = 0, 

(21)  𝐹,𝑟𝑟𝑟 +
𝐹,𝑟𝑟
𝑟

−
𝐹,𝑟
𝑟2

+ (2 + 𝜈)
𝐹,𝑟𝜃𝜃
𝑟2

− (3 + 𝜈)
𝐹,𝜃𝜃
𝑟3

= 0, 

در ادامه ابتدا قسمت خطی معادلات برای شرایط مرزی مفروض حل و 

 سپس پاسخ غیرخطی به صورت جمعی از مدهای خطی فرض خواهد شد.

 قسمت خطیحل  -2-6

( و پاسخ هامونیک 21-۹( و )21-۹با در نظر گرفتن قسمت خطی معادلات )

 .شوندبیان می (21( و )21روابط )ارتعاشاتی، معادلات حرکت به شکل 

(21)  ∇2∇2𝛷 − 𝑘4𝛷 = 0, 

(21)  ∇2∇2𝛹− 휁4𝛹 = 0, 

4. Clamped 
5. Free 
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𝑘4که در آن  = 𝜔2  و𝜔  فرکانس طبیعی سیستم است. حل تحلیلی

معادلات با مشتقات جزئی بالا در دستگاه مختصات قطبی را بر اساس توابع 

 :]21[توان بیان نمود می 1بسل

 𝛷(𝑟, 휃) = ∑ 𝛷
𝑚

1
(𝑟, 휃)

∞

𝑚=0

+ ∑ 𝛷
𝑚

2
(𝑟, 휃)

∞

𝑚=1

, 

 𝛷
𝑚

1
(𝑟, 휃) = [𝑎𝑚�𝐽𝑚(𝑘𝑟) + 𝑏𝑚�𝐼𝑚(𝑘𝑟)] cos(𝑚휃), 

(21)  𝛷
𝑚

2
(𝑟, 휃) = [𝑐𝑚�𝐽𝑚(𝑘𝑟) + 𝑑𝑚 �𝐼𝑚(𝑘𝑟)] sin(𝑚휃), 

 𝛹(𝑟, 휃) = ∑ 𝛹
𝑚

1
(𝑟, 휃)

∞

𝑚=0

+ ∑ 𝛹
𝑚

2
(𝑟, 휃)

∞

𝑚=1

, 

 𝛹
𝑚

1
(𝑟, 휃) = [𝑒𝑚�𝐽𝑚(휁𝑟) + 𝑓𝑚 �𝐼𝑚(휁𝑟)] cos(𝑚휃), 

(29)  𝛹
𝑚

2
(𝑟, 휃) = [𝑔𝑚�𝐽𝑚(휁𝑟) + ℎ𝑚�𝐼𝑚(휁𝑟)] sin(𝑚휃), 

ست. حال باید شرایط نشان دهنده تعداد قطرهای صفر در شکل مد ا mکه 

تا معادله مشخصه سیستم و همچنین شکل مدها  شودمرزی مساله اعمال 

𝑟در ( 22پس از اعمال رابطه مرزی )محاسبه گردند.  = به پاسخ جابجایی  1

به دست ( 25رابطه )و ساده سازی معادله مشخصه به شکل ( 21عرضی ورق )

 .آیدمی

(25)  Jm(k)�Im+1(k)+Jm+1(k)�Im(k)=0, 

گردند و برای شکل مدهای محاسبه می 𝑘𝑚𝑛که با حل آن مقادیر ویژه 

 :دهدمینتیجه عرضی نیز 

(۹1

)  

𝛷
𝑚𝑛

1
(𝑟, 휃) = 𝑎𝑚𝑛 [�𝐽𝑚(𝑘𝑚𝑛𝑟)

−
𝐽𝑚(𝑘𝑚𝑛)

𝐼𝑚(𝑘𝑚𝑛)
�𝐼𝑚(𝑘𝑚𝑛𝑟)] cos(𝑚휃), 

Φ
mn

2
(r,θ)=cmn [�Jm(kmnr)-

Jm(kmn)

Im(kmn)
�

Im(kmnr)] sin(mθ) 

ای از روابط به همین طریق، برای شرط مرزی آزاد در راستای داخل صفحه

 .توان نتیجه گرفترا می (۹1)( معادله مشخصه 2۹)

(۹1)  𝐽𝑚(휁)�𝐼𝑚+1(휁) + 𝐽𝑚+1(휁)�𝐼𝑚(휁) = 0, 

گردند و شکل مدهای داخل محاسبه می 휁𝑚𝑛که با حل آن مقادیر ویژه 

 شوند.میحاصل ( ۹2رابطه )به شکل  ایصفحه

 𝛹
𝑚𝑛

1
(𝑟, 휃) = 𝑒𝑚𝑛 [�𝐽𝑚(휁𝑚𝑛𝑟) −

𝐽𝑚(휁𝑚𝑛)

𝐼𝑚(휁𝑚𝑛)
�𝐼𝑚(휁𝑚𝑛𝑟)] cos(𝑚휃), 

(۹2)  𝛹
𝑚𝑛

2
(𝑟, 휃) = 𝑔𝑚𝑛 [�𝐽𝑚(휁𝑚𝑛𝑟) −

𝐽𝑚(휁𝑚𝑛)

𝐼𝑚(휁𝑚𝑛)
�𝐼𝑚(휁𝑚𝑛𝑟)] sin(𝑚휃), 

ای با استفاده در نهایت برای شرط مرزی گیردار در راستای داخل صفحه

برای محاسبه ( ۹۹)( و پس از ساده سازی معادله مشخصه 21از معادلات )

 .آیدای به دست میمقادیر ویژه داخل صفحه

                                                           
1. Bessel functions 

(۹۹)  

𝐼𝑚+1(휁){𝐽𝑚(휁)[(1 + 𝜈)2𝑚4 − (1 + 𝜈)(1 + 𝜈 + 2휁2)𝑚2

+ 2휁2(1 + 𝜈)𝑚 + 휁4]

− 2휁3(1 + 𝜈)𝐽𝑚+1(휁)} �

+ 𝐼𝑚(휁){�𝐽𝑚+1(휁)[(1 + 𝜈)2𝑚4

− (1 + 𝜈)(1 + 𝜈 − 2휁2)𝑚2

− 2휁2(1 + 𝜈)𝑚 + 휁4]

− 4𝑚2휁(1 + 𝜈)𝐽𝑚(휁)(𝑚 − 1)} = 0, 

 .شوندبیان می( ۹1رابطه )و در نهایت شکل مدها نیز به صورت 

𝛹
𝑚𝑛

1
(𝑟, 휃) = 𝑒𝑚𝑛 cos(𝑚휃) 

𝐽𝑚(휁𝑚𝑛𝑟) [1 − [
[(1 + 𝜈)(𝑚2 −𝑚) − 휁𝑚𝑛

2 ]�𝐽𝑚(휁𝑚𝑛)

Ũ

𝐼𝑚(휁𝑚𝑛𝑟)

𝐽𝑚(휁𝑚𝑛𝑟)
]

+ [
(1 + 𝜈)휁𝑚𝑛�𝐽𝑚+1(휁𝑚𝑛)

Ũ

𝐼𝑚(휁𝑚𝑛𝑟)

𝐽𝑚(휁𝑚𝑛𝑟)
]] 

𝛹
𝑚𝑛

2
(𝑟, 휃) = 𝑔𝑚𝑛 sin(𝑚휃) 

𝐽𝑚(휁𝑚𝑛𝑟) [1 − [
[(1 + 𝜈)(𝑚2 −𝑚) − 휁𝑚𝑛

2 ]�𝐽𝑚(휁𝑚𝑛)

Ũ

𝐼𝑚(휁𝑚𝑛𝑟)

𝐽𝑚(휁𝑚𝑛𝑟)

+
(1 + 𝜈)휁𝑚𝑛�𝐽𝑚+1(휁𝑚𝑛)

Ũ
�
𝐼𝑚(휁𝑚𝑛𝑟)

𝐽𝑚(휁𝑚𝑛𝑟)
]] 

Ũ = [(1 + 𝜈)(𝑚2 −𝑚) + 휁𝑚𝑛
2 ]�𝐼𝑚(휁𝑚𝑛)

− (1 + 𝜈)휁𝑚𝑛�𝐼𝑚+1(휁𝑚𝑛) 
(۹1) 

برای شکل مدهای  𝑐𝑚𝑛و  𝑎𝑚𝑛در پایان نیز برای تعیین ضرایب ثابت 

ای، از روابط برای شکل مدهای داخل صفحه 𝑔𝑚𝑛و  𝑒𝑚𝑛عرضی و همچنین 

 .خواهد شداستفاده  (۹1)نرمال سازی 

(۹1            )∬ [𝛷
𝑚𝑛

(𝑟, 휃)]
2
d𝑠

𝑆
= 1, ∬ [𝛹

𝑚𝑛
(𝑟, 휃)]

2
d𝑠

𝑆
= 1, 

𝑆که در آن  = {(𝑟, 휃), 0 ≤ 𝑟 ≤ 1,0 ≤ 휃 ≤ 2𝜋; 𝑟, 휃 ∈ 𝑅}، 

مساحت ورق دایروی است. تا به اینجا قسمت خطی معادلات برای شرایط مرزی 

ای محاسبه مفروض حل و مقادیر ویژه و شکل مدهای عرضی و داخل صفحه

 .شد

 بسط مودال -2-7

بر حسب توابع مکانی مناسب  𝐹و  𝑤توان با بسط ( را می21( و )21معادلات )

ترین توابع فرضی شکل به معادلات جدا از هم تبدیل کرد. یکی از مناسب

مدهای ارتعاشی قسمت خطی این معادلات است که به شکل دقیق در بخش 

𝜔𝑚𝑛در ایجا ) د زیرا دارای خاصیت تعامد هستند.قبل محاسبه شدن ,𝛷𝑚𝑛
و  (

(휁𝑚𝑛 , 𝛹𝑚𝑛
ای ا و مقادیر ویژه عرضی و داخل صفحه( به ترتیب شکل مده

 .کنندتبعیت می (۹1( و )۹1)قسمت خطی معادلات حاکم هستند که از روابط 

(۹1                                                )∇2∇2𝛷
𝑚𝑛

−𝜔𝑚𝑛
2 𝛷

𝑚𝑛
= 0 

(۹1                                                 )∇2∇2𝛹
𝑚𝑛

− 휁𝑚𝑛
4 𝛹

𝑚𝑛
= 0 

ای عرضی و داخل صفحهشکل مدهای از بر حسب ترکیبی  𝐹و  𝑤حال 

 :شوندتعریف می

(۹9) 
𝑤(𝑟, 휃, 𝑡) = ∑𝛷

𝑘
(𝑟, 휃)�𝑞𝑘(𝑡)

∞

𝑘=1

 

(۹5) 
𝐹(𝑟, 휃, 𝑡) = ∑𝛹𝑘(𝑟, 휃)�휂𝑘(𝑡)

∞

𝑘=1
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(، با ضرب ۹1( و استفاده از رابطه )21( در معادله )۹5با جایگذاری معادله )

𝛹طرفین در 
𝑘

و انتگرال گیری روی مساحت ورق از طرفین معادله و استفاده  

 .آیدبه دست می( 11رابطه )به شکل  휂𝑘از خاصیت تعامد شکل مدها، مقادیر 

(11)  휂𝑘(𝑡) �= −
1

2𝜉𝑘
4 ∑∑𝐻𝑝𝑞

𝑘 𝑞𝑝(𝑡)𝑞𝑞(𝑡)

∞

𝑞=1

∞

𝑝=1

 

 که در آن

(11)  𝐻𝑝𝑞
𝑘 �= ∬𝛹

𝑘
𝐿 (𝛷

𝑝
, 𝛷

𝑞
) d𝑠

𝑆

/∬𝛹
𝑘

2
d𝑠

𝑆

, 

( و استفاده از معادله 21( در معادله )۹5( و )۹9حال با قرار دادن معادلات )

𝛷(، با ضرب طرفین در ۹1)
𝑘

و انتگرال گیری روی مساحت ورق از طرفین  

معادله و استفاده از خاصیت تعامد شکل مدهای عرضی، معادلات زیر برای 

 :شودحاصل میضریب مدهای عرضی 

�̈�𝑘(𝑡) + 𝜔𝑘
2𝑞𝑘(𝑡) = 휀 [∑∑𝐸𝑝𝑞

𝑘 𝑞𝑝(𝑡)휂𝑞(𝑡) − 2𝜇�̇�𝑘(𝑡) + 𝑄𝑘(𝑡)

∞

𝑞=1

∞

𝑝=1

] 

(12) 

 که در آن      

 𝑄𝑘(𝑡) = ∬𝑃𝛷
𝑘
d𝑠

𝑆

/∬𝛷
𝑘

2
d𝑠

𝑆

, 

(1۹)  𝐸𝑝𝑞
𝑘 �= ∬𝛷

𝑘
𝐿 (𝛷

𝑝
, 𝛹

𝑞
) d𝑠

𝑆

/∬𝛷
𝑘

2
d𝑠

𝑆

, 

اند که ( تبدیل شده12( و )11پس معادلات غیرخطی به معادلات )      

از رابطه  휂𝑘جایگذاری  علاوههب هستند. 휂𝑘و  𝑞𝑘بر حسب  21معادلات مرتبه 

 .دهدنتیجه می( را 11رابطه )( 12( در معادله )11)

(11)  

�̈�𝑘(𝑡) + 𝜔𝑘
2𝑞𝑘(𝑡) = 휀 [∑∑∑𝛤𝑝𝑞𝑟

𝑘 𝑞𝑝(𝑡)𝑞𝑞(𝑡)𝑞𝑟(𝑡)

∞

𝑟=1

∞

𝑞=1

∞

𝑝=1

− 2𝜇�̇�𝑘(𝑡) + 𝑄𝑘(𝑡)], 

 که در آن      

 (11)  𝛤𝑝𝑞𝑟
𝑘 = −∑

𝐻𝑝𝑞
𝑖 𝐸𝑟𝑖

𝑘

2𝜉𝑖
4

∞

𝑖=1

, 

( ضرایب مرتبط به معادله داخل 11در معادلات ) شود کهمشاهده می      

( ظاهر نشده است. لذا، با حل این معادلات و به دست آوردن 휂𝑘ای )صفحه

(، پاسخ ارتعاشات عرضی سیستم به ۹9و جایگذاری در معادله ) 𝑞𝑘(𝑡)ضرایب 

 آید.دست می

,𝑃(𝑟که نیروی جانبی  شوددر ادامه فرض می 휃, 𝑡) هارمونیک با فرکانس 

( از رابطه 11به ورق وارد شده است به طوری که ترم نیرو در معادله ) 𝛺نوسان 

𝑄𝑘(𝑡)( به شکل 1۹) = 𝑄𝑘cos(𝛺𝑡)  پاسخ دینامیکی ورق را شودمحاسبه .

توان بوسیله شکل مدهای که فرکانس طبیعی آنها به فرکانس تحریک می

از طریق نزدیک است و همچنین، به دلیل رابطه غیرخطی، شکل مدهایی که 

 شوند به دست آورد.پدیده رزونانس داخلی تحریک می

                                                           
1. Quadratic 
2  . method of multiple scale 
3  . complex conjugate 

 ارتعاشات تک مد -2-8

که شرایط رزونانس داخلی وجود نداشته باشد و  شوددر این بخش فرض می

فرکانس تحریک به فرکانس طبیعی یکی از شکل مدها نزدیک باشد که در این 

 شود.مینتیجه گرفته ( 11صورت از معادله )

 (11)  �̈�(𝑡) + 𝜔2𝑞(𝑡) = 휀[𝛤𝑞3(𝑡) − 2𝜇�̇�(𝑡) + 𝑄cos(𝛺𝑡)], 

𝛤که در آن  = −∑ (𝐻𝑖)2/2휁𝑖
4∞

𝑖=1  و𝐻𝑖 �= ∬ 𝛹
𝑖
𝐿(𝛷,𝛷)ds

𝑆
/∬ 𝛹

𝑖

2
d𝑠

𝑆
 .

 .شوداستفاده می ]2MMS ]1حال از تقریب مرتبه اول در روش اغتشاشات 

(11)  𝑞(𝑡) = 𝑞1(𝑇0, 𝑇1) + 휀𝑞2(𝑇0, 𝑇1) + 𝑂(휀2), 

𝑇𝑗به طوری که        = 휀𝑗𝑡 .( و برابر قرار دادن ضرایب 11( در )11جایگذاری )

𝐷𝑗و استفاده از تعریف  휀با توان برابر  = 𝜕/𝜕𝑇𝑗 دهدنتیجه می: 

 𝐷0
2𝑞1 + 𝜔2𝑞1 = 0, 

(19)  𝐷0
2𝑞2 +𝜔2𝑞2 = −2𝐷0𝐷1𝑞1 + 𝛤𝑞1

3 − 2𝜇𝐷0𝑞1 + 𝑄cos(𝛺𝑡), 

 :دگردرابطه زیر حاصل میکه با حل معادله اول       

(15)  𝑞1 = 𝐴(𝑇1) exp(𝑖𝜔𝑇0) + 𝑐𝑐, 

باشد. حال با تعریف پارامتر می ۹نشان دهنده مزدوج مختلط 𝑐𝑐که در آن       

𝛺صورت به  1تنظیم = 𝜔 + 휀𝜆 ط (، شر19( در معادله دوم )15ری )و جایگذا

 :شودزیر منتج می 1حل پذیری

(11)  −2𝑖𝜔(𝐴′ + 𝜇𝐴) + 3𝛤𝐴2�̅� + 𝑄 exp(𝑖𝜆𝑇1) /2 = 0, 

′(�)که علامت پریم        = 𝜕/𝜕𝑇1  دهد. با تعریف قطبی میرا نشان𝐴(𝑇1) =

𝑎(𝑇1) exp(𝑖휃(𝑇1))  برای حل، سیستم دینامیکی زیر برای دامنه و فاز به دست

 آید:می

 𝑎′ = −𝜇𝑎 + 𝑄 sin(𝛾) /4𝜔, 

(11)  𝑎𝛾′ = 𝑎𝜆 + 3𝛤𝑎3/2𝜔 + 𝑄 cos(𝛾) /4𝜔, 

𝛾که        = 𝜆𝑇1 − 휃( در کارهای گذشته بسیار کامل 11های معادله ). ویژگی

هایی با توجه به مساله است و در بخش عددی نیز مثال مورد مطالعه قرار گرفته

 .اندشدهمورد بررسی ارائه 

 رزونانس داخلی -2-9

 هایدر صورتی که شرایط مورد نیاز برای پدیده رزونانس داخلی در فرکانس

𝜔2سیستم وجود داشته باشد ) ≈ 𝜔1�یا�𝜔2 ≈ 3𝜔1( معادله ،)به شکل زیر 11 )

 شود:ساده می

 �̈�1 + 𝜔1
2𝑞1 = 휀[𝛤11𝑞1

3 + 𝛤12𝑞2
3 + 𝐶11𝑞1𝑞2

2 + 𝐶12𝑞1
2𝑞2

− 2𝜇�̇�1 +𝑄1cos(𝛺𝑡)], 

(12)  �̈�2 + 𝜔2
2𝑞2 = 휀[𝛤21𝑞1

3 + 𝛤22𝑞2
3 + 𝐶21𝑞1𝑞2

2 + 𝐶22𝑞1
2𝑞2

− 2𝜇�̇�2 + 𝑄2cos(𝛺𝑡)], 

 که در آن     

 𝛤11 = −∑
(𝐻11

𝑖 )
2

2휁𝑖
4

∞

𝑖=1

, 𝛤22 = −∑
(𝐻22

𝑖 )
2

2휁𝑖
4

∞

𝑖=1

, 

 𝛤12 = −∑
𝐻22
𝑖 𝐻12

𝑖

2휁𝑖
4

∞

𝑖=1

, 𝛤21 = −∑
𝐻11
𝑖 𝐻12

𝑖

2휁𝑖
4

∞

𝑖=1

,� 

 𝐶11 = 𝐶22 = −2∑
(𝐻12

𝑖 )
2

2휁𝑖
4

∞

𝑖=1

−∑
𝐻11
𝑖 𝐻22

𝑖

2휁𝑖
4

∞

𝑖=1

, 

4  . detuning 
5  . solvability condition 
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(1۹)  𝐶12 = 3𝛤21, 𝐶21 = 3𝛤12 

 :گردندهای زیر فرض میپاسخ MMSحال در روش       

 𝑞1(𝑡) = 𝑞11(𝑇0, 𝑇1) + 휀𝑞12(𝑇0, 𝑇1) + 𝑂(휀2), 

(11)  𝑞2(𝑡) = 𝑞21(𝑇0, 𝑇1) + 휀𝑞22(𝑇0, 𝑇1) + 𝑂(휀2), 

( و برابر قرار دادن 12( در معادلات )11) جایگذاری کردن روابط سپس      

 :دهدنتیجه می 휀ضرایب با توان برابر 

 𝐷0
2𝑞11 + 𝜔1

2𝑞11 = 0, 

(11)  𝐷0
2𝑞21 + 𝜔2

2𝑞21 = 0, 

 𝐷0
2𝑞12 +𝜔1

2𝑞12 = −2𝐷0𝐷1𝑞11 + 𝛤11𝑞11
3 + 𝛤12𝑞21

3 + 𝐶11𝑞11𝑞21
2

+ 𝐶12𝑞11
2 𝑞21 − 2𝜇𝐷0𝑞11 + 𝑄1cos(𝛺𝑡), 

(11)  
𝐷0
2𝑞22 + 𝜔1

2𝑞22 = −2𝐷0𝐷1𝑞21 + 𝛤21𝑞11
3 + 𝛤22𝑞21

3 + 𝐶21𝑞11𝑞21
2

+ 𝐶22𝑞11
2 𝑞21 − 2𝜇𝐷0𝑞21 +𝑄2𝑐𝑜𝑠(𝛺𝑡), 

 شود:( به شکل زیر می11حل معادلات )

 𝑞11 = 𝐴1(𝑇1) exp(𝑖𝜔1𝑇0) + 𝑐𝑐, 

(11)  𝑞21 = 𝐴2(𝑇1) exp(𝑖𝜔2𝑇0) + 𝑐𝑐 

های دایروی و در حالتی که حداقل یک قطر صفر وجود داشته در ورق

𝑚باشد ) = (، به ازای هر فرکانس طبیعی دو شکل مد با اختلاف فاز …,1,2

در حالت ورق واقعی به دلیل ((. ۹1درجه وجود دارد )شکل مدهای عرضی ) 51

در هندسه و ساخت، نشان داده شده که مقادیر  1وجود اجتناب ناپذیر نقصان

فرکانس طبیعی اندکی با هم متفاوت خواهند شد و شکل مدها نسبت به حالت 

درجه اختلاف فاز را دقیق ایجاد  51تئوری اندکی چرخیده و دیگر 

𝜔2بنابراین در ادامه حالت . ]1[کنند نمی ≈ 𝜔1 پدیده رزونانس  بررسی برای

ها . با تعریف پارامتر تنظیم برای اختلاف فرکانسشودمیدر نظر گرفته داخلی 

𝜔2به صورت  = 𝜔1 + 휀𝜎 و اگر اختلاف فرکانس نیرو نسبت به فرکانس بزرگتر ،

𝛺به شکل  = 𝜔2 + 휀𝜆  ( در 11و این دو را همراه با روابط ) گرددتعریف

 شوند.میحاصل  (19) پذیری، شرایط حلداده شوند ( قرار11معادلات )

 

−2𝑖𝜔1(𝐴1
′ + 𝜇𝐴1) + 3𝛤11𝐴1

2�̅�1 + 3𝛤12𝐴2
2�̅�2 exp(𝑖𝜎𝑇1)

+ 𝐶11𝐴2[2𝐴1�̅�2 + �̅�1𝐴2 exp(2𝑖𝜎𝑇1)]

+ 𝐶12𝐴1 exp(−𝑖𝜎𝑇1) [𝐴1�̅�2

+ 2�̅�1𝐴2 exp(2𝑖𝜎𝑇1)] = 0, 

(19)  

−2𝑖𝜔2(𝐴2
′ + 𝜇𝐴2) + 3𝛤22𝐴2

2�̅�2 + 3𝛤21𝐴1
2�̅�1 exp(−𝑖𝜎𝑇1)

+ 𝐶22𝐴1[2�̅�1𝐴2 + 𝐴1�̅�2 exp(−2𝑖𝜎𝑇1)]

+ 𝐶21𝐴2 exp(−𝑖𝜎𝑇1) [�̅�1𝐴2 exp(2𝑖𝜎𝑇1)

+ 2𝐴1�̅�2] + 𝑄2 exp(𝑖𝜆𝑇1) /2 = 0, 

𝐴1(𝑇1)با استفاده از تعریف قطبی       = 𝑎1(𝑇1) exp(𝑖휃1(𝑇1))  و𝐴2(𝑇1) =

𝑎2(𝑇1) 𝑒𝑥𝑝(𝑖휃2(𝑇1)) و با معرفی ،𝛾1 = 𝜎𝑇1 + 휃2 − 휃1 ،𝛾2 = 𝜆𝑇1 − 휃2  در

ه طبق رابط( و انجام عملیات ریاضی در نهایت سیستم دینامیکی 19معادله )

 .آیدبه دست می (15)

𝑎1
′ = −𝜇𝑎1 + [3𝛤12𝑎2

3 sin(𝛾1) + 𝐶11𝑎1𝑎2
2 sin(2𝛾1)

+ 𝐶12𝑎1
2𝑎2 sin(𝛾1)]/2𝜔1, 

𝑎1휃1
′ = {−3𝛤11𝑎1

3 − 3𝛤12𝑎2
3 cos(𝛾1) − 𝐶11𝑎1𝑎2

2[2 + cos(2𝛾1)]

− 3𝐶12𝑎1
2𝑎2 cos(𝛾1)}/2𝜔1, 

                                                           
1. Imperfection 
2. Aluminum–Alumina 
3. Fixed poins 

𝑎2
′ = −𝜇𝑎2 + [−3𝛤21𝑎1

3 sin(𝛾1) − 𝐶22𝑎1
2𝑎2 sin(2𝛾1)

− 𝐶21𝑎1𝑎2
2 sin(𝛾1) + 𝑄2 𝑠𝑖𝑛(𝛾2) /2]/2𝜔2, 

𝑎2휃2
′ = {−3𝛤22𝑎2

3 − 3𝛤21𝑎1
3 cos(𝛾1) − 𝐶22𝑎1

2𝑎2[2 + cos(2𝛾1)]

− 3𝐶21𝑎1𝑎2
2 cos(2𝛾1) − 𝑄2 cos(𝛾2) /2}/2𝜔2 

(15)  

 نتایج عددی -3

برای آنکه بتوان دید بهتری از ماهیت و چگونگی رفتار پاسخ بدست آمده داشت، 

شود. هدف اصلی می چند نمونه از نتایج عددی پرداخته در این قسمت به ارائه

 هدفمندای و تغییرات ماده اثرات شرایط مرزی داخل صفحهاین بخش بررسی 

و همچنین دامنه و فرکانس تحریک هارمونیک خارجی بر پدیده رزونانس 

-ی بحث، ورق دایروی مورد مطالعه از جنس آلومینیومدر ادامهداخلی است. 

𝑎با خواص مکانیکی و فیزیکی ) 2آلومینا = 1�m, ℎ = 0.01�m,آلومینیوم ،) 

(𝜈 = 0.3, 𝜌𝑚 = 2700�kg/m3, 𝐸𝑚 = 70 × 109N/m2( آلومینا ،)𝜈 = 0.3,

𝜌𝑐 = 3950�kg/m3, 𝐸𝑐 = 380 × 109N/m2 فرض شده است. کد ریاضی )

با استفاده از آن مقادیر ویژه و نوشته شده است تا  Mapleمربوطه در نرم افزار 

ای و ضرایب غیرخطی محاسبه و مدهای ارتعاشی عرضی و داخل صفحه

و شرایط وجود رزونانس داخلی یافت شود. سپس با  ۹نقاط سکونهمچنین 

ورق  1پاسخ پایدار matcontافزار معرفی این نتایج و سیستم دینامیکی در نرم

های دامنه و تنظیم نیرو بر دامنه نوسانات مورد مطالعه و اثرات تغییر پارامتر

ه شیوه ب خطیبرای محاسبه ضرایب غیر قرار گرفته است. همگرایی نتایج عددی

فرکانس اول شکل مدهای  9حداکثر سعی و خطا بررسی شده، و استفاده از 

فرکانس از شکل مدها با تعداد قطرهای صفر دوبرابر  9متقارن محوری و 

، برای محاسبه ضرایب غیرخطی ارائه شده ]9[فرکانس عرضی مورد مطالعه 

 کافی است.

ده وژه با سایر تحقیقات انجام شقبل از ارائه نتایج اصلی، باید نتایج این پر

بنابراین، نتایج و یا نرم افزارهای المان محدود مقایسه و صحت سنجی شود. 

𝑔( اول به ازای Hzفرکانس طبیعی ) 11 = و شرط مرزی گیردار ورق  1.5

𝐻دایروی ) = 0.01�m, 𝑎 = 1�m و همچنین نتایج به دست آمده از مدل المان )

آورده شده است. تطابق خوبی بین  1در جدول  1افزار آباکوسمحدود توسط نرم

بل شود. قانتایج تحلیلی و نتایج محاسبه شده به روش المان محدود دیده می

در نرم افزار آباکوس  هدفمندتوجه است که برای مدل سازی و شبکه بندی ورق 

  S8R5المان  1111حداکثر از 

(eight node doubly curved thin shellو همچنین )لایه به صورت ورق  21

𝑔با  هدفمنداستفاده شده است. برای ورق  sectionکامپوزیت در قسمت  = 5 

𝑔تغییرات خواص مکانیکی در راستای ضخامت بیشتر از حالت  = است و به  1

نتایج المان محدود اختلاف بیشتری با نتایج تحلیلی دارد. بنابراین همین دلیل 

ج های بیشتری فرض شود تا نتایماده، نیاز است که لایهبا افزایش نرخ تغییرات 

 المان محدود دقت بهتری داشته باشد.

 
 صحت سنجی نتایج فرکانس طبیعی با نرم افزار المان محدود  1جدول 

𝑔 = 5  𝑔 = 1    

 𝑛 𝑚  محاسبه شده المان محدود  محاسبه شده المان محدود

111/12 191/12   11۹/۹1  1۹1/۹1   1 1 

4. Steady state 
5.  Abaqus 
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111/99  111/99   292/11  29۹/11   1 1 

19/111  11/111   11/121  19/121   1 2 

1۹/111  11/111   12/111  11/111   2 1 

۹1/212  22/212   11/191  11/191   1 ۹ 

15/21۹  51/212   51/221  12/221   2 1 

92/295  1۹/295   12/21۹  21/21۹   1 1 

9۹/۹11  11/۹11   11/۹11  11/۹11   2 2 

19/۹11  11/۹11   11/۹2۹  51/۹2۹   ۹ 1 

۹1/۹11  ۹1/۹11   11/۹25  91/۹25   1 1 

نتایج  2، جدول 𝛤همچنین به منظور صحت سنجی ضرایب غیرخطی 

𝜈محاسبه شده برای ورق ایزوتروپیک ) = ای ( و شرایط مرزی داخل صفحه0.3

آزاد( را همراه با نتایج ارائه شده در -گیردار( و آزاد )گیردار-گیردار )گیردار

دهد. وجود همگرایی خوب در نتایج نشان دهنده صحت نشان می ]19[مرجع 

از مقایسه نتایج محاسبه ، بعلاوهباشد. مقادیر محاسبه شده در این تحقیق می

م بینیای فرض شده میشده برای ضرایب غیرخطی دو شرط مرزی داخل صفحه

ای، مقادیر این مرزی در حالت گیردار داخل صفحه 1که با زیاد شدن محدودیت

شود. در واقع وجود محدودیت جابجایی در راستای داخل ضرایب نیز زیاد می

ای موجب افزایش محدودیت برای جابجایی عرضی و در نتیجه افزایش صفحه

 گردد.اثر عوامل غیرخطی می

 ]19[با مرجع  𝛤صحت سنجی ضرایب غیرخطی  2جدول 

    آزاد-گیردار  گیردار-گیردار

 𝑛 𝑚  محاسبه شده  محاسبه شده ]19[مرجع 

۹۹19/9- ۹۹۹۹/9-  9119/2-  1 1 

91۹/15- 91۹/15-  221/11-  1 1 

51/111- 95/111-  ۹11/11-  1 2 

21/299- 21/299-  12/111-  2 1 

99/۹11- 99/۹11-  95/125-  1 ۹ 

11/911- 11/911-  19/۹91-  2 1 

11/119- 11/119-  9۹/۹1۹-  1 1 

 

دهد. از را نشان می 휀بعد تاثیر تغییرات اندیس توانی بر پارامتر بی ۹شکل 

𝑔شکل مشخص است که به ازای  = که ورق به طور کامل ایزوتروپیک  ∞,0

휀شود مقدار )فلز یا سرامیک( می = 𝑔کمترین، و برای حالت  0.001092 = 2 

휀بیشترین مقدار  =  را داراست.  0.001331
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5  . Constraint 

  𝑔اندیس توانی، 

 

 بر حسب اندیس توانی  휀تغییرات  3شکل 
 

عد آن ببرای یک ورق با هندسه ثابت اختلاف بین دو فرکانس طبیعی بی

((، که در نتیجه 21( و )21بعد )عددی ثابت است )به دلیل حل معادلات بی

شود. بنابراین، تغییر نیز عددی ثابت می 5-2به کار رفته در بخش  휀𝜎مقدار 

به کار رفته  𝜎شده و در نتیجه عدد  휀جنس ورق موجب تغییرات در ضریب 

برای پارامتر تنظیم عوض خواهد شد. البته این نکته را هم باید در نظر داشت 

𝑔با زیاد شدن اندیس توانی، جنس ورق از فلز ) که در حالت با بعد = ( به 0

𝑔سرامیک ) = های طبیعی سیستم فرکانس در نتیجهشود و ( تبدیل می∞

( و همچنین روابط بی بعد سازی 1) افزایش خواهند یافت )توجه به جدول

 دفمندههای ((. بنابراین برای مطالعه اثر تغییرات ماده بر رفتار بی بعد ورق15)

 ثرات تغییر ضریب تنظیم نیز باید بررسی شود. ، ا

𝑚در ادامه پدیده رزونانس داخلی برای شکل مد ) = 2, 𝑛 = ( مطالعه 1

(. در چنین وضعیتی که دو فرکانس با هم برابر هستند از 1خواهد شد )شکل 

𝛤12توان نشان داد ضرایب غیرخطی به راحتی می 1-2روابط بخش  = 𝛤21 =

𝐶12 = 𝐶21 = 𝛤11و همچنین  0 = 𝛤22 = 𝐶11 = 𝐶22 = 𝛤 که مقادیر ،𝛤  در

휀𝜎عدد ثابت  .]9[به ازای شرایط مرزی مفروض آورده شده است  2جدول  =

های شده و تمامی شکل برای مدل سازی اختلاف فرکانسی در نظر گرفته 0.01

 اند.بعدی در این بخش بر اساس چنین فرضی ترسیم شده

 

 
 

𝑚)شکل مد  4شکل  = 2, 𝑛 = 1)  
 

تغییرات دامنه نوسانات و شرایط تحریک شکل مد اول از  1و  1شکل 

طریق انتقال انرژی داخلی را بر حسب تغییرات فرکانس و دامنه نیرو نمایش 

 ناپایدارهای ها با علائم ریاضی مربوطه و پاسخروی شکل 2کوپل دهند. پاسخمی

𝜇ها ضریب دمپینگ در همه حالت اند.مشخص شده با خط چین = ، و 0.05

𝑄2 = 𝜆و  1در شکل   60 = فرض گردیده است. از شکل  1در شکل  20

ر گیردا-مشخص است که مقادیر جابجایی عرضی ورق برای شرط مرزی گیردار

 باشد. آزاد می-کوچکتر از شرط مرزیگیردار

ای و کوپل بودن جابجایی عرضی درگیر بودن مرز در راستای داخل صفحه

در حالت پاسخ کوپل، از طریق  رفتاری است.ای علت چنین و جابجایی صفحه

کل مد ش بالاتر به مد با فرکانس کوچکتر، از مد با فرکانسانتقال انرژی داخلی 

نشان  این خود کند.بزرگتری نسبت به شکل مد دوم پیدا می ارتعاشی اول دامنه

های مکانیکی های غیرخطی در سازهدهنده اهمیت بسیار بالای بررسی پدیده

شد. در هر دو حالت تغییرات با فرکانس و دامنه نیرو مقدار جابجایی شکل بامی

مد دوم روند افزایشی دارد اما شکل مد اول با افزایش دامنه نیرو روند کاهشی 

2. Coupled 

0.00105

0.00115

0.00125

0.00135

0 5 10 15 20
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دهد تا اینکه مقدار آن از مقدار دامنه شکل مد دوم کمتر از خود نشان می

 شود.می

گیردار نسبت به شرط -برابر، شرط مرزی گیردار 𝑄2همچنین به ازای 

تری از اختلاف فرکانس نیرو دارای پاسخ آزاد در دامنه وسیع-مرزی گیردار

 شود.این قضیه بهتر دیده می 1باشد که در شکل کوپل می

ی 1شکل  𝜇را برای ضرایب دمپینگ  1مکان هندسی نقاط حد =

0.01, 0.05, 0.1, ( دو 𝑄2کند. به ازای هر مقدار دامنه نیرو )مشخص می 0.2

( وجود دارد که فاصله فرکانسی بین این دو نقطه 𝜆مقدار اختلاف فرکانس )

 پاسخ کوپل برای سیستم وجود دارد.

 

نه
دام

 
ت

انا
وس

ن
  ،

𝑎
1
,𝑎

2
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گ
-

دار
یر

گ
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گ
-

زاد
آ

 

𝜆 ،اختلاف فرکانس نیرو   

 

 تغییرات دامنه نوسانات با تغییرات فرکانس نیرو 5شکل 

 

 

نه
دام

 
ت

انا
وس

ن
  ،

𝑎
1
,𝑎

2
 

دار
یر

گ
-

دار
یر

گ
 

                                                           
1. Limit points 

 

دار
یر

گ
-

زاد
آ

 

𝑄2 ،دامنه نیرو   

 تغییرات دامنه نوسانات با تغییرات دامنه نیرو 6شکل 

 

حداکثر مقدار نیرو و فرکانسی را مشخص  ای روی نمودارهانقاط دایره

کنند که با ازای آن دامنه نوسانات مد تحریک شده از طریق رزونانس داخلی می

ها صفر نشده است. برای دامنه نیروهای بیشتر بر روی شاخه سمت چپی منحنی

 دهد. مکان هندسی شاخه سمت چپ، مقدار جابجایی مد اول را صفر می

 

 

𝑄
2
رو،

 نی
نه

دام
 

دار
یر

گ
-

دار
یر

گ
 

 

دار
یر

گ
-

زاد
آ

 

𝜆،اختلاف فرکانس نیرو   

 

 مکان هندسی نقاط حدی 7شکل 

 

یعنی به ازای دامنه نیروی معین )بالاتر از نقاط( و با افزایش فرکانس نیرو، 

کند، به بعد، دامنه مد اول از صفر شروع به افزایش می 𝜆از مقدار مشخص 

تر از نقاط( که در ابتدایی ترین نقطه شروع نیروهای کم )پایینبرخلاف دامنه 

 1باشد )شکل پدیده رزونانس داخلی مقدار جابجایی عرضی مد اول صفر نمی

 (. 1و 

علاوه بر این، با افزایش ضریب دمپینگ حداقل نیروی مورد نیاز برای ایجاد 

ز زونانس داریم نییابد و دامنه فرکانسی که در آن ررزونانس داخلی افزایش می

شود که احتمال وقوع شود. با مقایسه دو شرط مرزی دیده میکوچکتر می

0

2

4

6

8

10

-50 50 150 250 350 450 550

0

2

4

6

8

10

-20 30 80 130 180

0

0.5

1

1.5

2

2.5

0 500 1000 1500 2000 2500

0

1

2

3

4

0 1000 2000 3000 4000

0

200

400

600

800

-100 0 100 200 300 400 500

𝑎2 

𝑎1 

𝑎2, 𝑎1 = 0 

𝑎2 

𝑎1 

𝑎2, 𝑎1 = 0 

𝑎2, 𝑎1 = 0 

𝑎2, 𝑎1 = 0 

𝑎1 

𝑎1 

𝑎2 

𝑎2 



 و همکاران اصغر نثیر                                                                               هدفمنداز جنس مواد  های نازک دایرویغیرخطی نامتقارن ورقاجباری  بررسی ارتعاشات
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ای به مراتب بیشتر از حالت رزونانس داخلی برای حالت گیردار داخل صفحه

 باشد.ای میآزاد داخل صفحه

تغییرات دامنه نوسانات با تغییرات پارامتر تنظیم فرکانس طبیعی  9شکل 

(σ را نشان )همانطور که قبلا ذکر شد، به دلیل ثابت بودن  دهد.می휀𝜎  و تغییر

تغییر خواهد کرد. از شکل مشخص  σبا جنس ماده، پارامتر  휀ضریب کردن 

( دامنه جابجایی عرضی مد دوم افزایش و 휀)افزایش  σشود که با کم شدن می

 یابد.مد اول کاهش می

𝑔اندیس توانی پس برای  = را داراست، پاسخ مد  휀که بیشترین مقدار  ،2

ت بعد به دساول و دوم به هم نزدیکتر هستند. این نتیجه از بررسی حالت بی

های دانیم که افزایش اندیس توانی باعث افزایش فرکانسآمده است و البته می

در این مطالعه، باعث  𝑄2طبیعی و همچنین با توجه به ثابت فرض کردن 

( خواهد شد. پس در حالت بعد دار عملا 𝑃خارجی بعد دار ) افزایش نیروی

 کند. دامنه و فرکانس نیروی خارجی وارده نیز تغییر می

 

 گیرینتیجه -4

ها و فرضیات در این پژوهش یک مدل ریاضی براساس تئوری کلاسیک ورق

  شد. ارائه هدفمندهای کارمن برای بررسی ارتعاشات غیرخطی ورقون
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σ ،پارامتر تنظیم فرکانس طبیعی   

 تغییرات دامنه نوسانات با تغییرات پارامتر تنظیم فرکانس طبیعی 8شکل   

سپس قسمت مکانی معادلات غیرخطی حاکم به روش تحلیلی در دستگاه 

ع آزاد بر اساس تواب-گیردار و گیردار-مرزی گیردارمختصات قطبی برای شرایط 

برای حل معادلات زمانی غیرخطی  MMSاز روش اغتشاشات  بسل حل شدند.

𝜔2حاصله استفاده گردید و در حالات ≈ 𝜔1�  پدیده رزونانس داخلی و شرایط

بوجود آمدن آن مورد مطالعه قرار گرفت. تاثیر دامنه و فرکانس نیروی اعمالی 

بر رفتار ارتعاشی ورق دایروی و  هدفمندتغییرات کسرحجمی ماده و همچنین 

مشاهده شد که در حالت پاسخ  . به طور مشخصشدبیضوی مفروض بررسی 

بالاتر به مد با فرکانس  از مد با فرکانساز طریق انتقال انرژی داخلی  کوپل

. شوددامنه نوسانات مد اول بزرگتر از دامنه نوسانات مد دوم می کوچکتر،

همچنین، با افزایش ضریب دمپینگ حداقل نیروی مورد نیاز برای ایجاد پدیده 

یابد. بعلاوه، احتمال وقوع رزونانس داخلی برای رزونانس داخلی افزایش می

اشد. بآزاد می-گیردار به مراتب بیشتر از شرط مرزی گیردار-شرط مرزی گیردار

عرضی مد دوم افزایش و مد  (، دامنه جابجاییσ)کاهش  휀با افزایش درنهایت، 

 کند.اول کاهش پیدا می
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