
 2703-2693ص ، ص1، شماره 12جلد 

                                                                                                                                       
 

Please cite this article using:  :برای ارجاع به مقاله از عبارت زیر استفاده کنید 
Yousefzadeh, S., Nasrollah Barati, A., “Analysis of forced vibrations of truncated conical nanoshell containing fluid under harmonic load using 
modified couple stress theory,” In Persian, Journal of Science and Technology of Composites, Vol. 12, No. 1, pp. 2693-2703, 2025.  

https://doi.org/10.22068/jstc.2025.2057303.1919 

 

 نشریه علمی پژوهشی 

 کامپوزیـت علوم و فناوری
http://jstc.iust.ac.ir 

سیال تحت بار هارمونیک با استفاده   حاوی مخروطی ناقص اجباری نانوپوسته ارتعاشات تحلیل

 از تئوری کوپل استرس اصلاح شده 

 1، امیرحسین نصراله براتی*1زادهشهروز یوسف

 گاه آزاد اسلامی، الیگودرز استادیار، گروه مکانیک، واحد الیگودرز، دانش -1

 sh.yousefzadeh@iau.ac.ir، 6861465975، صندوق پستی الیگودرز  *

 اطلاعات مقاله:

 1404/01/25دریافت: 

 1404/07/12پذیرش: 

 

 ان واژگ د کلی 

 نانوپوسته مخروطی ناقص، 

 ارتعاشات اجباری،  

 تئوری کلاسیک صفحات،  

 تئوری کوپل استرس 

 چکیده

 تحلیل برای گرفته است. قرار بررسی در پژوهش حاضر ارتعاش اجباری نانوپوسته مخروطی ناقص در تماس با سیال تحت بار هارمونیک مورد

از روش انرژی  شده است. برای تعیین معادلات حاکم کلاسیک صفحات همراه با تئوری کوپل استرس اصلاح شده استفاده  تئوری پوسته از

و اصل همیلتون بهره گرفته شده است. فشار اعمالی از طرف سیال به پوسته با استفاده از تابع پتانسیل سیال و بکارگیری شرایط مرزی 

سرعت در سطح تماس سیال و پوسته تعیین گردیده است. همچنین برای تعیین پاسخ ارتعاشی از روش مودهای فرضی به همراه تکنیک 

افزار متلب تعیین شده و به تحلیل نتایج عددی یک نانوپوسته نمونه، نتایج عددی به کمک نرم گالرکین استفاده شده است. در نهایت، برای

ابعادی، زاویه رأس مخروط، پارامترهای نیروی خارجی و چگالی سیال بر    هایارتعاش اجباری و تأثیر پارامترهای مختلف از قبیل نسبت

پاسخ ارتعاشی سیستم پرداخته شده است.
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Abstract 

The present research investigates the forced vibration of a truncated conical nanoshell in contact with fluid 

under harmonic load. Classical plate theory, along with modified couple stress theory, has been used for 
shell analysis. The energy method and Hamilton's principle have been used to determine the governing 

equations. The applied pressure from the fluid to the shell has been defined by using the fluid potential 

function and the velocity boundary conditions at the contact surface of the fluid and the shell. Also, to 
determine the vibration response, the method of hypothetical modes, along with the Galerkin technique, 

has been used. Finally, for a sample nanoshell, numerical results have been determined with the help of 

MATLAB software, and the numerical results of forced vibration and the effect of various parameters such 
as aspect ratios, cone apex angle, external force parameters, and fluid density on the vibration response of 

the system have been analyzed. 

 مقدمه  1-

  ی ساختار  هایمولفه  ن ترییبطور گسترده به عنوان اصل  کروساختارها یامروزه م

س م  یکیکروالکترومکان یم  ی هاستمیدر  قرار  استفاده  ط  رند گییمورد    فیکه 

با  یاز جمله رزوناتورها، سنسورها  ها دستگاهاز    یعیوس   وسنسورها، یرزونانس، 

. به طور  شوندیرا شامل م  یاتم  یروی پراب ن   کروسکوپیو م  لترهایعملگرها، ف

ز  توانیم  یکل دوام  کم،  وزن  کوچک،  اندازه  هز   ادیگفت    ن ی ا  نییپا   نهیو 

  ک، یومکان یهوافضا، ب   عی مختلف از جمله صنا  عیسبب شده که در صنا   هاسیستم

ا  یپزشک  ،یمیپتروش از  شوند.  استفاده   ... بس  رونی و  توجه  از    یاری مورد 

 [. 1] اندپژوهشگران قرار گرفته

به مطالعه رفتار    یکیالکترومکان کرویم  هایستمیس  لیو تحل  ی طراح  ی برا

م ابعاد  در  جنبه  کرویمواد  س  هایاز  جامدات،  جمله  از  انتقال    الات،یمختلف 

الکترومغناط ن   سیحرارت،  مهمباشدیم  ازیو...  نکته  با  ی.  طراح  دی که  و    یدر 

و    هاسیستم  نی ا  زهابعاد و اندا  ردیمورد توجه قرار گ  هاییسیستم  نیچن  لیتحل

  توان یرا نم  یابعاد  نی. رفتار مواد در چنباشدیم  ی مولکول  نیب   یروهایاثرات ن 

استفاده از نظر نمود، از    ینیب شیپ  ح یبه طور صح  کیکلاس  ک یمکان   یهاهی با 

راهکارها  نیمحقق  رونیا دنبال  بوده  بررسی  در  ترساده  یبه  .  اندنانوساختارها 

  وسته یپ  طیمح  کیاس کوچک، با استفاده از مکان یدر مق  یساختارها  سازیمدل

وابسته   وستهیپ ط یمح هایی. تئورباشدیمواد م نی مطالعه ا های حلاز راه یکی
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  تئوری: جمله از اندوجود دارند که آثار اندازه را در نظر گرفته یبه اندازه متنوع

کوسرات،    یتئور  کروپولار،یم  یتئور  کروساختار، یم  یتئور  ک،یکرومورفیم

تئور  ی تئور  ، یرموضعیغ  یتئور شده،  اصلاح  استرس   تهیسیالاست  ی کوپل 

هستند    کی کلاس  یدان یم  هاییتئور  یافتهی گسترش    هااینکه    یکرنش  انی گراد

 [.2] آثار اندازه گنجانده شده است هاآنکه در 

های در تماس با سیال  های اخیر، مطالعه رفتار سازهدر دههاز طرف دیگر،  

بسیاری از محققان قرار گرفته است چون این پدیده می تواند در  مورد توجه 

کنترل و حتی  رو،  مواردی موجب از کارافتادگی و خستگی سازه گردد. از این

موقعیت برای  آن  می  های تعدیل  زیادی  اهمیت  دارای  در  3]  باشد حساس   .]

هسته صنایع  جمله  از  مختلفی  داخلی  صنایع  اجزای  سوخت،  مخازن  ای، 

و سازه و هوایی میراکتورها، صفحات خورشیدی  اندرکنش  های دریایی  توان 

ها در حالت  سازه  رفتار ارتعاشیواضح است که  سیال و سازه را مشاهده نمود.  

.  [4باشد ]آن در حالت بدون تماس با سیال می  رفتار تماس با سیال متفاوت از  

ضروری    هاآنبنابراین، آگاهی از رفتار سازه و سیال در تراکنش دینامیکی بین  

 رسد.به نظر می

نانو    یکینامیو د  یکیاستات  هایلی مرتبط با تحل  اتیمطالعات و ادب   دامنه

انجام شده   هایمطالعات و پژوهش نهی زم نی گسترده است. در ا اربسی  هاپوسته

است که به    هایینمود. دسته اول شامل پژوهش  میبه دو دسته تقس  توانیرا م

غ  یخط  ک ینامید  سازیمدل   ک یکلاس  ه نظری  اساس  بر   هاپوسته  ی رخطیو 

  هاپوسته  ی رخطیو غ  یخط  کینامید  یپرداخته و دسته دوم به بررس   تهیسیالاست

گراد   ک یرکلاسیغ  هایهنظری   اساس   بر و    انیمانند  تنش  کوپل  کرنش، 

 .  ابندییاختصاص م یرموضعیغ

تحت    یارتعاش آزاد نانو پوسته مخروط  ی[ به بررس5]  و همکاران   یفتوح

خارج ن   ی فشار  تحقو    ی فشار  یمحور  ی رویو  بررس  [6]دیگری    ق یدر    ی به 

مخروط پوسته  نانو  آزاد  الاست  یرو   یارتعاش  تئور  ک یبستر  اساس    یبر 

و    نکلر یو  های از مدل  تفاده را با اس  کیبستر الاست  ها آنپرداختند.    یرموضعیغ

مودال   زیآنال کیتکن یکرده و معادلات حرکت را بر مبنا سازیپسترناک مشابه

به دست آمده،   جی به دست آورده و حل کردند. نتا  ن یو با استفاده از روش گلرک

پارامتر مق اثرات هندسه و   ینانو پوسته مخروط  یعیفرکانس طب  یرو  اسیبر 

برای بررسی اثر مقیاس کوچک و اثر غیریکنواخت  [  7ژو و یانگ ].  کندیم  دیتاک

ها بر اساس تئوری کشسانی غیرمحلی، یک مدل  بر ارتعاش محوری نانومخروط

های طبیعی  نشان داد که فرکانس هاآن. نتایج  ای غیریکنواخت ارائه کردندمیله

ای کلاسیک به دلیل صرفنظر کردن از تأثیر مقیاس  محوری حاصل از مدل میله

 شود.اندازه بسیار بیشتر از حد برآورد می

همکاران  تاریوردی و  در    [8]لو  دایروی  ورق  ارتعاشات  مطالعه  منظور  به 

طبیعی ورق    های فرکانس 1تماس با سیال غیرقابل تراکم، با محاسبه جرم افزوده 

طبیعی   های فرکانساز دو روش برای استخراج    ها آندایروی را تعیین کردند.  

[ در تحقیقی به بررسی ارتعاش آزاد نانو  9] فتوحی و همکاران  .استفاده کردند

پرداختند. بستر    غیرمحلی پوسته مخروطی روی بستر الاستیک بر اساس تئوری  

سازی شده و معادلات  های وینکلر و پسترناک شبیهالاستیک با استفاده از مدل

حرکت برمبنای تکنیک آنالیز مودال و با استفاده از روش گلرکین بدست آمده  

و حل شدند. نتایج بدست آمده بر آثار هندسه و پارامتر مقیاس بر روی فرکانس  

[ در تحقیقی  10سوفیو و همکاران ]  .کندطبیعی نانو پوسته مخروطی تأکید می

-گن ارتوتروپ با تکیههای مخروطی غیرهمبه بررسی ارتعاش و پایداری پوسته

   های گیردار تحت فشار یکنواخت خارجی پرداختند. گاه

 
1. Added mass 

  های فرکانس  ی[ به بررس12،  11]   ی گرید  قات یو همکاران در تحق  ویسوف

بستر    یمختلف رو  ی مرز  ط یارتوتروپ تحت شرا   هیچند لا   هایپوسته  یعیطب

بستر    یرو  یاز مواد مدرج  یمخروط  های پوسته  یرخطیو کمانش غ  کیالاست

های مخروطی در چهارچوب نظریه  تحلیل ارتعاشات پوستهپرداختند.    کیالاست

[ مطالعه شد. شرایط مرزی را  13پور و همکاران ]استرس توسط ضیغم  -کوپل

بدست   را  حاکم  معادلات  همیلتون  اصل  بکارگیری  با  و  گرفته  نظر  در  ساده 

آوردن   بدست  و  معادلات  برای حل  گالرکین  تحلیلی  نیمه  از روش  و  آوردند 

ها  فرکانس مطلوب استفاده کردند. نتایج حاصل بیانگر افزایش سختی نانولوله

  ی جعفر  باشد.استرس نسبت به حالت تئوری کلاسیک می - طبق نظریه کوپل

  ی ارتعاش آزاد پوسته مخروط لیبه تحل  یقی[ در تحق14] نو همکارا  ی مهرآباد

تقو  با    ت یناقص  الاست  یکربن  هاینانولولهشده  بستر  بر  پرداختند.    کیمستقر 

به تحل15و همکاران ]  جین با  ارتعاشات آزاد پوسته  لی[  های مخروطی کوتاه 

پرداختند.   مختلف  مرزی  مرزی،    ها آنشرایط  شرایط  گرفتن  نظر  در  بدون 

جابجایی هر نقطه از پوسته مخروطی به صورت سری فوریه اصلاح شده ارائه  

ارتعاشات    لیتحلدادند که ترکیبی از سری فوریه استاندارد و توابع کمکی بود.  

نظر   یمخروط  هایپوسته چهارچوب  ض  -کوپل  هیدر  توسط  و    غمیتنش  پور 

[ مطالعه شد.  16همکاران  با    یمرز  ط یشرا   هاآن[  و  گرفتند  نظر  در  را ساده 

هم  ی ریبکارگ ن   لتونیاصل  روش  از  و  آوردند  به دست  را    مه یمعادلات حاکم 

و بدست آوردن فرکانس مطلوب استفاده    عادلاتحل م  یبرا  نیگالرک  یلیتحل

نتا ب   جی کردند.  نانولوله  شی افزا  انگریحاصل  تنش  -کوپل  ه نظری  طبق  هاسفتی 

به حالت تئور و همکاران    ی بن  ی تاد  ی. در پژوهشباشدیم  ک یکلاس  ینسبت 

شکل    رییتغ  یرا طبق تئور  یمدرج تابع  ای [ ارتعاشات آزاد پوسته استوانه17]

نظر   ی رشب  اساس  بر  کردند.    -کوپل  ه یو  مطالعه  حرکت    ها آنتنش  معادلات 

  یدوران   ینرسیو ا  ی شکل برش  رییرا طبق مدل تغ یمدرج تابع  ایپوسته استوانه

  ی خواص ماده در راستا  رات ییبدست آوردند. تغ  لتون یو با استفاده از اصل هم

را ساده    اینهپوسته استوا   ی در دو انتها  ی مرز  ط یضخامت پوسته فرض شد، شرا 

استفاده کردند.    ریحل معادلات حاکم حرکت از روش ناو   یدر نظر گرفتند و برا

را بر اساس    ینانو پوسته مخروط  یچشی[ ارتعاشات پ18و همکاران ]  یمان یسل

فرکانس    ج ی نتا  ها آنکردند. در پژوهش    بررسی   تنش   – اصلاح شده کوپل  یتئور

  یتنش و تئور  -کوپل  یها  هی با نظر  د ی جد  لمد  یبرا  یپوسته مخروط  بعدیب 

  - کوپل  مدل  حالت   در  هانانو پوسته  تیشد و نشان داد که صلب  سه یمقا   ک یکلاس

معادلات حاکم    [19]پور و همکاران  ضیغماست.    کیکلاس  یاز تئور  شتربی  تنش

بر پوسته مخروطی را با استفاده از تئوری مرتبه اول تغییر شکل برشی و با در  

استرس استخراج کردند. برای  -نظر گرفتن پارامتر اندازه از طریق تئوری کوپل

معادلات   و  کرده  استفاده  همیلتون  اصل  از  حاکم،  معادلات  آوردن  دست  به 

ه به  جزئی  دیفرانسیل  با  را  پوسته  و  حرکت  کلاسیک  مرزی  شرایط  مراه 

دهد که صلبیت نانوپوسته  نشان می هاآنغیرکلاسیک استخراج کردند. مطالعه  

نظریه کوپل افزایش  -در  به  است که منجر  نظریه کلاسیک  از  بیشتر  استرس 

 شود.  های طبیعی میفرکانس

همکاران   و  تحلیل    [20]فیروزآبادی  و  تجزیه  برای  جدید  فرمول  یک 

برای بدست   های مخروطی حاوی سیال ساکن پیشنهاد دادند.ارتعاشات پوسته

آوردن معادلات حاکم بر حرکت سازه از اصل همیلتون بهره گرفتند و با استفاده  

استوکس و فرض غیرچرخشی، تراکم پذیر و غیر لزج، معادله  -از معادلات ناویر 

اثرات جرم افزوده، زاویه رأس، شرایط    هاآناستخراج کردند.    راحاکم بر سیال  

تادی  طبیعی مورد مطالعه قرار دادند.    هایفرکانسمرزی و انواع سیال بر روی  
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معادلات حاکم بر پوسته مخروطی نازک ساخته شده از    [21]بنی و مهرعلیان  

استرس اصلاح شده توسعه دادند و در  - مواد تابعی را با استفاده از تئوری کوپل

ساخته شده از مواد تابعی را با   حالت خاص، ارتعاش آزاد نانوپوسته مخروطی

- نشان داد نظریه کوپل  هاآناستفاده از روش گالرکین بررسی کردند. تحقیق  

به   نسبت  بالاتری  دقت  با  را  مخروطی  نانوپوسته  سفتی  شده  اصلاح  استرس 

 کند.بینی مینظریه کلاسیک پیوسته پیش

و مکانیکی یک پوسته مخروطی   [22]داک و همکاران   پایداری حرارتی 

ناقص ساخته شده از مواد تابعی و تقویت شده توسط الیاف نانولوله کربنی روی  

در ضخامت پوسته یکنواخت یا    هاالیافبستر الاستیک را بررسی کردند. توزیع  

اثرات زاویه رأس، طول پوسته، کسر حجمی الیاف،    هاآنمدرج فرض گردید.  

کمانش   بارهای  روی  بر  را  الاستیک  بستر  سختی  و  دما  الیاف،  توزیع  الگوی 

 حرارتی و مکانیکی پوسته مورد مطالعه قرار دادند. 

  لایه   چند   مخروطی  های پوسته  آزاد  ارتعاش   تحلیل  به   [23]جاوید  

  معادلات او . پرداخت بالاتر   مرتبه  برشی  شکل  تغییر تئوری  اساس بر  کامپوزیت 

  با   به دست آورده و  را  دورانی   توابع   و  جابجایی   حسب  بر  شده  کوپل  دیفرانسیل

نهایت،  .  تقریب زد  کمی  و  مکعبی  اسپلین  از  استفاده   برای   مختلف  مواد  از در 

  تعداد  و  شدن  انباشته  توالی  مخروط،  زاویه   پوسته،  طول  نسبت  اثر  دادن  نشان

  غیرخطی  دینامیک .  دکر  استفاده   مخروطی  هایپوسته  فرکانس   روی  بر  لایه 

کوتاه از جنس مواد تابعی توسط    مخروطی  پوسته  یک  داخلی  رزونانس  به  نزدیک

  تغییر  تئوری  اساس  بر  هاآن.  مورد مطالعه قرار گرفت  [24]ژانگ و همکاران  

  گالرکین،   روش  و  همیلتون  اصل  کارمن،-ون  روابط  اول،  مرتبه  برشی  شکل

تابعی  مخروطی  پوسته  حرکت   غیرخطی  معادلات  مواد  به   کوتاه  از جنس    را 

  بر   صفحه  درون   برانگیختگی   و  حجمی   کسر  توان   ماخ،   عدد   تأثیر  آوردند و  دست

و    بررسی   را  مخروطی  پوسته   غیرخطی   تشدید  رفتارهای  مقصودپور  کردند. 

بر   مخروطی  نانوپوسته  مدل  [25]همکاران     کرنش   گرادیان  تئوری   اساس  را 

  استفاده   با  ناقص  مخروطی  نانوپوسته  بر  حاکم  معادلات .  دادند  توسعه  شده  اصلاح

  گرادیان   نظریه   طریق  از   اندازه  پارامترهای  استخراج و  از تئوری مرتبه اول برشی 

  آوردن   دست   به   برای  همیلتون   اصل  از.  شد  گرفته   نظر   در  شده اصلاح  کرنش

  جزئی  هایدیفرانسیل  با  پوسته  حرکت  معادلات  و  شد  استفاده  حاکم  معادلات

  مدل   نتایج   ها آن.  آمد  دست  به  غیرکلاسیک  و  کلاسیک   مرزی  شرایط  با  همراه

  کردند و   مقایسه  استرس-کوپل  و  کلاسیک  تنش  های تئوری  نتایج  با  جدید را

  از  خاصی   موارد   استرس -کوپل  و   کلاسیک  هایمدل  که   رسیدند  نتیجه   این   به 

 . هستند شده اصلاح کرنش  گرادیان   نظریه

همکاران   و  مطالعه   [26]مقصودپور  غ  به  آزاد    ی رخطیارتعاشات 

مرتبه    ی برش  ر یپذ شکل  رییتغ  از تئوری با استفاده    قص نا  ی مخروط  ی هاپوستهنانو

شده،  کرنش اصلاح  ان ی گراد  یتئور  ق یاز طر   ها آن  ل یو تحل  هی . تجزپرداختنداول  

کرنش  و    لیفرانسید  تربیع  یهاروش برا-ونروابط  بودن    یرخطیغ  یکارمن 

به دست    لتونی. معادلات حاکم با استفاده از اصل همانجام گرفت  کینماتیس

- کوپل یهاهینظر   مقایسه بادر  دی مدل جد یهاافتهی  نیب  یاسهیمقا هاآنآمد. 

  ک یکلاس  استرس -کوپل  یهاهی نظر   دادند که نشان دادانجام    کیو کلاساسترس  

شده هستند.  کرنش اصلاح  انیگراد   هی از نظر   ز یمتما  یهاییشده، بازنما و اصلاح

  ناقص   یمخروط  یهاپوستهنانودرجه سخت شدن    هنشان داد ک  جینتا   نیهمچن

نظر اصلاح  ان ی گراد  هی در  از  کرنش  کمتر  و  اصلاح  استرس-کوپلشده  شده 

و همکاران  است.    کیکلاس را    ریمتغ  یسخت  ستمیس  آزادارتعاش    [27]وانگ 

 ی ومینیساخته شده از هسته فوم آلوم  ناقص  یچی ساندو  یپوسته مخروط  یبرا

ساده ارائه    یمرز  طیتحت شرا   یکربن  بر یو صفحات ف  ریمتخلخل با ضخامت متغ

  ع یتوز پنج نوع مختلف  و    را متغیر  یهسته در جهت طول   هی . ضخامت لادادند

با در   هاآن.  نددر امتداد ضخامت در نظر گرفتی را  ومینیتخلخل هسته فوم آلوم

  ه یرا بر اساس نظر   یرخطیغ  یکینامیمعادلات د  ،ات حرارت محیطنظر گرفتن اثر

ا   کردهاستخراج    لتونیمرتبه اول و اصل هم   یشکل برش  رییتغ با  از    ستفادهو 

گالرک به دست    ستمی س  یعیطب  یهافرکانس  ن،ی روش  و  .  آوردندرا  منصوری 

های مخروطی ناقص  رفتار ارتعاش اجباری غیرخطی نانوپوسته  [28]همکاران  

نانو  اندازه  تئوری کشسانی غیرمحلی برای اصلاح اثر  از    هاآنکردند.  بررسی    را

کرنــش  با  گرفتــن  نظر  وندر  غیرخطی  استفاده  -های  و  کارمن  با  کردند 

نانوپوسته مرزی  شرایط  و  حرکت  معادلات  همیلتون،  اصل  از  های  استفاده 

برای حل معادلات حاکم از روش گالرکین  آورده و    به دست  ناقصمخروطی  

 بهره گرفتند. 

  نهیدر زم  یکم  اریبس  های پژوهش  دهدینشان م  قات یکه مرور تحق  همانطور 

  ار بسی  نقش   هااست. پوسته  ده یبه ثبت رس  یمخروط  های رفتار نانو پوسته  یبررس

- پرتابه  ، ییفضا  هاینهیسف  ها، ییا یردری ز  رینظ  یمهندس  ی در کاربردها  یمهم

  های یدگیچیپ  لیبه دل  ندارند. پژوهشگرا   ره یذخ  هایتانک  و  ها لوله  ها،ها،راکت

  اساس   بر   را  هاگوناگون مربوط به پوسته  های تئوری  ها،پوسته  یکیو مکان   یهندس

کرده  اتفرضی ارائه  در    های پژوهش  مرور  به  توجه   با .  اندمتفاوت  شده  اشاره 

پژوهش تاکنون  قبل  توص  یمبن  یقسمت  ارتعاش    فیبر  نانو    اجباریرفتار 

  تئوری کوپل استرس اصلاح شده   بر اساسحاوی سیال    یمخروط  هایپوسته

ا  در  است.  نشده  تحل  ق یتحق  ن یگزارش  نانوپوسته    اجباری ارتعاشات    لیبه 

بار پرداخته    ن ینخست  یبرا  اندازهبا در نظر گرفتن اثرات حاوی سیال  یمخروط

از روش انرژی و اصل همیلتون   . برای تعیین معادلات حاکم  ابتداشده است.  

بهره گرفته شده است. فشار اعمالی از طرف سیال به پوسته با استفاده از تابع  

پتانسیل سیال و بکارگیری شرایط مرزی سرعت در سطح تماس سیال و پوسته  

برای تعیین پاسخ ارتعاشی از روش مودهای فرضی    سپستعیین گردیده است. 

نانوپوسته   نهایت، برای یک  به همراه تکنیک گالرکین استفاده شده است. در 

افزار متلب تعیین شده و به تحلیل نتایج عددی  نمونه، نتایج عددی به کمک نرم

نسبتارتعا قبیل  از  پارامترهای مختلف  تأثیر  و  اجباری  زاویه    هایش  ابعادی، 

ارتعاشی   پاسخ  بر  سیال  چگالی  و  خارجی  نیروی  پارامترهای  مخروط،  رأس 

 سیستم پرداخته شده است. 

 معادلات حاکم 2-

با ضخامت یکنواخت    R(x)و شعاع متغیر    Lیک پوسته مخروطی ناقص به طول  

h    مفروض است. جنس پوسته مفروض از مواد همگن با مدول    1مطابق شکل

فرض شده است. مطابق   𝜈  پوآسون و ضریب    μمدول برشی    ,  Eالاستیسیته  

در نظر گرفته شده    zو   x   ،𝜃یک سیستم مختصات شامل محورهای    1شکل  

به ترتیب در     zو   𝜃در راستای محور مولد مخروط و محورهای    xکه محور  

 باشند.راستای محیط و ضخامت مخروط می

 

Fig. 1 Truncated conical nanoshell containing fluid with coordinate 

system considered in the mid-layer 
سیال با دستگاه مختصات در نظر گرفته شده    حاوینانوپوسته مخروطی ناقص    1شکل  

  در لایه میانی



 و نصراله براتی   زاده یوسف                            حاوی سیال تحت بار هارمونیک با استفاده از تئوری کوپل استرس اصلاح شده  مخروطی ناقص  اجباری نانوپوسته  ارتعاشات  تحلیل 
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منحنی مختصات  سیستم  در  تغییرمکان  میدان  تعریف  به  توجه  الخط  با 

 [:29متعامد ]

(1 ) 

𝑈1 = 𝑢1(𝛼1, 𝛼2, 𝑡) + 𝛼3𝜙1(𝛼1, 𝛼2, 𝑡) 
𝑈2 = 𝑢2(𝛼1, 𝛼2, 𝑡) + 𝛼3𝜙2(𝛼1, 𝛼2, 𝑡) 
𝑈3 = 𝑢3(𝛼1, 𝛼2, 𝑡) 

 [:29آید ]ها به شرح زیر بدست میروابط مربوط به کرنش

 

 

 

(2 ) 

𝜀11 =
1

𝐴1(1 +
𝛼3

𝑅1
)
(
𝜕𝑈1
𝜕𝛼1

+
𝑈2
𝐴2

𝜕𝐴1
𝜕𝛼2

+ 𝑈3
𝐴1
𝑅1
) 

𝜀22 =
1

𝐴2(1 +
𝛼3

𝑅2
)
(
𝜕𝑈2
𝜕𝛼2

+
𝑈1
𝐴1

𝜕𝐴1
𝜕𝛼2

+ 𝑈3
𝐴2
𝑅2
) 

𝜀33 =
𝜕𝑈3
𝜕𝛼3

; 𝜀12

=
𝐴1(1 +

𝛼3

𝑅1
)

𝐴2(1 +
𝛼3

𝑅2
)
.
𝜕

𝜕𝛼2
(

𝑈1

𝐴1(1 +
𝛼3

𝑅1
)
)

+
𝐴2(1 +

𝛼3

𝑅2
)

𝐴1(1 +
𝛼3

𝑅1
)
.
𝜕

𝜕𝛼1
(

𝑈2

𝐴2(1 +
𝛼3

𝑅2
)
) 

𝜀13 = 𝐴1(1 +
𝛼3
𝑅1
).
𝜕

𝜕𝛼3
(

𝑈1

𝐴1(1 +
𝛼3

𝑅1
)
) +

1

𝐴1(1 +
𝛼3

𝑅1
)
.
𝜕𝑈3
𝜕𝛼1

 

𝜀23 = 𝐴2(1 +
𝛼3
𝑅2
).
𝜕

𝜕𝛼3
(

𝑈1

𝐴2(1 +
𝛼3

𝑅2
)
) +

1

𝐴2(1 +
𝛼3

𝑅2
)
.
𝜕𝑈3
𝜕𝛼2

 

 شوند:( به شرح زیر تعریف می2)  ابطهپارامترها در ر 

 

(3 ) 

𝐴1 = 1     .    𝐴2 = 𝑅(𝑥) = 𝑥𝑠𝑖𝑛𝛼 

𝑟 =
𝑅(𝑥)

𝑐𝑜𝑠 𝛼
  .  𝑅1 = ∞  , 𝑅2 = 𝑟.    𝛼1 = 𝑥 

𝛼2 = 𝜃.        𝛼3 = 𝑧,       𝜙1 = 𝜙,        𝜙2 = 𝜓 

جابجایی یک پوسته دلخواه نقطه میدان   نظریه اساس بر مخروطی در 

 شود: می تعریف زیر صورت [ به30کلاسیک صفحات ]

(4 ) 

𝑈 = 𝑢0(𝑥, 𝜃, 𝑡) − 𝑧
𝜕𝑤0
𝜕𝑥

𝑉 = 𝑣0(𝑥, 𝜃, 𝑡) −
𝑧

𝑥𝑠𝑖𝑛𝛼

𝜕𝑤0
𝜕𝜃

𝑊 = 𝑤0(𝑥, 𝜃, 𝑡)

 

آن   در  امتداد    Wو    V  ٬  Uکه  در  دلخواه  نقطه  ترتیب جابجایی یک  به 

به ترتیب بیانگر جابجایی صفحه میانی   𝑤0و   𝑢0  ،𝑣0  و     zو    θ  ٬   xمحورهای  

 نظریه به توجه باشند. بامی  zو  θ ٬  xپوسته مخروطی در راستای محورهای 

استرس شده   کرنش انرژی  [31] شده اصلاح کوپل   محیط در  Uذخیره 

 به صورت  Ω حجم   روی بر همسانگرد و  خطی الاستیک مواد از شده تشکیل 

 شود:می بیان زیر رابطه

(5 ) 𝑈 =
1

2
∫(𝜎𝑖𝑗𝜀𝑖𝑗 +𝑚

𝑠
𝑖𝑗𝜒

𝑠
𝑖𝑗)𝑑𝛺

𝛺

 

فوق    رابطه   کرنش، تانسور بیانگر  ترتیب به 𝑚𝑖𝑗و   𝜀𝑖𝑗  ،𝜎𝑖𝑗  ،𝜒𝑖𝑗در 

کوشی   تانسور و چرخش گرادیان تانسور  ، )کرنش با مرتبط(تنش   متقارن 

 [: 32شوند ]می تعریف زیر بصورت و هستند تنش بالای مرتبه تانسورهای

(6 ) 𝜀𝑖𝑗 =
1

2
[𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑗,𝑖]    ,    𝜒𝑖𝑗 =

1

2
(𝜃𝑖,𝑗 + 𝜃𝑗,𝑖) 

 شود:می تعریف زیر رابطه طبق چرخش بردار و

(7 ) 𝜃𝑖 = (
1

2
𝑐𝑢𝑟𝑙(𝑢))

𝑖

 

تانسور تنش کوشی و تانسور مرتبه بالای تنش طبق نظریه کوپل استرس  

 شوند:بصورت زیر محاسبه می

𝜎𝑖𝑗 = 2𝜇𝜀𝑖𝑗 + 𝜆𝛿𝑖𝑗𝜀𝑘𝑘    ,   𝑚𝑖𝑗 = 2𝜇𝑙
2𝜒𝑖𝑗 (8 ) 

و   پارامتر 𝑙 فوق، روابط در لامه 𝜇و    𝜆اندازه   روابط با و هستند ضرایب 

 :شوندمی تعریف زیر

(9 ) 𝜆 =
𝐸𝜈

(1 + 𝜈)(1 − 2𝜈)
            ,            𝜇 =

𝐸

2(1 + 𝜈)
 

   𝜒𝑖𝑗و   𝜀𝑖𝑗رهای  ــ(  پارامت7( و )6( در روابط )4رابطه  ) از  جایگذاری  با

 داد:  گسترش زیر به صورت جابجایی میدان هایمولفه برحسب توانمی را

 

 

 

 

 

(10) 

𝜀𝑥𝑥 =
𝜕𝑢0
𝜕𝑥

− 𝑧
𝜕2𝑤0
𝜕𝑥2

 

 

𝜀𝑥𝜃 =
1

𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛼

𝜕𝑢0
𝜕𝜃

+
𝜕𝑣0
𝜕𝑥

−
𝑣0
𝑥

− 2𝑧 (
1

𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛼

𝜕2𝑤0
𝜕𝑥𝜕𝜃

−
cot 𝛼

2𝑥

𝜕𝑣0
𝜕𝑥

−
1

𝑥2 𝑠𝑖𝑛 𝛼

𝜕𝑤0
𝜕𝜃

+
cot 𝛼

𝑥2
𝑣0) 

𝜀𝜃𝜃 =
1

𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛼

𝜕𝑣0
𝜕𝜃

+
𝑢0
𝑥
+
𝑤0
𝑥
cot 𝛼

− 𝑧 (−
𝑐𝑜𝑠 𝛼

𝑥2 𝑠𝑖𝑛2 𝛼

𝜕𝑣0
𝜕𝜃

+
1

𝑥2 𝑠𝑖𝑛2 𝛼

𝜕2𝑤0
𝜕𝜃2

+
1

𝑥

𝜕𝑤0
𝜕𝑥

) 

{
 
 

 
 
𝜃𝑥 =

1

2
[

2

𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛼

𝜕𝑤0
𝜕𝜃

−
2𝑣0

𝑥 𝑡𝑎𝑛 𝛼
−

𝑧 (
𝑣0

𝑥2 𝑡𝑎𝑛2 𝛼
−

𝑐𝑜𝑠 𝛼

𝑥2 𝑠𝑖𝑛2 𝛼

𝜕𝑤0
𝜕𝜃

)

]

𝜃𝜃 = −
1

2

𝜕𝑤0
𝜕𝑥

 

𝜒𝑥𝑥 =
𝜕𝜃𝑥
𝜕𝑥

=
1

2
[−

2

𝑥2 𝑠𝑖𝑛 𝛼

𝜕𝑤0
𝜕𝜃

+
2

𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛼

𝜕2𝑤0
𝜕𝜃𝜕𝑥

+
2𝑣0

𝑥2 𝑡𝑎𝑛 𝛼

−
2

𝑥 𝑡𝑎𝑛 𝛼

𝜕𝑣0
𝜕𝑥

− 𝑧 (−
2𝑣0

𝑥3 𝑡𝑎𝑛2 𝛼
+

1

𝑥2𝑡𝑎𝑛2 𝛼

𝜕𝑣0
𝜕𝑥

+
2 𝑐𝑜𝑠 𝛼

𝑥3 𝑠𝑖𝑛2 𝛼

𝜕𝑤0
𝜕𝜃

−
𝑐𝑜𝑠 𝛼

𝑥2 𝑠𝑖𝑛2 𝛼

𝜕2𝑤0
𝜕𝜃𝜕𝑥

)] 

𝜒𝑥𝜃 = 𝜒𝜃𝑥 =
1

2
[
𝜕𝜃𝜃
𝜕𝑥

+
1

𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛼

𝜕𝜃𝑥
𝜕𝜃

−
𝜃𝜃
𝑥
]

=
1

2
[−
1

2

𝜕2𝑤0
𝜕𝑥2

+
1

𝑥2 𝑠𝑖𝑛2 𝛼

𝜕2𝑤0
𝜕𝜃2

−
𝑐𝑜𝑠 𝛼

𝑥2 𝑠𝑖𝑛2 𝛼

𝜕𝑣0
𝜕𝜃

−
1

2𝑥

𝜕𝑤0
𝜕𝑥

− 𝑧 (
𝑐𝑜𝑠2 𝛼

2𝑥3 𝑠𝑖𝑛3 𝛼

𝜕𝑣0
𝜕𝜃

−
𝑐𝑜𝑠 𝛼

2𝑥3 𝑠𝑖𝑛3 𝛼

𝜕2𝑤0
𝜕𝜃2

)] 

𝜒𝜃𝜃 =
1

𝑥. 𝑠𝑖𝑛 𝛼
[
𝜕𝜃𝜃
𝜕𝜃

+ 𝜃𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛼]

=
1

2
[−

1

𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛼

𝜕2𝑤0
𝜕𝜃𝜕𝑥

+
2

𝑥2 𝑠𝑖𝑛 𝛼

𝜕𝑤0
𝜕𝜃

−
2𝑣0

𝑥2 𝑡𝑎𝑛 𝛼

− 𝑧 (
𝑣0

𝑥3 𝑡𝑎𝑛2 𝛼
−

𝑐𝑜𝑠 𝛼

𝑥3 𝑠𝑖𝑛2 𝛼

𝜕𝑤0
𝜕𝜃

)] 
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 و کوشی تنش تانسور های(، درایه10( تا )8) روابط مجموعه از استفاده با

-می محاسبه زیر به صورت کوپل استرس نظریه طبق تنش مرتبه بالای تانسور

 وند:ش

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(11) 

𝜎𝑥𝑥 =
𝐸

1 − 𝜈2
(𝜀𝑥𝑥 + 𝜈𝜀𝜃𝜃)

=
𝐸

1 − 𝜈2
[
𝜕𝑢0
𝜕𝑥

− 𝑧
𝜕2𝑤0
𝜕𝑥2

+ 𝜈(
1

𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛼

𝜕𝑣0
𝜕𝜃

+
𝑢0
𝑥
+
𝑤0
𝑥
cot 𝛼

− 𝑧 (−
𝑐𝑜𝑠 𝛼

𝑥2 𝑠𝑖𝑛2 𝛼

𝜕𝑣0
𝜕𝜃

+
1

𝑥2 𝑠𝑖𝑛2 𝛼

𝜕2𝑤0
𝜕𝜃2

+
1

𝑥

𝜕𝑤0
𝜕𝑥

))] 

𝜎𝜃𝜃 =
𝐸

1 − 𝜈2
(𝜀𝜃𝜃 + 𝜈𝜀𝑥𝑥)

=
𝐸

1 − 𝜈2
[

1

𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛼

𝜕𝑣0
𝜕𝜃

+
𝑢0
𝑥
+
𝑤0
𝑥
cot 𝛼

− 𝑧 (−
𝑐𝑜𝑠 𝛼

𝑥2 𝑠𝑖𝑛2 𝛼

𝜕𝑣0
𝜕𝜃

+
1

𝑥2 𝑠𝑖𝑛2 𝛼

𝜕2𝑤0
𝜕𝜃2

+
1

𝑥

𝜕𝑤0
𝜕𝑥

)

+ 𝜈 (
𝜕𝑢0
𝜕𝑥

− 𝑧
𝜕2𝑤0
𝜕𝑥2

)] 

𝜏𝑥𝜃 = 2𝜇𝜀𝑥𝜃

= 𝜇 [
1

𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛼

𝜕𝑢0
𝜕𝜃

+
𝜕𝑣0
𝜕𝑥

−
𝑣0
𝑥

− 2𝑧 (
1

𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛼

𝜕2𝑤0
𝜕𝑥𝜕𝜃

−
cot 𝛼

2𝑥

𝜕𝑣0
𝜕𝑥

−
1

𝑥2 𝑠𝑖𝑛 𝛼

𝜕𝑤0
𝜕𝜃

+
cot 𝛼

𝑥2
𝑣0)] 

𝑚𝑥𝑥

= 𝜇𝑙2 [−
2

𝑥2 𝑠𝑖𝑛 𝛼

𝜕𝑤0
𝜕𝜃

+
2

𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛼

𝜕2𝑤0
𝜕𝜃𝜕𝑥

+
2𝑣0

𝑥2 𝑡𝑎𝑛 𝛼

−
2

𝑥 𝑡𝑎𝑛 𝛼

𝜕𝑣0
𝜕𝑥

− 𝑧 (−
2𝑣0

𝑥3 𝑡𝑎𝑛2 𝛼
+

1

𝑥2𝑡𝑎𝑛2 𝛼

𝜕𝑣0
𝜕𝑥

+
2 𝑐𝑜𝑠 𝛼

𝑥3 𝑠𝑖𝑛2 𝛼

𝜕𝑤0
𝜕𝜃

−
𝑐𝑜𝑠 𝛼

𝑥2 𝑠𝑖𝑛2 𝛼

𝜕2𝑤0
𝜕𝜃𝜕𝑥

)] 

𝑚𝑥𝜃 = 𝑚𝜃𝑥

= 𝜇𝑙2 [
1

2

𝜕2𝑤0
𝜕𝑥2

+
1

𝑥2 𝑠𝑖𝑛2 𝛼

𝜕2𝑤0
𝜕𝜃2

−
𝑐𝑜𝑠 𝛼

𝑥2 𝑠𝑖𝑛2 𝛼

𝜕𝑣0
𝜕𝜃

−
1

2𝑥

𝜕𝑤0
𝜕𝑥

− 𝑧 (
𝑐𝑜𝑠2 𝛼

2𝑥3 𝑠𝑖𝑛3 𝛼

𝜕𝑣0
𝜕𝜃

−
𝑐𝑜𝑠 𝛼

2𝑥3 𝑠𝑖𝑛3 𝛼

𝜕2𝑤0
𝜕𝜃2

)] 

𝑚𝜃𝜃

= 𝜇𝑙2 [−
1

𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛼

𝜕2𝑤0
𝜕𝜃𝜕𝑥

+
2

𝑥2 𝑠𝑖𝑛 𝛼

𝜕𝑤0
𝜕𝜃

−
2𝑣0

𝑥2 𝑡𝑎𝑛 𝛼

− 𝑧 (
𝑣0

𝑥3 𝑡𝑎𝑛2 𝛼
−

𝑐𝑜𝑠 𝛼

𝑥3 𝑠𝑖𝑛2 𝛼

𝜕𝑤0
𝜕𝜃

)] 

 با کرنش گرادیان نظریه طبق تنش  بالای مرتبه و کلاسیک هایمنتجه

 شوند:می تعریف زیر روابط

(12) 
𝑁𝑖𝑗 = ∫𝜎𝑖𝑗 𝑑𝑧    ,    𝑀𝑖𝑗 = ∫𝜎𝑖𝑗 𝑧𝑑𝑧 

𝑌𝑖𝑗 = ∫𝑚𝑖𝑗 𝑑𝑧    ,    𝑇𝑖𝑗 = ∫𝑚𝑖𝑗 𝑧𝑑𝑧    

های تنش به فرم زیر به دست  ( منتجه12( در )11با جایگذاری از رابطه )

 آید:می

 

 

 

 

 

𝑁𝑥𝑥 = ∫ 𝜎𝑥𝑥𝑑𝑧

ℎ

2

−
ℎ

2

=
𝐸ℎ

1 − 𝜈2
[
𝜕𝑢0
𝜕𝑥

+ 𝜈 (
1

𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛼

𝜕𝑣0
𝜕𝜃

+
𝑢0
𝑥
+
𝑤0
𝑥
cot 𝛼)] 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(13) 

𝑀𝑥𝑥 = ∫ 𝜎𝑥𝑥 . 𝑧𝑑𝑧

ℎ

2

−
ℎ

2

=
−𝐸ℎ3

12(1 − 𝜈2)
[
𝜕2𝑤0
𝜕𝑥2

+ 𝜈 (−
𝑐𝑜𝑠 𝛼

𝑥2 𝑠𝑖𝑛2 𝛼

𝜕𝑣0
𝜕𝜃

+
1

𝑥2 𝑠𝑖𝑛2 𝛼

𝜕2𝑤0
𝜕𝜃2

+
1

𝑥

𝜕𝑤0
𝜕𝑥

)] 

𝑁𝜃𝜃 = ∫ 𝜎𝜃𝜃𝑑𝑧

ℎ

2

−
ℎ

2

=
𝐸ℎ

1 − 𝜈2
[

1

𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛼

𝜕𝑣0
𝜕𝜃

+
𝑢0
𝑥
+
𝑤0
𝑥
cot 𝛼 + 𝜈

𝜕𝑢0
𝜕𝑥

] 

𝑀𝜃𝜃 = ∫ 𝜎𝜃𝜃. 𝑧𝑑𝑧

ℎ

2

−
ℎ

2

=
−𝐸ℎ3

12(1 − 𝜈2)
[−

𝑐𝑜𝑠 𝛼

𝑥2 𝑠𝑖𝑛2 𝛼

𝜕𝑣0
𝜕𝜃

+
1

𝑥2 𝑠𝑖𝑛2 𝛼

𝜕2𝑤0
𝜕𝜃2

+
1

𝑥

𝜕𝑤0
𝜕𝑥

+ 𝜈
𝜕2𝑤0
𝜕𝑥2

] 

𝑁𝑥𝜃 = ∫ 𝜏𝑥𝜃𝑑𝑧

ℎ

2

−
ℎ

2

= 𝜇ℎ (
1

𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛼

𝜕𝑢0
𝜕𝜃

+
𝜕𝑣0
𝜕𝑥

−
𝑣0
𝑥
) 

𝑀𝑥𝜃 = ∫ 𝜏𝑥𝜃𝑧𝑑𝑧

ℎ

2

−
ℎ

2

=
−𝜇ℎ3

6
[

1

𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛼

𝜕2𝑤0
𝜕𝑥𝜕𝜃

−
cot 𝛼

2𝑥

𝜕𝑣0
𝜕𝑥

−
1

𝑥2 𝑠𝑖𝑛 𝛼

𝜕𝑤0
𝜕𝜃

+
cot 𝛼

𝑥2
𝑣0] 

𝑌𝑥𝑥 = ∫𝑚𝑥𝑥 𝑑𝑧

= 𝜇𝑙2ℎ [−
2

𝑥2 𝑠𝑖𝑛 𝛼

𝜕𝑤0
𝜕𝜃

+
2

𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛼

𝜕2𝑤0
𝜕𝜃𝜕𝑥

+
2𝑣0

𝑥2 𝑡𝑎𝑛 𝛼

−
2

𝑥 𝑡𝑎𝑛 𝛼

𝜕𝑣0
𝜕𝑥
] 

𝑇𝑥𝑥 = ∫𝑚𝑥𝑥 𝑧𝑑𝑧

=
−𝜇𝑙2ℎ3

12
[

2𝑣0
𝑥3 𝑡𝑎𝑛2 𝛼

+
1

𝑥2𝑡𝑎𝑛2 𝛼

𝜕𝑣0
𝜕𝑥

+
2 𝑐𝑜𝑠 𝛼

𝑥3 𝑠𝑖𝑛2 𝛼

𝜕𝑤0
𝜕𝜃

−
𝑐𝑜𝑠 𝛼

𝑥2 𝑠𝑖𝑛2 𝛼

𝜕2𝑤0
𝜕𝜃𝜕𝑥

] 

𝑌𝑥𝜃 = ∫𝑚𝑥𝜃 𝑑𝑧

= 𝜇𝑙2ℎ [−
1

2

𝜕2𝑤0
𝜕𝑥2

+
1

𝑥2 𝑠𝑖𝑛2 𝛼

𝜕2𝑤0
𝜕𝜃2

−
𝑐𝑜𝑠 𝛼

𝑥2 𝑠𝑖𝑛2 𝛼

𝜕𝑣0
𝜕𝜃

−
1

2𝑥

𝜕𝑤0
𝜕𝑥

] 

𝑇𝑥𝜃 = ∫𝑚𝑥𝜃 𝑧𝑑𝑧

=
−𝜇𝑙2ℎ3

12
[
𝑐𝑜𝑠 𝛼

𝑥3 𝑠𝑖𝑛3 𝛼

𝜕𝑣0
𝜕𝜃

−
𝑐𝑜𝑠 𝛼

𝑥3 𝑠𝑖𝑛3 𝛼

𝜕2𝑤0
𝜕𝜃2

] 

𝑌𝜃𝜃 = ∫𝑚𝜃𝜃 𝑑𝑧

= 𝜇𝑙2ℎ [−
1

𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛼

𝜕2𝑤0
𝜕𝜃𝜕𝑥

+
2

𝑥2 𝑠𝑖𝑛 𝛼

𝜕𝑤0
𝜕𝜃

−
2𝑣0

𝑥2 𝑡𝑎𝑛 𝛼
] 

𝑇𝜃𝜃 = ∫𝑚𝜃𝜃 𝑧𝑑𝑧 =
−𝜇𝑙2ℎ3

12
[

𝑣0
𝑥3 𝑡𝑎𝑛2 𝛼

−
𝑐𝑜𝑠 𝛼

𝑥3 𝑠𝑖𝑛2 𝛼

𝜕𝑤0
𝜕𝜃

] 

پوسته مخروطی بر اساس تئوری کوپل  نانو در شده ذخیره کرنشی انرژی

 [: 33استرس به صورت زیر است ]

(14) 
𝑈 =

1

2
∫ ∫ ∫ (𝜎𝑖𝑗𝜀𝑖𝑗 +𝑚𝑖𝑗𝜒𝑖𝑗)

𝑏

𝑎

2𝜋

0

ℎ

2

−
ℎ

2

𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛼 𝑑𝑥𝑑𝜃𝑑𝑧 

 [: 33گردد]می بیان زیر نیز به صورت انرژی جنبشی



 و نصراله براتی   زاده یوسف                            حاوی سیال تحت بار هارمونیک با استفاده از تئوری کوپل استرس اصلاح شده  مخروطی ناقص  اجباری نانوپوسته  ارتعاشات  تحلیل 

2698 

ت
زی

پو
ام

ی ک
ور

فنا
و 

م 
لو

 ع
یه

شر
ن

 

(15) 

𝑇 =
1

2
∫ ∫ ∫ 𝜌 [(

𝜕𝑈

𝜕𝑡
)
2

+ (
𝜕𝑉

𝜕𝑡
)
2𝑏

𝑎

2𝜋

0

ℎ

2

−
ℎ

2

+ (
𝜕𝑊

𝜕𝑡
)
2

] 𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛼 𝑑𝑥𝑑𝜃𝑑𝑧 

ه  ب  همیلتون اصل از استفاده با توانمی را مرزی شرایط و حرکت معادلات

 [: 33گردد ]بیان می زیر صورتبه  اصل آورد. این دست

(16) ∫ 𝛿(𝑇 − 𝑈 +𝑊)
𝑡

0

𝑑𝑡 = 0 

مکان تغییر  میدان  تعریف  به  توجه  و  با  کلاسیک صفحات  تئوری  در  ها 

، تغییرات انرژی جنبشی ءبه جز  ءو با استفاده از انتگرال جز  اعمال عملگر  

 : گرددبصورت زیر محاسبه می

 

(17) 

∫ 𝛿𝑇
𝑡2

𝑡1

𝑑𝑡

= 𝜌∫ ∫ {∫ [ℎ(𝑢̇0𝛿𝑢̇0 + 𝑣̇0𝛿𝑣̇0 + 𝑤̇0𝛿𝑤̇0)
𝑡2

𝑡1

𝑏

𝑎

2𝜋

0

−
ℎ
3

12
(𝑤̇0,𝑥𝛿𝑤̇0,𝑥

+
1

𝑥2 𝑠𝑖𝑛2 𝛼
𝑤̇0,𝜃𝛿𝑤̇0,𝜃)]𝑑𝑡} 𝑥 𝑠𝑖𝑛𝛼𝑑𝑥𝑑𝜃 

= −𝜌∫ ∫ ∫ [ℎ(𝑢̈0𝛿𝑢0 + 𝑣̈0𝛿𝑣0 + 𝑤̈0𝛿𝑤0)
𝑡2

𝑡1

𝑏

𝑎

2𝜋

00

+
ℎ
3

12
(𝑤̈0,𝑥𝑥

+
1

𝑥2 𝑠𝑖𝑛2 𝛼
𝑤̈0,𝜃𝜃) 𝛿𝑤0] 𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛼 𝑑𝑥𝑑𝜃𝑑𝑡 

روی متغیرهای   تغییرات عمل ( و با انجام12( و )4روابط ) از استفاده با

𝑢0   ،𝑣0   و𝑤0 کمک و  کرنشی  انرژی  به  مربوط  رابطه  روش   از گرفتن در 

 شود: می حاصل زیر  صورت نتیجه به جزء به جزء، انتگرال

 

 

 

(18) 

−∫ ∫ ∫ [[(𝑁𝑥𝑥𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛼),𝑥+𝑁𝑥𝜃,𝜃 − 𝑁𝜃𝜃 𝑠𝑖𝑛 𝛼]𝛿𝑢0

𝑏

𝑎

2𝜋

0

𝑡

0

+ [(𝑁𝑥𝜃𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛼),𝑥+𝑁𝑥𝜃,𝜃 𝑠𝑖𝑛 𝛼 +
1

2
𝑀𝑥𝜃,𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝛼

+
1

𝑥
𝑀𝑥𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝛼 + 𝑁𝜃𝜃,𝜃 +

1

𝑥
𝑀𝜃𝜃,𝜃𝑐𝑜𝑡𝛼 −

1

𝑥
𝑌𝑥𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝛼

− 𝑌𝑥𝑥,𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝛼 −
𝑐𝑜𝑠2 𝛼

𝑥2 𝑠𝑖𝑛 𝛼
𝑇𝑥𝑥 − (

𝑐𝑜𝑠2 𝛼

2𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛼
𝑇𝑥𝑥)

,𝑥

+
1

𝑥
𝑌𝜃𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝛼 +

𝑐𝑜𝑠2 𝛼

2𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛼
𝑇𝜃𝜃,𝜃 −

1

2𝑥
𝑌𝑥𝜃,𝜃𝑐𝑜𝑡𝛼

−
𝑐𝑜𝑠 𝛼

4𝑥2 𝑠𝑖𝑛2 𝛼
𝑇𝑥𝜃,𝜃] 𝛿𝑣0

+ [(𝑀𝑥𝑥𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛼),𝑥𝑥+𝑀𝑥𝜃,𝑥𝜃 +
1

𝑥
𝑀𝑥𝜃,𝜃

− 𝑁𝜃𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝛼 +
1

𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛼
𝑀𝜃𝜃,𝜃𝜃 −𝑀𝜃𝜃,𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛼 −

1

𝑥
𝑌𝑥𝑥,𝜃

− 𝑌𝑥𝑥,𝑥𝜃 −
1

𝑥2
𝑇𝑥𝑥,𝜃𝑐𝑜𝑡𝛼 − (

1

2𝑥
𝑇𝑥𝑥𝑐𝑜𝑡𝛼)

,𝑥𝜃
+
1

2
𝑌𝜃𝜃,𝑥𝜃

+
1

𝑥
𝑌𝜃𝜃,𝜃 +

1

2𝑥2
𝑐𝑜𝑡𝛼𝑇𝜃𝜃,𝜃 +

1

4
(𝑌𝑥𝜃𝑥𝑠𝑖𝑛𝛼),𝑥𝑥

−
1

2𝑥𝑠𝑖𝑛𝛼
𝑌𝑥𝜃,𝑥𝜃 −

1

4
𝑠𝑖𝑛𝛼𝑌𝑥𝜃,𝑥

−
𝑐𝑜𝑠 𝛼

4𝑥2 𝑠𝑖𝑛2 𝛼
𝑇𝑥𝜃,𝜃𝜃] 𝛿𝑤0] 𝑑𝑥𝑑𝜃𝑑𝑡 

ناپایستار شامل دو قسمت   نیروهای خارجی  از  ناشی  الفباشدمیکار   : -  

,𝐹(𝑟ناشی از تماس با سیال. اگر    -ناشی از بار گسترده روی پوسته ب  𝜃, 𝑡) 

,𝑝(𝑟بار گسترده اعمالی و   𝜃, 𝑡)   ،به پوسته باشد ناشی از سیال  فشار اعمالی 

 شود: تغییرات کار نیروهای خارجی ناپایستار به صورت زیر محاسبه می

(19) 𝛿𝑊𝑛.𝑐 = ∫ ∫ (𝐹(𝑥, 𝜃, 𝑡) − 𝑞(𝑥, 𝜃, 𝑡))
𝑏

𝑎

2𝜋

0

δ𝑤𝑥𝑠𝑖𝑛𝛼𝑑𝑥𝑑𝜃 

روابط   از  )17)با جایگذاری  تا   )19( رابطه  در  به  16(  حاکم  معادلات   )

 شود:صورت زیر تعیین می 

(20) 

(𝑁𝑥𝑥𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛼),𝑥+𝑁𝑥𝜃,𝜃 −𝑁𝜃𝜃 𝑠𝑖𝑛 𝛼 = 𝜌ℎ𝑥 𝑠𝑖𝑛𝛼 𝑢̈0 

(𝑁𝑥𝜃𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛼),𝑥+ 𝑁𝑥𝜃,𝜃 𝑠𝑖𝑛 𝛼 +
1

2
𝑀𝑥𝜃,𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝛼

+
1

𝑥
𝑀𝑥𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝛼 + 𝑁𝜃𝜃,𝜃 +

1

𝑥
𝑀𝜃𝜃,𝜃𝑐𝑜𝑡𝛼 −

1

𝑥
𝑌𝑥𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝛼

− 𝑌𝑥𝑥,𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝛼 −
𝑐𝑜𝑠2 𝛼

𝑥2 𝑠𝑖𝑛 𝛼
𝑇𝑥𝑥 − (

𝑐𝑜𝑠2 𝛼

2𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛼
𝑇𝑥𝑥)

,𝑥

+
1

𝑥
𝑌𝜃𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝛼 +

𝑐𝑜𝑠2 𝛼

2𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛼
𝑇𝜃𝜃,𝜃 −

1

2𝑥
𝑌𝑥𝜃,𝜃𝑐𝑜𝑡𝛼

−
𝑐𝑜𝑠 𝛼

4𝑥2 𝑠𝑖𝑛2 𝛼
𝑇𝑥𝜃,𝜃 = 𝜌ℎ𝑥𝑠𝑖𝑛 𝛼 𝑣̈0 

(𝑀𝑥𝑥𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛼),𝑥𝑥+𝑀𝑥𝜃,𝑥𝜃 +
1

𝑥
𝑀𝑥𝜃,𝜃

− 𝑁𝜃𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝛼 +
1

𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛼
𝑀𝜃𝜃,𝜃𝜃 −𝑀𝜃𝜃,𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛼 −

1

𝑥
𝑌𝑥𝑥,𝜃

− 𝑌𝑥𝑥,𝑥𝜃 −
1

𝑥2
𝑇𝑥𝑥,𝜃𝑐𝑜𝑡𝛼 − (

1

2𝑥
𝑇𝑥𝑥𝑐𝑜𝑡𝛼)

,𝑥𝜃

+
1

2
𝑌𝜃𝜃,𝑥𝜃 +

1

𝑥
𝑌𝜃𝜃,𝜃 +

1

2𝑥2
𝑐𝑜𝑡𝛼𝑇𝜃𝜃,𝜃

+
1

4
(𝑌𝑥𝜃𝑥𝑠𝑖𝑛𝛼),𝑥𝑥 −

1

2𝑥𝑠𝑖𝑛𝛼
𝑌𝑥𝜃,𝑥𝜃 −

1

4
𝑠𝑖𝑛𝛼𝑌𝑥𝜃,𝑥

−
𝑐𝑜𝑠 𝛼

4𝑥2 𝑠𝑖𝑛2 𝛼
𝑇𝑥𝜃,𝜃𝜃 + 𝐹(𝑥, 𝜃, 𝑡)𝑥𝑠𝑖𝑛 𝛼

= 𝑝(𝑥, 𝜃, 𝑡)𝑥𝑠𝑖𝑛 𝛼 + 𝜌ℎ𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛼 𝑤̈0

+ 𝜌
ℎ
3

12
(𝑤̈0,𝑥𝑥 +

1

𝑥2 𝑠𝑖𝑛2 𝛼
𝑤̈0,𝜃𝜃)𝑥𝑠𝑖𝑛 𝛼 
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 تعیین فشار دینامیکی سیال بر پوسته  -3

ر   ی برا مدل  آوردن  مدل    ی برا  ری ز  اتیفرض  الیس  کی   یاضیبدست  رفتار 

گرفته  یکینامید نظر  جابجا شودمی  در  س  هایی:  سرعت  فرض    الیو  کوچک 

رفتار سشوندیم م  یبه صورت خط  الی .  گرفته  نظر  ، آلدهی ا  الی. سشودیدر 

برا  ی به نحو  شود یفرض م  ی  چرخشریو غ  سکوزیوریغناپذیر،  تراکم آن    ی که 

.  شوندیصفر در نظر گرفته م  ال یس  هیول ا  ط ی. شرا افتی   توان یم  ل یتابع پتانس  ک ی

 .باشدیسرعت م  لیبراساس تابع پتانس  یفرمولبند

  لیدر تماس با ورق، تابع پتانس  الی س  یگفته شده برا  ات یتوجه به فرض  با

س  دی با  Фسرعت   دامنه  در  را  لاپلاس  ا   الیمعادله  کند.  در    نیارضا  معادله 

 [35 ، 34: ] باشدمی ری به فرم ز  یمختصات مخروط

(21) 

𝛻2Ф(𝑥, 𝜃, 𝛽, 𝑡)

=  
𝜕2Ф

𝜕𝑥2
+
2

𝑥

𝜕Ф

𝜕𝑥
+

1

𝑥2𝑠𝑖𝑛2𝛽

𝜕2Ф

𝜕𝜃2
+

1

𝑥2𝑡𝑎𝑛𝛽

𝜕Ф

𝜕𝛽

+
1

𝑥2
𝜕2Ф

𝜕𝛽2
= 0          

,𝑥)که   𝜃, 𝛽)   مخروطی مولفهباشدمیمختصات  سه  .  در  سرعت  های 

,𝑥)راستای   𝜃, 𝛽)  شود:به صورت زیر مشخص می 

(22) 𝑉𝑥 =
𝜕Ф

𝜕𝑥
, 𝑉𝜃 =

1

𝑥𝑠𝑖𝑛𝛼

𝜕Ф

𝜕𝜃
, 𝑉𝛽 =

1

𝑥

𝜕Ф

𝜕𝛽
 

سرعت سیال و سرعت پوسته در سطح تماس در راستای عمود بر سطح  

 ( برابر است. بنابراین: 𝛽پوسته )راستای 

(23) 𝑉𝛼 = (
1

𝑥

𝜕Ф

𝜕𝛽
)
𝛽=𝛼

=
𝜕𝑤

𝜕𝑡
 

با استفاده از روش جداسازی متغیرها تابع پتانسیل سیال را به صورت زیر  

 گیریم: در نظر می

(24) 
Ф = ∑𝑅𝑛(𝛽)F𝑛(x, t)cos (n𝜃)

∞

𝑛=0

 

 ( داریم:23( در رابطه )24با جایگذاری از رابطه )

(25) F(x, 𝜃, t) =
𝑥

𝑅𝑛
′ (𝛼)

𝜕𝑤

𝜕𝑡
 

 بنابراین تابع پتانسیل به صورت زیر خواهد شد:

(26) 
Ф = ∑

𝑥𝑅𝑛(𝛽)

𝑅𝑛
′ (𝛼)

𝜕𝑤

𝜕𝑡

∞

𝑛=1

 

دهیم )به ازای  ( قرار می21( را در رابطه )24رابطه ) 𝑅𝑛(𝛽)برای تعیین  

𝑥  :)ثابت 

(27) 𝑅𝑛
′′ +

1

𝑡𝑎𝑛𝛽
𝑅𝑛
′ −

𝑛2

𝑠𝑖𝑛2𝛽
𝑅𝑛 = 0          

 باشد: حل معادله فوق به صورت زیر می 

(28) 

𝑅𝑛(𝛽)

= 𝐴𝛽𝑛 [1 +
𝑛

12
𝛽2 +

𝑛(5𝑛 + 7)

1440
𝛽4

+
𝑛(𝑛 + 4)(5𝑛 + 1)

51840
𝛽6]          

می𝐴 که   تعیین  مرزی  شرایط  به  توجه  با  و  بوده  ثابت  با  مقداری  شود. 

از رابطه ) )27جایگذاری  تابع پتانسیل به صورت زیر حاصل  25( در رابطه   )

 شود:می

(29) 

Ф = ∑

𝛽𝑛 [
1 +

𝑛

12
𝛽2 +

𝑛(5𝑛+7)

1440
𝛽4

+
𝑛(𝑛+4)(5𝑛+1)

51840
𝛽6

]

𝑛𝛼𝑛 [
𝛼−1 +

(𝑛+2)

12
𝛼 +

(5𝑛+7)(𝑛+4)

1440
𝛼3

+
(𝑛+4)(5𝑛+1)(𝑛+6)

51840
𝛼5

]

𝑥
𝜕𝑤0
𝜕𝑡

∞

𝑛=1

 

𝑝با استفاده رابطه    = −𝜌𝑓
𝜕Ф

𝜕𝑡
توان فشار دینامیکی اعمالی از سیال  می  

 به پوسته را تعیین کرد:

(30) 
𝑝 = −𝜌𝑓 (

𝜕Ф

𝜕𝑡
)
𝛽=𝛼

= ∑𝑝𝑛𝑥
𝜕2𝑤0
𝜕𝑡2

∞

𝑛=1

 

 به طوری که:

(31) 

𝑝𝑛 = ∑
𝛼 [1 +

𝑛

12
𝛼2 +

𝑛(5𝑛+7)

1440
𝛼4 +

𝑛(𝑛+4)(5𝑛+1)

51840
𝛼6]

𝑛 [
1 +

(𝑛+2)

12
𝛼2 +

(5𝑛+7)(𝑛+4)

1440
𝛼4

+
(𝑛+4)(5𝑛+1)(𝑛+6)

51840
𝛼6

]

∞

𝑛=1

 

 روش حل مسأله -4

توان مشتق  ( با توجه به تقارن می20برای حل معادلات بدست آمده در رابطه ) 

به   داد. همچنین فرض می 𝜃  مؤلفه نسبت  قرار  برابر صفر  بار خارجی  را  شود 

 هارمونیک روی پوسته مفروض به صورت زیر باشد:

(32 )  𝐹(𝑥, 𝜃, 𝑡) = 𝐹0sin (Ω𝑡) 

باشد. بنابراین معادلات  فرکانس تحریک می Ωدامنه بار خارجی و   𝐹0که  

 آید: حاکم بر حرکت نانوپوسته به صورت زیر به دست می

(33 )  

(𝑁𝑥𝑥𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛼),𝑥−𝑁𝜃𝜃 𝑠𝑖𝑛 𝛼 = 𝜌ℎ𝑥𝑠𝑖𝑛𝛼 𝑢̈ 

(𝑁𝑥𝜃𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛼),𝑥+
1

2
𝑀𝑥𝜃,𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝛼 +

1

𝑥
𝑀𝑥𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝛼

−
1

𝑥
𝑌𝑥𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝛼 − 𝑌𝑥𝑥,𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝛼 −

𝑐𝑜𝑠2 𝛼

𝑥2 𝑠𝑖𝑛 𝛼
𝑇𝑥𝑥

− (
𝑐𝑜𝑠2 𝛼

2𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛼
𝑇𝑥𝑥)

,𝑥

+
1

𝑥
𝑌𝜃𝜃 = 𝜌ℎ𝑥𝑠𝑖𝑛𝛼 𝑣̈0 

(𝑀𝑥𝑥𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛼),𝑥𝑥− 𝑁𝜃𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝛼 −𝑀𝜃𝜃,𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛼

+
1

4
(𝑌𝑥𝜃𝑥𝑠𝑖𝑛𝛼),𝑥𝑥 −

1

4
𝑠𝑖𝑛𝛼𝑌𝑥𝜃,𝑥

− 𝐹0𝑠𝑖𝑛 (𝛺𝑡)𝑥𝑠𝑖𝑛𝛼

=

[
 
 
 
 
 
 

𝜌
𝑓
∑

𝛼[
1 +

𝑛

12
𝛼2 +

𝑛(5𝑛+7)

1440
𝛼4

+
𝑛(𝑛+4)(5𝑛+1)

51840
𝛼6

]

𝑛 [
1 +

(𝑛+2)

12
𝛼2 +

(5𝑛+7)(𝑛+4)

1440
𝛼4

+
(𝑛+4)(5𝑛+1)(𝑛+6)

51840
𝛼6

]

∞

𝑛=1

𝑥2 𝑠𝑖𝑛𝛼

+𝜌ℎ𝑥𝑠𝑖𝑛𝛼

]
 
 
 
 
 
 

𝑤̈0 
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می استفاده  متغیرها  جداسازی  روش  از  معادلات  حل  بدین  برای  کنیم. 

 شود:ها به فرم زیر در نظر گرفته میمنظور پاسخ

(34 )  

𝑢0(𝑥, 𝑡) = 𝑈0. 𝐹(𝑥)sin (Ω𝑡) 

𝑣0(𝑥, 𝑡) = 𝑉0. 𝐺(𝑥)sin (Ω𝑡) 

𝑤0(𝑥, 𝑡) = 𝑊0. 𝐻(𝑥)sin (Ω𝑡) 

با توجه به شرایط  شکل مودها می   𝐻(𝑥)و   𝐹(𝑥) ،𝐺(𝑥)که   باشند که 

باشد.  ثوابت مجهول می  𝑊0و   𝑈0  ،𝑉0. همچنین  گرددمیمرزی پوسته انتخاب  

 𝐼1( به صورت 33(، مانده معادلات )33( در رابطه )34با جایگذاری از رابطه )

 ،𝐼2  و𝐼3   ضرب حاصل  انتگرال  گالرگین  روش  با  مطابق  شد.  خواهد  تشکیل 

 :[36]ها در تابع وزنی روی سطح باید برابر صفر شود، بنابراین مانده

(35 )  
∫𝐼𝑖𝑋𝑖

.

𝛺

𝑑𝛺 = 0     𝑖 = 1,2,3 

( به فرم زیر انتخاب  34های رابطه )تابع وزنی است که برای پاسخ 𝑋𝑖که  

 گردد:یــــم

(36 )  

𝑋1 = 𝐹(𝑥) 
𝑋2 = 𝐺(𝑥) 
𝑋3 = 𝐻(𝑥) 

انتگرال بیان کننده محدوده 𝛺همچنین   به  گیری میی  با توجه  باشد که 

( به فرم زیر خواهد  35. بنابراین برای رابطه )گرددمیهندسه مسئله مشخص  

 شد:

(37)  ∫ 𝑋𝑖 𝐼𝑖𝑥𝑠𝑖𝑛𝛼𝑑𝑥 = 0            𝑖 = 1,2,3
𝑏

𝑎

 

( دستگاه  معادلات  35( در رابطه )36( و )34، )(33با جایگذاری از روابط )

 شود: دیفرانسیل به صورت زیر تشکیل می

(38)  
[−𝑀𝛺2 + 𝐾] {

𝑈0
𝑉0
𝑊0

} = {
0
0
𝐹0

} 

جرم،   [𝑀]که   می [𝐾]ماتریس  سفتی  کردن  ماتریس  معکوس  با  باشد. 

 ماتریس ضرایب، بردار ثوابت به فرم زیر تعیین خواهد شد:

(39)  
{

𝑈0
𝑉0
𝑊0

} = [−𝑀Ω2 + 𝐾]−1 {
0
0
𝐹0

} 

 نتایج عددی و بحث -5

صحه منظور  موجود  به  تحقیقات  به  توجه  با  حاضر،  پژوهش  نتایج  به  گذاری 

شود که پوسته در  گردد. فرض میهایی در پژوهش حاضر اعمال میمحدودیت

بوده   𝑙)مقیاس میکرو  = بارهای خارجی   (0 فاقد  پوسته  𝐹0)و  = باشد.   (0

های طبیعی به دست آمده از پژوهش حاضر با نتایج بدست  فرکانس  1در جدول  

قرار     𝛼زوایای مختلف رأس مخروط  برای    [36]مرجع  آمده از   مورد مقایسه 

دهد. در مرجع مذکور، ارتعاشات آزاد  گرفته است که تطابق خوبی را نشان می 

 یک پوسته مخروطی ناقص در تماس با سیال مورد مطالعه قرار گرفته است. 

بعد پوسته مخروطی حاوی سیال با نتایج مرجع  مقایسه فرکانس طبیعی بی  1جدول  

[36] 
Table 1 Comparison of dimensionless natural frequency of conical shell 

containing fluid with Ref. [36] 

 درصد خطا  تحقیق حاضر [ 36]مرجع  زاویه رأس مخروط )درجه(

10 63.72 62.97 1.2% 

30 34.36 34.02 1% 

60 10.8 10.3 4.6% 

همچنین برای اعتبارسنجی نتایج این تحقیق با در نظر گرفتن اثرات نانو،  

مورد مقایسه قرار گرفته است.   [37]نتایج حاصل از این تحقیق با نتایج مرجع 

، ارتعاشات آزاد یک نانوپوسته مخروطی با استفاده از روش تئوری  [37]در مرجع  

شکل در  است.  شده  بررسی  نانوپوسته  فرکانس  2غیرموضعی  طبیعی  های 

مقایسه شده    [37]مخروطی بدون سیال حاصل از این تحقیق با نتایج مرجع  

𝜆است. در این مقایسه پارامتر فرکانسی به صورت   = 𝜔𝑅𝑠√𝜌(1 − 𝜈
2) 𝐸⁄ ،

2𝛼زاویه رأس مخروط    = 𝑅𝑠و شعاع کوچک پوسته   19.2° = 𝑎 sin 𝛼   در

تطابق خوبی بین  مشخص است    2نظر گرفته شده است. همانطوری که از شکل

 شود. نتایج پژوهش حاضر با مرجع مذکور مشاهده می

  استیرین   پلی  از   شده   مخروطی ناقص ساخته  نانوپوسته  یک  پژوهش  این  در

𝐸یانگ    مدول  با = 1190𝑀𝑝𝑎  چگالی  ،𝜌 = 2300𝑘𝑔/𝑚3  نسبت  ،

𝜈  پوآسون = 𝑙و پارامتر مقیاس اندازه   0.3 = 17.6𝜇𝑚   در نظر گرفته شده

ر  فاصله  همچنین  مخروط  أاست.  ابتدای  تا  مخروط  𝑎س  = 5𝑛𝑚   شرایط و 

-مرزی به صورت گیردار فرض شده است. برای شرط مرزی گیردار شرایط تکیه

 گاهی به صورت زیر است:

 
Fig. 2 Comparison of the frequency parameter of a conical nanoshell 

without fluid with the results obtained from the reference [37] 

مقایسه پارامتر فرکانسی نانوپوسته مخروطی بدون سیال با نتایج حاصل از   2شکل  

 [ 37]مرجع 

  

(40) 

𝑢0 = 𝑣0 = 𝑤0 = 0 

𝑑𝑤0
𝑑𝑥

= 0 

𝑥با توجه به شرایط موجود در   = 𝑎, 𝑏     مودهای فرضی به صورت زیر در

 شود:نظر گرفته می

(41) 
𝐹(𝑥) = 𝐺(𝑥) = (𝑥 − 𝑎)(𝑥 − 𝑏) 
𝐻(𝑥) = (𝑥 − 𝑎)2(𝑥 − 𝑏)2 

بر رفتار ارتعاشی نانوپوسته مخروطی بررسی   ℎ/𝐿، اثر افزایش  3در شکل 

می مشاهده  که  همانطور  است.  افزایش  شده  با  شدن   ℎ/𝐿شود  ضخیم  یا 

یابد که به این دلیل است که با  نانوپوسته، ماکزیمم پاسخ ارتعاشی کاهش می

پاسخ   دامنه  نهایتاً  و  یافته  افزایش  آن  اینرسی  نانوپوسته،  ضخامت  افزایش 
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می  کاهش  که  دینامیکی  است  آن  از  حاکی  شکل  این  نتایج  همچنین،  یابد. 

کوچکتر   مقادیر  در  دینامیکی  پاسخ  دامنه  بیشتری    ℎ/𝐿تغییرات  مقادیر  با 

می مقدار  کاهش  افزایش  با  و  می ℎ/𝐿یابد  حداقل  به  در  تغییرات  لذا  رسد. 

صورتی که مقادیر پایین پاسخ دینامیکی نانوپوسته مد نظر باشد، ضخیم کردن  

  باشد. آن از یک مقداری به بعد مقرون به صرفه نمی 

 
Fig. 3 Investigation of the effect of ℎ/𝐿 on the dynamic response of 

a conical nanoshell containing fluid 

 بر پاسخ ارتعاشی نانوپوسته مخروطی حاوی سیال  ℎ/𝐿بررسی اثر تغییرات   3شکل  

بعد پاسخ  اثر تغییرات زاویه رأس مخروط بر حداکثر دامنه بی   4در شکل

شود  هارمونیک نانوپوسته مخروطی بررسی شده است. همانطور که مشاهده می 

  یابد میبا افزایش زاویه راس مخروط ماکزیمم دامنه پاسخ هارمونیک افزایش  

درجه با شیب زیاد و برای مقادیر بیشتر از    20که این افزایش تا زاویه حدود  

دهد که سفتی و اینرسی  افتد. این افزایش نشان میآن با شیب ملایم اتفاق می

. لذا افزایش زاویه رأس  یابدمیس مخروط کاهش أنانو پوسته با افزایش زاویه ر 

در میزان ماکزیمم دامنه    درجه به بعد تأثیر چندانی 20حدود زاویه    مخروط از

 ندارد.  دینامیکیپاسخ 

 
Fig. 4 Investigating the effect of changes in the cone apex angle on 

the vibration response of a conical nanoshell containing fluid 

زاویه    4شکل   تغییرات  اثر  نانوپوسته  رأس  بررسی  ارتعاشی  پاسخ  بر  مخروط 

 مخروطی حاوی سیال

بر   نیروی هارمونیک خارجی وارد  اثر تغییرات فرکانس  بررسی  به منظور 

بعد پاسخ هارمونیک، شکل  نانوپوسته مخروطی حاوی سیال بر حداکثر دامنه بی 

شود هر چه فرکانس تحریک افزایش  رسم شده است. همانطور که مشاهده می  5

نانوپوسته نیز افزایش  می رسد  . به نظر می یابدمییابد، دامنه پاسخ هارمونیک 

به   نزدیک  تحریک  فرکانس  1در  × 109 𝑟𝑎𝑑   فرکانس به  تحریک  فرکانس   ،

بعد پاسخ هارمونیک  طبیعی نانوپوسته نزدیک شده و تغییرات حداکثر دامنه بی 

 یابد.  با شیب تندتری افزایش می

 
Fig. 5 Investigating the effect of changes in excitation frequency on 
the vibration response of a conical nanoshell containing fluid 

بررسی اثر تغییرات  فرکانس تحریک بر پاسخ ارتعاشی نانوپوسته مخروطی    5شکل  

 حاوی سیال

شکل   نانوپوسته  6در  خارجی  هارمونیک  نیروی  دامنه  تغییرات  اثر   ،

بی دامنه  بر حداکثر  بررسی شده  مخروطی حاوی سیال  پاسخ هارمونیک  بعد 

می  مشاهده  که  همانطور  پاسخ  است.  دامنه  تحریک،  دامنه  افزایش  با  شود 

یابد. نکته قابل توجه در این شکل آن است  هارمونیک نانوپوسته نیز افزایش می 

دامنه   تغییرات  برای  مخروطی  نانوپوسته  هارمونیک  پاسخ  دامنه  تغییرات  که 

 یابد. نیروی هارمونیک به صورت یکنواخت افزایش می 

 
Fig. 6 Investigating the effect of excitation amplitude changes on the 

vibration response of a conical nanoshell containing fluid 

بررسی اثر تغییرات دامنه تحریک بر پاسخ ارتعاشی نانوپوسته مخروطی    6شکل  

 حاوی سیال

، اثر تغییرات چگالی سیال بر رفتار ارتعاشی نانوپوسته مخروطی  7در شکل  

شود با افزایش چگالی  حاوی سیال بررسی شده است. همانطور که مشاهده می

ناچیز کاهش می  به صورت بسیار  یابد که این  سیال، ماکزیمم پاسخ ارتعاشی 

موضوع حاکی از آن است که اینرسی سیال در مقابل اینرسی نانوپوسته ناچیز  

بوده و تأثیر چندانی در رفتار ارتعاشی نانوپوسته ندارد. نتایج این شکل اهمیت  
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  آن است   بیانگردهد و  های مخروطی حاوی سیال را نشان میکاربرد نانوپوسته

 ها مقاومت خوبی در برابر تغییرات چگالی سیال دارند.نانوپوسته  که

 
Fig. 7 Investigating the effect of fluid density changes on the 
vibrational response of a conical nanoshell containing fluid 

نانوپوسته مخروطی   7شکل   ارتعاشی  پاسخ  بر  تغییرات چگالی سیال  اثر  بررسی 

 حاوی سیال

 

 گیرینتیجه 6-

اجباری    پژوهشدر   ارتعاشات  سیالحاضر  حاوی  مخروطی   مورد  نانوپوسته 

کلاسیک صفحات همراه با   تئوری از پوسته  تحلیل جهت و گرفت قرار بررسی

از روش انرژی و   برای تعیین معادلات حاکمتئوری کوپل استرس استفاده شد.  

اصل همیلتون استفاده گردید. همچنین جهت تعیین پاسخ ارتعاشی از روش  

با شد.  گرفته  بهره  گالرکین  تکنیک  همراه  به  فرضی  نتایج   بررسی مودهای 

 :شدند حاصل زیر نتایج خلاصه به طور عددی

بر طول    -1 نانوپوسته  نسبت ضخامت  افزایش  پوسته)   h/Lبا  (  ضخیم شدن 

با ضخیمیابدمیدامنه پاسخ ارتعاش کاهش   تر شدن پوسته سفتی آن  . چون 

 شود. افزایش پیدا کرده و باعث کاهش دامنه پاسخ ارتعاشی می

ارتعاش    -2 پاسخ  دامنه  مخروطی،  نانوپوسته  مخروط  رأس  زاویه  افزایش  با 

بعد  20افزایش زاویه رأس مخروط از حدود زاویه  و    یابد میافزایش   به  درجه 

 تأثیر چندانی در میزان ماکزیمم دامنه پاسخ هارمونیک ندارد.

با افزایش فرکانس تحریک نیروی هارمونیک خارجی، دامنه پاسخ ارتعاشی    -3

می افزایش  سیال  حاوی  مخروطی  و  نانوپوســـته  تحریک  یابد  فرکانس  در 

1نزدیک به   × 109 𝑟𝑎𝑑  فرکانس تحریک به فرکانس طبیعی نانوپوسته نزدیک ،

بعد پاسخ هارمونیک با شیب تندتری افزایش  شده و تغییرات حداکثر دامنه بی

 یابد. می

با افزایش دامنه نیروی هارمونیک خارجی، دامنه پاسخ ارتعاشی نانوپوسته    -4

 . یابدمیمخروطی حاوی سیال به صورت یکنواخت افزایش 

با افزایش چگالی سیال داخل نانوپوسته مخروطی، دامنه پاسخ ارتعاشی آن   -5

ها مقاومت  حاکی از آن است نانوپوستهو این امر    یابد میبه طور ناچیز کاهش  

 خوبی در برابر تغییرات چگالی سیال دارند.
 

 مراجع  7-
 [1] Gheshlaghi, B., Hasheminejad, S. M., Abbasion, S.,"Size dependent 

torsional vibration of nanotubes," Physica E, Vol. 43, pp. 45-48, 

2010. 

[2] Wang, B., Zhou, S., Zhao, J., Chen, X., "A size-dependent Kirchhoff 

micro-plate model based on strain gradient elasticity theory," 

European Journal of Mechanics/ A Solids, Vol. 30, pp. 517-524, 

2011. 

[3] Firouz-Abadi, R. D., Noorian, M. A., Haddadpour, H., “A fluid–

structure interaction model for stability analysis of shells conveying 

fluid. Journal of Fluids and Structures,” Vol. 26, No. 5, pp.747-763, 

2010. 

[4] Qu, Q., Wang, R., Guo, H., Liu, P., Agarwal, R. K., “Numerical study 
of water impact of an elastic cylindrical shell,” AIAA Journal, Vol. 

54, No. 10, pp.3296-3303, 2016.  
[5] Firouz Abadi, R. D., Fotouhi, M. M., Haddadpour, H., "Stability 

analysis of nanocones under external pressure and axial compression 

using nonlocal shell model," Physica E: Low-dimensional Systems 

and Nanostructures, Vol. 44, No. 9, pp. 1832-1837, 2012.  
[6] Fotouhi, M. M., Firouz-Abadi, R. D., Haddadpour, H., "Free 

vibration analysis of nanocones embedded in an elastic medium 

using a nonlocal continuum shell model," International Journal of 

Engineering Science, Vol. 64, No. 1, pp. 14-22, 2013. 

[7] Guo, S. Q., Yang, S. P., "Axial vibration analysis of nanocones based 

on nonlocal elasticity theory, "  Acta Mechanica Sinica, Vol. 28, No. 

3, pp. 801-807, 2012.  
[8] Tariverdilo, S., Shahmardani, M., Mirzapour, J., Shabani, R, 

“Asymmetric free vibration of circular plate in contact with 
incompressible fluid,” Applied Mathematical Modelling, Vol. 37, 

No. 1, pp. 228-239, 2013.  

[9] Fotouhi, M. M., Firouz-Abadi, R. D., Haddadpour, H., "Free 
vibration analysis of nanocones embedded in an elastic medium 

using a nonlocal continuum shell model," International Journal of 

Engineering Science, Vol. 64, No. 1, pp. 14-22, 2013.  
[10] Sofiyev, A. H., "The non-linear dynamics of FGM truncated conical 

shells surrounded by an elastic medium," International Journal of 

Mechanical Sciences, Vol. 66, pp. 33–44 , 2013.  
[11] Sofiyev, A. H., "Large-amplitude vibration of non-homogenous 

orthotropic composite truncated conical shells," Composites Part B: 

Engineering, Vol. 61, pp. 365-374, 2014.  

[12] Sofiyev, A. H., Kuruoglu, N., "Non-linear buckling of an FGM 

truncated conical shell surrounded by an elastic medium," Thin-

Walled Structures, Vol. 80, pp. 178-191, 2014.  
[13] Zeighampour, H., Tadi Beni, Y.,"Analysis of conical shells in the 

framework of coupled stresses," International Journal of 

Engineering Science, Vol. 81, pp. 107-122, 2014.  

[14] Jafari Mehrabadi, S., Jalilian Rad, M., Zarouni, E., "Free vibration 

analysis of nanotube-reinforced composite truncated conical shell 
resting on elastic foundation," In Persian, Modares Mechanical 

Engineering, Vol. 14, No. 12, pp. 122-132, 2014. 

[15] Jin, G., Ma, X., Shi, S., Ye, T., Liu, Z., “A modified Fourier series 
solution for vibration analysis of truncated conical shells with 

general boundary conditions,” Applied Acoustics, Vol. 85, pp.82-96, 

2014.  

[16] Zeighampour, H., Beni, Y. T., "Analysis of conical shells in the 

framework of coupled stresses," International Journal of 

Engineering Science,  Vol. 81, pp. 107-122, 2014.  

[17] Beni, Y. T., Mehralian, F., Razavi, H., "Free vibration analysis 

ofsize-dependent shear deformable functionally graded cylindrical 

shell on the basis of modified couple stress theory," Composite 

Structures, Vol. 111, pp. 349-353, 2014. 

[18] Beni, Y. T., Soleimani, I., "Free torsional vibration and static 

analysis of the conical nano-shell based on modified couple stress 
theory," Science and Research Pioneers Institute, 3rd International 

Conference on Nanotechnology (ICN2015). 

[19] Zeighampour, H., Beni, Y. T., Mehralian, F., “A shear deformable 
conical shell formulation in the framework of couple stress theory”. 

Acta Mechanica, Vol. 226, No. 8, pp. 2607-2629, 2015. 

[20] Rahmanian, M., Firouz-Abadi, R. D., Cigeroglu, E., “Free 
vibrations of moderately thick truncated conical shells filled with 

quiescent fluid” Journal of fluids and structures, Vol. 63, pp. 280-

301, 2016.  

[21] Beni, Y. T., Mehralian, F., “The effect of small scale on the free 

vibration of functionally graded truncated conical shells”. Journal of 



 و نصراله براتی   زاده یوسف                            حاوی سیال تحت بار هارمونیک با استفاده از تئوری کوپل استرس اصلاح شده  مخروطی ناقص  اجباری نانوپوسته  ارتعاشات  تحلیل 

2703 

ت
زی

پو
ام

ی ک
ور

فنا
و 

م 
لو

 ع
یه

شر
ن

 

Mechanics of Materials and Structures, Vol. 11, No. 2, pp. 91-112, 

2016.  

[22] Duc, N. D., Cong, P. H., Tuan, N. D., Tran, P., Van Thanh, N., 

“Thermal and mechanical stability of functionally graded carbon 
nanotubes (FG CNT)-reinforced composite truncated conical shells 

surrounded by the elastic foundations” Thin-Walled Structures, Vol. 

115, pp. 300-310, 2017.  

[23] Javed, S., “Free vibration characteristic of laminated conical shells 

based on higher-order shear deformation theory,” Composite 

Structures, Vol. 204, pp. 80-87, 2018. 

[24] Yang, S. W., Zhang, W., Hao, Y. X., Niu, Y., “Nonlinear vibrations 

of FGM truncated conical shell under aerodynamics and in-plane 

force along meridian near internal resonances,” Thin-Walled 

Structures, Vol. 142, pp. 369-391, 2019.  

[25] Gholami, R., Darvizeh, A., Ansari, R., Sadeghi, F. "Vibration and 

buckling of first-order shear deformable circular cylindrical micro-
/nano-shells based on Mindlinʼs strain gradient elasticity theory," 

European Journal of Mechanics A/Solids, Vol. 58, pp. 76-88, 2016.  
[26] Sheykhi, A., Hosseini-Hashemi, S., Maghsoudpour, A., Haghighi, 

S. E., “Free nonlinear vibration analysis of nano-truncated conical 

shells based on modified strain gradient theory”. Proceedings of the 
Institution of Mechanical Engineers, Part L: Journal of Materials: 

Design and Applications, Vol. 236, No. 1, pp. 110-146, 2022.  

[27] Wang, Z. Q., Yang, S. W., Hao, Y. X., Zhang, W., Ma, W. S., Zhang, 
X. D., “Modeling and free vibration analysis of variable stiffness 

system for sandwich conical shell structures with variable thickness,” 

International Journal of Structural Stability and Dynamics, Vol. 23, 

No. 15, pp.171-198, 2023. 

[28] Mansouri, M., Dardel, M., Hasan Ghasemi, M., “Nonlinear 

Vibration of Truncated Open Conical Nanoshells Under Harmonic 
Excitation,” International Journal of Structural Stability and 

Dynamics, pp. 245-255, 2024. 

[29] Soedel, W., "Vibrations of Shells and Plates," Marcel Dekker Inc., 

New York, 1981. 

[30] J.N., Reddy, "Mechanics of Laminated Composite Plates and Shells: 

Theory and Analysis," Second Edition, CRC Press , 2002. 

[31] Lam, D. C., Yang, F., Chong, A. C. M., Wang, J., Tong, P., 

"Experiments and theory in strain gradient elasticity," Journal of the 

Mechanics and Physics of Solids Vol. 51, No. 8, pp. 1477-1508, 

2003. 

[32] Tohidi, H., Hosseini-Hashemi, S. H., Maghsoudpour, A., Etemadi, 
S., "Strain gradient theory for vibration analysis of embedded CNT-

reinforced micro Mindlin cylindrical shells considering 

agglomeration effects," Structural engineering and mechanics: An 

international journal, Vol. 62, No. 5, pp. 551-565, 2017. 

[33] Beni, Y. T., Soleimani, I., "Free torsional vibration and static 

analysis of the conical nano-shell based on modified couple stress 
theory," Science and Research Pioneers Institute, 3rd International 

Conference on Nanotechnology (ICN2015). 

[34] Askari, E., Jeong, K. H., Amabili, M., "Hydroelastic vibration of 
circular plates immersed in a liquid-filled container with free 

surface," Journal of Sound and Vibration, Vol. 332, No. 12, pp. 

3064-3085, 2013. 
[35] Tariverdilo, S., Shahmardani, M., Mirzapour, J., Shabani, R., 

"Asymmetric free vibration of circular plate in contact with 

incompressible fluid," Applied Mathematical Modelling, Vol. 37, 

No. 1, pp. 228-239, 2013. 

[36] Kerboua, Y., Lakis, A. A., Hmila, M.,  "Vibration analysis of 

truncated conical shells subjected to flowing fluid," Applied 

Mathematical Modelling, Vol. 34, No. 3, pp. 791-809, 2010.  

[37] Firouz-Abadi, R. D., Fotouhi, M. M., & Haddadpour, H., " Free 

vibration analysis of nanocones using a nonlocal continuum model," 
Physics Letters, Section A:General, Atomic and Solid State Physics, 

Vol. 375, pp. 3593–3598 , 2011. 

 

 

 


