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   چکیده

صورت پیوسته از ها بهشوند که خواص مکانیکی آنای از مواد پیشرفته با ساختاری ناهمگن شناخته میعنوان دستهبه مواد هدفمند تابعی

 دهنده در راستای ضخامت سازه کند. این تغییرات ناشی از توزیع تدریجی نسبت حجمی مواد تشکیلیک سطح به سطح دیگر تغییر می

در این مقاله، پاسخ دینامیکی ترموالاستیک گذرای یک ورق مستطیلی هدفمند متخلخل تحت اثر شوک حرارتی زمانی، با تکیه بر    است.

متخلخل، تحلیل هدفمند   ، پس از اعمال بار حرارتی وابسته به زمان به ورقادامهدر  .  شولمن مورد بررسی قرار گرفته است-تئوری لرد

های تنش، جابجایی، دما است. حل معادلات حاکم شامل مؤلفه  شده شولمن و روش فضای حالت انجام  -بعدی بر پایه تئوری لردعددی سه

با شرایط مرزی ساده و شار حرارتی با استفاده از روش دوربین و وارون گاهی صورت گرفته تکیه  سازی عددی تبدیل لاپلاس برای ورق 

ها، اثر پارامترهای گوناگونی از جمله نوع تخلخل، ضریب تخلخل، زمان و پارامتر  ، با در نظر گرفتن انواع مختلف تخلخلنهایترد.  است

توجهی دهد که تغییرات این پارامترها تأثیر قابل نتایج حاصل نشان می   .نداها بررسی شده ، جابجایی و تنشبر توزیع و مقدار دما  غیرهمگن

بهینه سازه  امکان طراحی  تخلخل،  و مشخصات  توزیع کسر حجمی  بهینه  انتخاب  با  دارد. همچنین،  هدفمند  ورق  رفتار گذرای  های بر 

می فراهم  پاسخ  .گرددهدفمند  و  ساختاری  پارامترهای  بین  مستقیم  ارتباط  بر  پژوهش  این  راهگشای تأکید  حرارتی،  و  مکانیکی  های 

 .دهای هدفمند در کاربردهای پیشرفته صنعتی خواهد بوسازی عملکرد سازه مهندسان در بهینه
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Abstract  

Functionally graded materials (FGMs) are an advanced class of heterogeneous materials whose mechanical 

properties vary continuously through the thickness due to gradual changes in the volume fractions of constituent 
phases. This study investigates the transient thermoelastic response of a porous functionally graded rectangular plate 

subjected to a time-dependent thermal shock within the framework of the Lord–Shulman generalized 

thermoelasticity theory. A comprehensive three-dimensional numerical analysis is carried out using the state-space 
method in conjunction with the Lord–Shulman model. The coupled governing equations for stress components, 

displacements, temperature, and heat flux are solved through the differential quadrature method combined with 
numerical inversion of the Laplace transform, under simply supported boundary conditions. The parametric study 

explores the influence of porosity type, porosity coefficient, time, and gradation parameter on the spatial distribution 

and magnitudes of temperature, displacement, and stresses. The results reveal that these parameters significantly 
affect the transient thermoelastic behavior of the functionally graded plate. Furthermore, optimizing the volume 

fraction distribution and porosity characteristics can enhance the performance of porous FGM structures. These 

findings underscore the critical role of structural and material parameters in controlling coupled thermal–mechanical 
responses and provide practical insights for the optimal design of FGMs in advanced engineering applications. 
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 مقدمه   1-

ای است که ضخامت آن در مقایسه با ابعاد طولی  ورق یا صفحه یک جزء سازه

گیرد که علاوه بر ایجاد  تحت بارهایی قرار می  عضو و عرضی آن کم است. این  

میتنش نیز  آن  خمش  موجب  کششی،  اشکال  [4-1]  شوند های  از  یکی   .

وه بر مواد خالصی  لاباشد. امروزه عمیشکل  های مستطیلی  ورق،  پرکاربرد ورق

استفاده میکه در گذشته در ساخت ورق مواد    ،شدها  مانند  مواد جدیدی  از 

) و مواد هدفم  مواد  نانو ،  مواد پیزوالکتریکی،  وزیتپکام تابعی  در   (1FGMند 

علت استفاده از چنین مواد جدیدی در  .  [8-5]  شودها استفاده می ساخت ورق

ورق نیازهای  ساخت  تأمین  به  قادر  تنهایی  به  خالص  مواد  که  است  این  ها 

صنعتی نیستند و لازم است از موادی با خواص بهبود یافته استفاده شود. مواد  

دسته و  هدفمند،  نیرو  برابر  در  مقاومت  بر  علاوه  که  هستند  مواد  این  از  ای 

محیط در  ایجاد  ضربه،  از  و  دارند  مناسبی  عملکرد  نیز  بالا  دمای  با  های 

حرارتی  تنش می  بزرگهای  جلوگیری  ورق  این    ،بنابراین.  [12-9]  کننددر 

گستردهمواد   هوافضا کاربردهای  جمله  از  مدرن  صنایع  در    ، مکانیک  ،ای 

ای و مهندسی عمران در دو  هسته  ،زیست پزشکی  ،شیمی  ،اپتیک  ،الکترونیک

  .[16-13] ند ا دهه گذشته داشته

سال         ورق   به 2تانیگاوا و    اوتائو ،  2004در  ترموالاستیک  تئوری    حل 

تابعی  توانستند  نا  هدفمند  و  پرداختند  مکانیکی  و  حرارتی  بار  تحت  همگن 

در حالت    قور دقیطخامت را به  ضی و تنش نرمال در جهت  ضتنش برشی عر 

کنند ارزیابی  سال    [.17]  گذرا  دینامیکی   3ژو ،  2011در  پاسخ  همکاران  و 

مستطیلی   ورق  یک  معر  هدفمندترموالاستیک  در  بر    ضکه  حرارتی  شوک 

به این نتیجه رسیدند که در    ها آنرا مورد مطالعه قرار دادند.    بودروی سطح  

ها به سرعت در حالت گذرا تغییر  جابجایی و تنش،  دما  شوک حرارتی مقادیر

ها  نآتوجهی بر بزرگی و توزیع  یر قابلثکنند و عدم همگنی خواص مواد تأمی

سال    [.18]  دارد همکاران    ،2012در  و  یک  یک  اکبرزاده  برای  تحلیلی  حل 

مواد   از  شده  ساخته  تابعیورق  تئوری  هدفمند  اساس  برشی  تغییر  بر  شکل 

خامت  ض مشخصات دما در سراسر  ها،  . در روند حل آنمرتبه سوم ارائه کردند

توس  متغیر  جملهیک چند  طورق  بر حسب  با چهار مجهول    zای مرتبه سوم 

نتایج  می   صتقریبی مشخ تابعیکه ورق    دادنشان  ها  آنشد.    دارای  هدفمند 

انحرا بیشتر  دارد   ف فلز  کمتری  سال    [.19]  جانبی  و  2014در  جباری   ،

مواد   از جنس  ای سه بعدی همکاران حل دقیق مسئله ترموالاستیک ورق دایره

تابعی کردند.    هدفمند  بررسی  آنرا  کار  این  ها،  در  بر  بارهای    بود فرض  که 

شود و خواص  تر شرایط مرزی اعمال می حرارتی و مکانیکی روی سطوح پایین

  کند. مواد، به جز نسبت پواسون، به طور تصاعدی در جهت ضخامت تغییر می

نتیجه گرفتند که آن   بر پایه   جابجایی عرضی در راستای ضخامت صفحات  ها 

تابعی هدفمند  نیست    مواد  خطی  و  و  4وانگ ،  2016  سال  در  [.20]ثابت 

نازک   ورق  مجانبی  ترموالاستیک  پاسخ  از  همکاران  هدفمند  متشکل  مواد 

کردند.  را    تابعی  بررسی  تحلیلی  رویکرد  اساس  معادلات  ها  آنبا  بر  را  حاکم 

لرد بدست    شولمن-نظریه  را  دما  و  تنش  جابجایی  حل  و  وردند.  آنوشتند 

آندر که   هانهایت  گرفتند  پارامتر    نتیجه  هر  و  بیشینه  تنش  بین  تابع  رابطه 

ترمومکانیکی   خواص  ارزیابی  برای  تابعیمشخصه  هدفمند  مهم    مواد  بسیار 

سال    [.21]  است  ژو 2017در  و  وانگ  پاسخ   5،  بررسی  به  بار  اولین  برای 

صفحات غیرخطی  دینامیکی  پایه  ترموالاستیک  تابعی  بر  هدفمند  با    مواد 

 
1 Functionally graded materials 
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پرداختند. آن دالامبر، معادله حرکت سیستم سرعت طولی  اصل  اساس  بر  ها 

با   آن  از  پس  طولی  و سرعت  حرارتی  اثر  گرفتن  نظر  در  با  را  ورق  از  خارج 

ویژگی هارمونیک  تعادل  روش  و  گالرکین  را  روش  سیستم  دینامیکی  های 

آوردند.  ب  نشان  دست  صفحات  دادنتایج  طبیعی  فرکانس  جنس  که  مواد    از 

تابعی  افزایش سرعت طولی کاهش می  هدفمند  یابد، افزایش سرعت طولی  با 

 [. 22] آوردناحیه رزونانس سیستم را به سمت فرکانس پایین به حرکت در می

مواد   6گانگ ،  2019در سال   ترموالاستیک  تحلیل  تابعی  و همکاران  هدفمند 

بررسی   متناوب  محدود  حجم  روش  با  را  دما  به  وابسته  خواص  با  متخلخل 

نشان   مختلف  مواد  توزیع  با  صفحات  ترموالاستیک  عملکرد  که    دادکردند. 

به توزیع مواد بسیار حساس  [. 23]  شکل استتر از دما و تغییرتنش حرارتی 

ای پاسخ ترموالاستیک گذرا غیرخطی  در مقاله  7کا یوویلو    بابایی  ،2021سال  

تابعیورق   طبیعی  تحت خنک  هدفمند  گاز  کردند.  بررسی  را  برودتی  کننده 

 ( فزاینده8LNGمایع  طور  به  و  (  نقل  و  حمل  برای  سوخت  عنوان  به  ای 

میذخیره استفاده  دریایی  صنایع  در  که  سازی  هنگامی  ورق،    LNGشود.  با 

می پیدا  تماس  مخزن  یا  قابللوله  بسیار  حرارتی  بار  سازه  کند،  بر  را  توجهی 

می میوارد  نشان  نتایج  یک  کند.  پاسخ  معین  حرارتی  شرایط  برای  که  دهد 

پایین می با دمای  بار حرارتی  بار حرارتی در  ورق تحت  با  تواند از نظر کیفی 

می دما  باشد.  متفاوت  بالا  قابلدمای  غیرخطی  پاسخ خمشی  را  تواند  توجهی 

تنش به  از رسیدن  ایمنی  قبل  بالقوه  طور  به  که  دهد  نشان  از خود  بالا  های 

حل  ضیغمی و جعفری یک  ،   2022در سال  [.24اندازد ]سازه را به خطر می

بسته برای تحلیل تنش ترموالاستیک صفحات نانوکامپوزیتی نامتقارن سوراخ  

از  شده تابعی  متشکل  هدفمند  کردندا  مواد  همآن.  رائه  بررسی  ها  به  چنین 

پرداختند.    سوراخ   اطراف  گشتاورهای  و  تنش  نتایج   بر   مهم  پارامترهای  تأثیر

آن بانتایج  داد  نشان    طراحی   در   مؤثر  پارامترهای  مقادیر   صحیح   انتخاب  ها 

تنشمی  ،یدارسوراخ  صفحات   چنین و  توان  را  حاصله    میزان   به   گشتاورها 

 [. 25] داد کاهش  توجهیقابل

هدفمند       مستطیلی  ورق  ترموالاستیک یک  گذرای  پاسخ  پژوهش،  این  در 

شولمن مورد  -متخلخل تحت بار حرارتی وابسته به زمان، با تکیه بر تئوری لرد

این   نوآوری  است.  گرفته  قرار  به  پژوهش  بررسی  پیشیننسبت  در    مطالعات 

بهره نخست،  است؛  نهفته  کلیدی  محور  لردچندین  تئوری  از  شولمن  -گیری 

پیشرفته به مدلی  امکان    از   عنوان  که  حرارت  انتقال  در  زمانی  تأخیر  لحاظ 

دقیق فراهمتحلیل  را  ترموالاستیک  دینامیکی  رفتار  لردتئور  سازد.می  تر  -ی 

به تأخ  ن یا،  کندیم  یرا معرفآرامش  زمان    کی   شولمن در    ریزمان استراحت 

  ک یشامل    ی تئور  نی معادلات حاکم در اد.  ها اشاره دارانتقال حرارت و تنش

انرژ شده  کیو    یمعادله  کوپل  هم  با  که  هستند  حرکت  اثرات  معادله  و  اند 

مدل  کیترموالاست مختلف    .کنندیم  ی سازرا  انواع  اثرات  جامع  تحلیل  دوم، 

تخلخل )شامل تخلخل متقارن، غیرمتقارن نرم، غیرمتقارن سفت و همسان( و  

نیز در نظر گرفتن پارامترهای غیرهمگن مربوط به توزیع کسر حجمی مواد در  

راستای ضخامت ورق است. همچنین، حل عددی معادلات حاکم با استفاده از  

وارون و  دوربین  فضای  روش  در چارچوب روش  تبدیل لاپلاس  عددی  سازی 

های حاصل  د. یافتهن رو شمار میهای بارز این پژوهش بهحالت، از دیگر نوآوری

می  از مطالعه  بهینهبهتواند  این  و  طراحی  در  مستقیم  سازهطور  های  سازی 

  با و صنایع دفاعی که    در صنایع هوافضا، انرژی، خودروسازیل  خهدفمند متخل

 . برداری قرار گیرند، مورد بهره مواجه هستند شرایط حرارتی و مکانیکی متغیر

 
6 Gong 
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8 Liquified natural gas 
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  انتخاب دستگاه مختصات و شرایط مرزی 2-

هدفمند  ورق  نظر   ℎ  خامتض و   𝑏  ضعر،  𝑎ول  ط  ه ب   متخلخل  یک  در  را 

حرارتی  1مطابق شکل  که    بگیرید بارهای  قرار   -تحت    ض فر  دارد.  مکانیکی 

معر  در  ورق  این  یکنواخت    ضکنید  که   𝑇0دمای  همسانگرد  ماده  از  و  باشد 

0)   خامتض در جهت    طفق < 𝑥3 < ℎ)   میآخواص تغییر  تشکیل کندن   ،

 شده است. 

 
Fig. 1 Geometric configuration and coordinate system of the plate 

 مختصات ورق دستگاه شکل هندسی و  1شکل 
 

لبه اینکه  فرض  و  با  مرجع  دمای  در  ورق  تکیهبر  های  ساده  روی  گاه 

 شوند؛ خواهیم داشت: نگهداری می

 

زیر  تنش صورت  به  پایین  و  بالا  سطوح  در  حرارتی  مرزی  شرایط  و  ها 

 : دن شو مشخص می

جابجایی و دمای مطلق    ،به ترتیب بیانگر تنش 𝑇و   𝜎،  𝑢،  (1)ر معادله  د

 بیانگر بار حرارتی در سطح بالایی است.  𝑇𝑤 ،(2)هستند. در معادله 

 روابط تئوری حاکم  3-

ورق   یک  تابعیبرای  اساسی   ایزوتروپیک  هدفمند  معادلات  خطی 

توان به شرح  را می  (L-Sنظریه  )   شولمن  -تئوری لرد  ترموالاستیک، مبتنی بر

 زیر ارائه کرد: 

 معادلات اساسی  -1-3

 [:18]شوند معادلات حرکت به صورت زیر تعریف می 

(3 ) 

𝜕𝜎11

𝜕𝑥1
+

𝜕𝜎12

𝜕𝑥2
+

𝜕𝜎13

𝜕𝑥3
+ 𝑓1 = 𝜌

𝜕2𝑢1

𝜕𝑡2  

𝜕𝜎21

𝜕𝑥1
+

𝜕𝜎22

𝜕𝑥2
+

𝜕𝜎23

𝜕𝑥3
+ 𝑓2 = 𝜌

𝜕2𝑢2

𝜕𝑡2  

𝜕𝜎31

𝜕𝑥1
+

𝜕𝜎32

𝜕𝑥2
+

𝜕𝜎33

𝜕𝑥3
+ 𝑓3 = 𝜌

𝜕2𝑢3

𝜕𝑡2  

 

آن در  داخلی،   𝑡  و 𝑓،  𝜌،  که  نیروی  بیانگر  ترتیب  زمان    و  چگالیبه 

 [: 18] جابجایی عبارتند از  -روابط کرنش هستند.
 

(4 ) 

𝜀11 =
𝜕𝑢1

𝜕𝑥1
 , 𝜀22 =

𝜕𝑢2

𝜕𝑥2
  , 𝜀33 =

𝜕𝑢3

𝜕𝑥3
  

𝜀12 =
𝜕𝑢1

𝜕𝑥2
+

𝜕𝑢2

𝜕𝑥1
   

𝜀13 =
𝜕𝑢1

𝜕𝑥3
+

𝜕𝑢3

𝜕𝑥1
 

 𝜀23 =
𝜕𝑢2

𝜕𝑥3
+

𝜕𝑢3

𝜕𝑥2
 

 

 [:18] از معادلات ساختاری داریم بیانگر کرنش است. ε،  که در آن

(5 ) 

[
 
 
 
 
𝜎11
𝜎22
𝜎33

𝜎23
𝜎13

𝜎12]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
𝐶11

𝐶12

𝐶12

0
0
0

     𝐶12    

     

𝐶11

𝐶11

0
0
0

    

𝐶12

𝐶12

𝐶12

0
0
0

    0

    

0
0

𝐶44

0
0

  0

   

0
0
0

𝐶44

0

  0

   

0
0
0
0

𝐶44]
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
𝜀11

𝜀22

𝜀33
𝜀23

𝜀13

𝜀12]
 
 
 
 
 

−

[
 
 
 
 
 
𝛽
𝛽
𝛽
0
0
0]
 
 
 
 
 

(𝑇 − 𝑇0) 

 

  بیانگر مدول الاستیک متوسط هستند.  𝐶44  و 𝐶11،  𝐶12،  فوقدر معادله  

 [: 18] شودبه صورت زیر تعریف می  یمعادله تعادل انرژ

(6 ) 

𝜕𝑞1

𝜕𝑥1

+
𝜕𝑞2

𝜕𝑥2

+
𝜕𝑞3

𝜕𝑥3

= 𝑅 − 𝑇0𝑠̇ 

 

  منبع گرمای داخلی   ،به ترتیب بیانگر شار حرارتی   𝑇0  و 𝑞،  𝑅که در آن،  

 [: 18]شودرابطه آنتروپی به صورت زیر تعریف میدمای مرجع هستند.  و

(7 ) 
𝑆 =

𝜌𝑐

𝑇0

[(𝑇 − 𝑇0) + 𝛽(𝜀11 + 𝜀11 + 𝜀33)] 

معادله   آنتروپی 𝑐  و 𝑆،  𝛽،  فوقدر  بیانگر  ترتیب  حرارتی  ،به  و    مدول 

هستند. ویژه  می مدل  گرمای  تعریف  زیر  به صورت  هدایت حرارتی    شود های 

[18 :] 

(8 ) 

𝑞1 + 𝜏0

𝜕𝑞1

𝜕𝑡
= −𝑘

𝜕𝑇

𝜕𝑥1
 

𝑞2 + 𝜏0

𝜕𝑞2

𝜕𝑡
= −𝑘

𝜕𝑇

𝜕𝑥1
 

𝑞3 + 𝜏0

𝜕𝑞3

𝜕𝑡
= −𝑘

𝜕𝑇

𝜕𝑥1
 

 

آن در  است. 𝑘،  که  رسانایی حرارتی  معادله  بیانگر  دادن  قرار  در    (5)  با 

با چشم  (4)و    (3)معادلات   داخل  و  گرما  منابع  و  داخلی  نیروهای  از  پوشی 

(1 ) 

𝜎11 = 𝑢3 = 𝑢2 = 𝑇 = 0         (𝑥1 = 0 , 𝑥1 = 𝑎) 

𝜎22 = 𝑢3 = 𝑢1 =  𝑇 = 0         (𝑥2 = 0, 𝑥2 = 𝑏) 

(2 ) 

𝜎13 = 𝜎23 = 𝜎33 = 0 ,    𝑇 = 𝑇𝑤(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)       (𝑥3 = 0) 

𝜎13 = 𝜎23 = 𝜎33 = 𝜕𝑇 𝜕𝑥3⁄ = 0                       (𝑥3 = ℎ) 
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𝑣ی هامتغیر  توان می  ورق = [𝑢1, 𝑢2, 𝜎33, 𝜎13, 𝜎23, 𝑢3, 𝑇, 𝑞]𝑇 در    را

 ( به صورت زیر بدست آورد:𝑥3راستای ضخامت )در راستای  

(9-a) 

𝜕𝑢1

𝜕𝑥3
=

1

𝐶44
𝜎13 −

𝜕𝑢3

𝜕𝑥1
 

(9-b ) 

𝜕𝑢2

𝜕𝑥3
=

1

𝐶44
𝜎23 −

𝜕𝑢3

𝜕𝑥2

 

(9-c) 

𝜕𝑢3

𝜕𝑥3
=

1

𝐶11
𝜎33 −

𝐶12

𝐶11

𝜕𝑢1

𝜕𝑥1
−

𝐶12

𝐶11

𝜕𝑢2

𝜕𝑥2
+

𝛽

𝐶11
𝑇 

(9-d ) 

𝜕𝜎33

𝜕𝑥3
= 𝜌

𝜕2𝑢3

𝜕𝑡2 −
𝜕𝜎13

𝜕𝑥1
−

𝜕𝜎23

𝜕𝑥2
 

(9-e) 

𝜕𝜎13

𝜕𝑥3
= [𝜌

𝜕2

𝜕𝑡2 − (𝐶11 −
𝐶12

2

𝐶11
)

𝜕2

𝜕𝑥1
2

− 𝐶44

𝜕2

𝜕𝑥2
2] 𝑢1− (𝐶44 + 𝐶12

−
𝐶12

2

𝐶11
)

𝜕2𝑢2

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
−

𝐶12

𝐶11

𝜕𝜎33

𝜕𝑥1

+ (1 −
𝐶12

𝐶11
) 𝛽

𝜕𝑇

𝜕𝑥1
 

(9-f ) 

𝜕𝜎23

𝜕𝑥3
= (−𝐶44 − 𝐶12 +

𝐶12
2

𝐶11
)

𝜕2𝑢1

𝜕𝑥1𝜕𝑥2

+ [𝜌
𝜕2

𝜕𝑡2 − (𝐶11 −
𝐶12

2

𝐶11
)

𝜕2

𝜕𝑥2
2

− 𝐶44

𝜕2

𝜕𝑥1
2] 𝑢1−

𝐶12

𝐶11

𝜕𝜎33

𝜕𝑥2

+ (1 −
𝐶12

𝐶11
) 𝛽

𝜕𝑇

𝜕𝑥2
 

 

با صرف آرامش ) همچنین  زمان  تغییرات  از  قرار دادن  𝜏0نظر کردن  و   )

 خواهیم داشت: (4)در رابطه  (5)رابطه 

(10 ) 

𝜕𝑞3

𝜕𝑥3
= −𝜌𝑐 [

𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ 𝛽 (

𝜕2𝑢1

𝜕𝑥1𝜕𝑡
+

𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2𝜕𝑡
+

𝜕2𝑢3

𝜕𝑥3𝜕𝑡
)]

−
𝜕𝑞1

𝜕𝑥1
−

𝜕𝑞2

𝜕𝑥2
 

 

 خواهیم داشت: (6) از رابطه 𝑞2و   𝑞1با قرار دادن مقادیر  
 

(11 ) 

𝜕

𝜕𝑥3

(𝑘
𝜕𝑇

𝜕𝑥3

) = 𝜌𝑐 (𝜏0

𝜕2𝑇

𝜕𝑡2
+

𝜕𝑇

𝜕𝑡
) − 𝑘 (

𝜕2𝑇

𝜕𝑥1
2 +

𝜕2𝑇

𝜕𝑥2
2)

+ 𝑇0 𝛽 (𝜏0 (
𝜕3𝑢1

𝜕𝑥1𝜕𝑡2
+

𝜕3𝑢2

𝜕𝑥2𝜕𝑡2

+
𝜕3𝑢3

𝜕𝑥3𝜕𝑡2
)

+ (
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥1𝜕𝑡
+

𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2𝜕𝑡
+

𝜕2𝑢3

𝜕𝑥3𝜕𝑡
)) 

 

 

 خواهیم داشت: (11) در رابطه ( c-9حال با قرار دادن رابطه )

 

(12 ) 

𝜕

𝜕𝑥3
(𝑘

𝜕𝑇

𝜕𝑥3
) = 𝜌𝑐 (𝜏0

𝜕2𝑇

𝜕𝑡2
+

𝜕𝑇

𝜕𝑡
)

− 𝑘 (
𝜕2𝑇

𝜕𝑥1
2 +

𝜕2𝑇

𝜕𝑥2
2)

+ 𝑇0 𝛽 [𝜏0 ((1

−
𝐶12

𝐶11
) (

𝜕3𝑢1

𝜕𝑥1𝜕𝑡2 +
𝜕3𝑢2

𝜕𝑥2𝜕𝑡2)

+
1

𝐶11

𝜕2𝜎33

𝜕𝑡2 +
𝛽

𝐶11

𝜕2𝑇

𝜕𝑡2
)

+ ((1 −
𝐶12

𝐶11
)(

𝜕2𝑢1

𝜕𝑥1𝜕𝑡

+
𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2𝜕𝑡
) +

1

𝐶11

𝜕𝜎33

𝜕𝑡

+
𝛽

𝐶11

𝜕𝑇

𝜕𝑡
)] 

 
 معادلات فضای حالت  -2-3

انتخاب  𝑣با  = [𝑢1, 𝑢1, 𝜎33, 𝜎13, 𝜎23, 𝑢3, 𝑇, 𝑞]𝑇   متغیرهای عنوان  به 

توان ترموالاستیک سه بعدی را  دست آمده میحالت و با استفاده از معادلات ب

 [: 18]  زیر بیان کرد 8×8با استفاده از روش فضای حالت به صورت ماتریس 

(13 ) 

𝜕

𝜕𝑥3
𝑣 = 𝑀𝑣 

 

تا     (9)ماتریس ضرایب فضای حالت است که از معادلات  Mکه در آن  

 :  آیددست میب   صورت زیر به (12)

M=      

 
0
0
0

𝜌(𝜕2 𝜕𝑡2⁄ ) − 𝐶2(𝜕
2 𝜕𝑥1

2⁄ ) − 𝐶4(𝜕
2 𝜕𝑥2

2⁄ )

−(𝐶3 + 𝐶4) 𝜕2 𝜕𝑥1𝜕𝑥2⁄

𝐶1(𝜕 𝜕𝑥1⁄ )

0
𝑇0𝛽(1 + 𝐶1)(𝜏0(𝜕

3 𝜕𝑥1𝜕𝑡2⁄ ) + (𝜕2 𝜕𝑥1𝜕𝑡⁄ ))

0
0
0

−(𝐶3 + 𝐶4) 𝜕2 𝜕𝑥1𝜕𝑥2⁄

𝜌(𝜕2 𝜕𝑡2⁄ ) − 𝐶4(𝜕
2 𝜕𝑥1

2⁄ ) − 𝐶2(𝜕
2 𝜕𝑥2

2⁄ )

𝐶1(𝜕 𝜕𝑥2⁄ )

0
𝑇0𝛽(1 + 𝐶1)(𝜏0(𝜕

3 𝜕𝑥2𝜕𝑡2⁄ ) + (𝜕2 𝜕𝑥2𝜕𝑡⁄ ))

 

0
0
0

𝐶1(𝜕 𝜕𝑥1⁄ )

𝐶1(𝜕 𝜕𝑥2⁄ )

𝐶5

0
𝑇0𝛽𝐶5(𝜏0(𝜕

2 𝜕𝑡2⁄ ) + (𝜕 𝜕𝑡⁄ ))

𝐶6

0
−(𝜕 𝜕𝑥1⁄ )

0
0
0
0
0

0
𝐶6

−(𝜕 𝜕𝑥2⁄ )

0
0
0
0
0

 

−(𝜕 𝜕𝑥1⁄ )

−(𝜕 𝜕𝑥2⁄ )

𝜌(𝜕2 𝜕𝑡2⁄ )

0
0
0
0
0

 

0
0
0
0
0

𝐶5𝛽
0

(𝜌𝑐 + 𝑇0𝛽
2𝐶5)(𝜏0(𝜕

2 𝜕𝑡2⁄ ) + (𝜕 𝜕𝑡⁄ )) − 𝑘((𝜕2 𝜕𝑥1
2⁄ ) + (𝜕2 𝜕𝑥2

2⁄ ))

0
0
0
0
0
0

1 𝑘⁄
0

 

 
 

 

رابطه   در  درج شده  مرزی  ارضای شرایط  منظور  معادلات    و حل  (2)به 

مقادیر  می  (11) 𝑣توان  = [𝑢1, 𝑢1, 𝜎33, 𝜎13, 𝜎23, 𝑢3, 𝑇, 𝑞]𝑇   سری با  را 

 فوریه به صورت زیر نوشت:
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𝑢1 = ∑ ∑ 𝑈𝑚𝑛(𝑥3, 𝑡) 𝑐𝑜𝑠

𝑚𝜋𝑥1

𝑎
𝑠𝑖𝑛

𝑛𝜋𝑥2

𝑏

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

 

 
𝑢2 = ∑ ∑ 𝑉𝑚𝑛(𝑥3, 𝑡) 𝑠𝑖𝑛

𝑚𝜋𝑥1

𝑎
𝑐𝑜𝑠

𝑛𝜋𝑥2

𝑏

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

 

 
𝜎33 = ∑ ∑ 𝑍𝑚𝑛(𝑥3, 𝑡) 𝑠𝑖𝑛

𝑚𝜋𝑥1

𝑎
𝑠𝑖𝑛

𝑛𝜋𝑥2

𝑏

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

 

 
𝜎13 = ∑ ∑ 𝑋𝑚𝑛(𝑥3, 𝑡) 𝑐𝑜𝑠

𝑚𝜋𝑥1

𝑎
𝑠𝑖𝑛

𝑛𝜋𝑥2

𝑏

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

 

 

 

(14 ) 

𝜎33 = ∑ ∑ 𝑌𝑚𝑛(𝑥3, 𝑡) 𝑠𝑖𝑛
𝑚𝜋𝑥1

𝑎
𝑐𝑜𝑠

𝑛𝜋𝑥2

𝑏

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

 

 
𝑢3 = ∑ ∑ 𝑊𝑚𝑛(𝑥3, 𝑡) 𝑠𝑖𝑛

𝑚𝜋𝑥1

𝑎
𝑠𝑖𝑛

𝑛𝜋𝑥2

𝑏

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

 

 
𝑇 = ∑ ∑ 𝛤𝑚𝑛(𝑥3, 𝑡) 𝑠𝑖𝑛

𝑚𝜋𝑥1

𝑎
𝑠𝑖𝑛

𝑛𝜋𝑥2

𝑏

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

 

 
𝑞 = ∑ ∑ 𝑄𝑚𝑛(𝑥3, 𝑡) 𝑠𝑖𝑛

𝑚𝜋𝑥1

𝑎
𝑠𝑖𝑛

𝑛𝜋𝑥2

𝑏

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

 

توابعی   𝑄mnو   𝑈𝑚𝑛  ،𝑉𝑚𝑛  ،𝑍mn  ،𝑋mn  ،𝑌mn  ،𝑊mn  ،𝛤mnکه در آن  

 هستند.  𝑡 و 𝑥3نامشخص از  

 شوند: متغیرهای بدون بعد به صورت زیر تعریف می

 

 

 

 

 

 

 

 (15) 

𝒙̅𝟏 = 𝒙𝟏 𝒂⁄ ,     𝒙̅𝟐 = 𝒙𝟐 𝒃⁄ ,   𝒙̅𝟑 = 𝒙𝟑 𝒉  ⁄  

(𝒖̅𝟏, 𝒖̅𝟐, 𝒖̅𝟑) = (𝒖𝟏, 𝒖𝟐, 𝒖𝟑) 𝒉⁄  ,   𝒕̅ =
𝒕𝜸𝒅

𝒉𝟐  

𝝉𝟎̅̅ ̅ =
𝝉𝟎𝜸𝒅

𝒉𝟐  

(𝝈𝟏𝟏̅̅ ̅̅ ̅, 𝝈𝟏𝟐̅̅ ̅̅ ̅, 𝝈𝟏𝟑̅̅ ̅̅ ̅, 𝝈𝟐𝟐̅̅ ̅̅ ̅ , 𝝈𝟐𝟑̅̅ ̅̅ ̅, 𝝈𝟑𝟑̅̅ ̅̅ ̅)
= (𝝈𝟏𝟏, 𝝈𝟏𝟐, 𝝈𝟏𝟑, 𝝈𝟐𝟐, 𝝈𝟐𝟑, 𝝈𝟑𝟑) 𝑪𝒅⁄  

( 𝑻̅, 𝑻𝒘
̅̅ ̅̅ ) = (𝑻, 𝑻𝒘)𝜶  , 𝑩̅ = 𝜷 𝜶𝒅𝑪𝒅⁄    

  𝒒̅ = 𝒒𝜶𝒅𝒉 𝒌𝒅  ,       𝒄̅ = 𝒄 𝒄𝒅 ⁄⁄  

𝒌̅ = 𝒌 𝒌𝒅⁄   ,   𝝆̅ = 𝝆 𝝆𝒅⁄   ,    𝜸𝒅 = 𝒌𝒅 𝝆𝒅𝒄𝒅⁄  
 

به منظور حل سیستم معادلات دینامیکی که در بخش قبل ارائه شد، از  

استفاده می تبدیل لاپلاس  تبدیل معادلات  روش  برای  واقع  در    و   (13)شود. 
ابتدا معادلات    از حوزه زمان  (2)  (13)را در معادلات    (14)به حوزه لاپلاس 

معادلات   با  و  داده  بی  (15)قرار  آن  میپارامترهای  آنبعد  از  سپس  ها  شود؛ 

ها نسبت به مکان  شود. بنابراین متغیرنسبت به زمان تبدیل لاپلاس گرفته می 

 به صورت زیر در خواهند آمد:

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(16) 

ⅆ

ⅆ𝑥̅3

[
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑈𝑚𝑛

∗ (𝑥3)

𝑉̅𝑚𝑛
∗ (𝑥3)

𝑍̅𝑚𝑛
∗ (𝑥3)

𝑋̅𝑚𝑛
∗ (𝑥3)

𝑌̅𝑚𝑛
∗ (𝑥3)

𝑊̅𝑚𝑛
∗ (𝑥3)

𝛤̅𝑚𝑛
∗ (𝑥3)

𝑄̅𝑚𝑛
∗ (𝑥3)]

 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 

0
0
0

𝑅41

𝑅51

𝑅61

0
𝑅81

  

0
0
0

𝑅42

𝑅52

𝑅62

0
𝑅82

  

0
0
0

𝑅43

𝑅53

𝑅63

0
𝑅83

  

𝑅14

0
𝑅34

0
0
0
0
0

  

0
𝑅25

𝑅35

0
0
0
0
0

  

𝑅16

𝑅26

𝑅36

0
0
0
0
0

  

0
0
0

𝑅47

𝑅57

𝑅67

0
𝑅87

  

0
0
0
0
0
0

𝑅78

0 ]
 
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑈𝑚𝑛

∗ (𝑥3)

𝑉̅𝑚𝑛
∗ (𝑥3)

𝑍̅𝑚𝑛
∗ (𝑥3)

𝑋̅𝑚𝑛
∗ (𝑥3)

𝑌̅𝑚𝑛
∗ (𝑥3)

𝑊̅𝑚𝑛
∗ (𝑥3)

𝛤̅𝑚𝑛
∗ (𝑥3)

𝑄̅𝑚𝑛
∗ (𝑥3)]

 
 
 
 
 
 
 
 

  

 

آن در  𝑠 که  نشان  ستاره  علامت  و  است  لاپلاس  تبدیل  پارامتر  دهنده 

 :  آیندبدست می لاپلاس توابع است. ضرایب ماتریس حالت به صورت زیر 

 

(17 ) 

𝑅14 = 𝐶6̅ , 𝑅16 = −𝜁 , 𝑅25 = 𝐶6̅  , 𝑅26 = −𝜂 , 

 𝑅34 = 𝜁 , 𝑅35 = 𝜂 , 𝑅36 = 𝜀2𝜌̅𝑠2 

𝑅41 = 𝜀2𝜌̅𝑠2 + 𝐶2̅𝜁
2 + 𝐶4̅𝜂

2   , 

 𝑅42 = (𝐶3̅ + 𝐶4̅)𝜁𝜂    ,     𝑅43 = 𝐶1̅𝜁      , 

 𝑅47 = (1 + 𝐶1
̅̅ ̅)𝛽̅𝜁   , 𝑅51 = (𝐶3

̅̅ ̅ + 𝐶4
̅̅ ̅)𝜁𝜂 , 

 𝑅52 = 𝜀2𝜌̅𝑠2 + 𝐶4̅𝜁
2 + 𝐶2̅𝜂

2 , 𝑅53 = 𝐶1̅𝜂 , 

 𝑅57 = (1 + 𝑐1̅)𝛽̅𝜂  ,   𝑅61 = −𝐶1̅𝜁 , 

 𝑅62 = 𝐶1̅𝜂  ,   𝑅63 = 𝐶5̅ , 𝑅67 = 𝐶5̅𝛽̅   

𝑅78 = 1 𝑘̅⁄ ,  𝑅81 = −(1 + 𝐶1̅)𝜀1𝛽𝜁(𝜏0𝑠
2 + 𝑠), 

 𝑅82 = −(1 + 𝐶1̅)𝜀1𝛽𝜂(𝜏0𝑠
2 + 𝑠) 

𝑅83 = 𝜀1𝛽𝐶5̅(𝜏0𝑠
2 + 𝑠)  , 

 𝑅87 = (𝜀1𝐶𝜂̅𝛽
2 + 𝜌𝐶̅̅ ̅)(𝜏0𝑠

2 + 𝑠) ± 𝑘(𝜁2 + 𝜂2) 

 

 که در آن 

𝜁 = 𝑚𝜋ℎ 𝑎⁄   ,   𝜂 = 𝑛𝜋ℎ 𝑏⁄    ,   𝐶1̅ = −𝐶12 𝐶11⁄    , 

 𝐶2̅ = (𝐶11 − (𝐶12
2 𝐶11⁄ )) 𝐶ⅆ⁄  

 𝐶3̅ = (𝐶12 − (𝐶12
2 𝐶11⁄ )) 𝐶ⅆ⁄   ,   𝐶4

̅̅ ̅ = 𝐶44 𝐶ⅆ⁄     

𝐶5̅ = 𝐶ⅆ 𝐶11⁄    , 𝐶6̅ = 𝐶ⅆ 𝐶44 ⁄   

𝜀1 = 𝑇0𝛼ⅆ
2𝐶ⅆ𝛾ⅆ 𝑘ⅆ⁄     ,   𝛽 = −(𝐶11 + 2𝐶12)𝛼   ,  

 𝜀2 = 𝜌ⅆ𝛾ⅆ
2 𝐶ⅆℎ2⁄  

 

به ترتیب مدول الاستیک، چگالی،   𝛼ⅆو   𝐶ⅆ  ،𝜌ⅆ  ،𝑘ⅆ  ،𝑐ⅆدر روابط فوق  

 رسانایی حرارتی، گرمای ویژه و ضریب انبساط حرارتی خطی هستند.



 زهرا دانشجو و همکاران                        شولمن –هدفمند: رویکردی مبتنی بر تئوری لرد   ترموالاستیک یک ورق   تأثیر تخلخل و ناهمگنی خواص بر پاسخ گذرا  

2674 

ت
زی

پو
ام

ی ک
ور

فنا
و 

م 
لو

 ع
یه

شر
ن

 

مواد ورق   تابعیپارامترهای خواص  هستند.     𝑥3تابع مختصات    هدفمند 

هستند؛    (16)معادلات   متغیر  ضرایب  با  دیفرانسیل  معادلات  از  سیستمی 

 [:17]بنابراین خواهیم داشت 
 

 

 

 

 

 

 

 

(18) 

𝒅

𝒅𝒙𝟑
𝒗 = 𝑹𝒗 =>   

𝒅𝒗

𝒗
= 𝑹𝒅𝒙𝟑   =>   

∫
𝟏

𝑽
𝒅𝒗

𝑽𝟐

𝒗𝟏

= ∫ 𝑹𝒅𝒙𝟑

𝒙𝟐

𝒙𝟏

=>  

𝒍𝒏 𝒗𝟐 − 𝒍𝒏𝒗𝟏 = 𝑹(𝒙𝟐 − 𝒙𝟏) =>  

𝒍𝒏 𝒗𝟐 𝒗𝟏⁄ = 𝑹𝒉𝒊  => 

 𝒗𝟐 𝒗𝟏⁄ = ⅇ𝑹𝒉𝒊   

=> 𝒗𝟐 = 𝒗𝟏ⅇ
𝑹𝒉𝒊 

فوق،   رابطه  در  لایه   ℎ𝑖که  هر  لاپلاس  ضخامت  معکوس  گرفتن  است. 

های تنش، جابجایی و دما دشوار است؛ بنابراین، باید  دست آوردن مؤلفهبرای ب

تبدیل   برای  پیچیده  وارونگی  فرمول  گرفت.  نظر  در  را  عددی  محاسبات 

 لاپلاس به صورت زیر داده شده است.

 

(19) 𝛥(𝑥3, 𝑡) =
1

2𝜋𝑖
∫ 𝛥(𝑥3, 𝑠)ⅇ

𝑠𝑡 ⅆ𝑠
𝜇+𝑖∞

𝜇−𝑖∞

 

 

یک عدد    𝜇باشد و  𝑣های ماتریس  تواند هر یک از کمیتمی  𝛥که در آن 

 .[26]دلخواه بزرگتر از یک است 

، معکوس لاپلاس توابع  1با استفاده از فرمول زیر برگرفته از روش دوربین 

 ها را برحسب زمان تعیین کرد.توان بدست آورد و مقادیر متغیررا می
 

 

 

 

(20) 

𝛥(𝑡)

=
2ⅇ𝜇𝑡

𝑇ⅆ

[
 
 
 
 
 1

2
𝑅(𝛥̅𝜇) + ∑(𝑅ⅇ [𝛥̅ (𝜇+𝑖𝑘

2𝜋

𝑇ⅆ
)] 𝑐𝑜𝑠 (𝑘𝑡

2𝜋

𝑇ⅆ
))

𝑁

𝑘=1

−𝐼𝑚 [𝛥̅ (𝜇+𝑖𝑘
2𝜋

𝑇ⅆ
)]    𝑠𝑖𝑛 (𝑘𝑡

2𝜋

𝑇0
)

]
 
 
 
 
 

 

 

آن   در  و   𝑁که  لاپلاس  دامنه  در  نمونه  و   𝜇تعداد  است  دلخواه  عددی 

بین   𝜇𝑇ⅆمقدار پیشنهادی   با  10تا    5برای دقت کافی  تا 50 بین   𝑁  است. 

𝑇ⅆو فاصله    5000 ≥ 2𝑡𝑚𝑎𝑥   حل معتبر است که در آن𝑡𝑚𝑎𝑥   زمانی است

 که نتایج تا آن زمان محاسبه شود. 

 
 انواع تخلخل -3-3

ورق   در  تخلخل  گرفتن  نظر  در  تابعیبا  و    هدفمند  مکانیکی، چگالی  خواص 

  کند. در این بخش چهار نوع تخلخل مطابق شکل خواص حرارتی آن تغییر می

 .[27] است شده  برای ورق در نظر گرفته 2

 

 
1 Durbin method 

 
 ( a-الف)

 
 ( b-ب)

 
 ( c-ج)

 
 (d-د)

 

Fig. 2  Types of Porosity: a) Symmetric Porosity, b) Soft non-
symmetric Porosity, c) Stiff non-symmetric Porosity and d) Uniform 

Porosity 
ج(    2شکل   نرم،  غیرمتقارن  تخلخل  ب(  متقارن،  تخلخل  الف(  تخلخل.  انواع 

 تخلخل غیرمتقارن سفت و د( تخلخل همسان
 

 ( پواسون  نسبت  تأثیر  اینکه  به  توجه  تغییر𝜈با  بر  سایر  (  از  کمتر  شکل 

 .[27] شودخواص است، در محاسبات این خاصیت ثابت فرض می 

𝑧برای هر توزیع تخلخل، مدول یانگ از طریق ضخامت بدون بعد )  ℎ⁄   )

 نحوه توزیع آن ارائه شده است.   3 کند که در شکلتغییر می

 

 
Fig. 3 Variation of Young’s modulus across the dimensionless 

thickness (𝑧 ℎ⁄ ) for different porosity distributions 
بعد    3شکل   بدون  ضخامت  طریق  از  یانگ  مدول  𝑧) تغییر  ℎ⁄  )  مختلف انواع  برای 

 تخلخل توزیع
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اساس همین  مواد  می  ،بر  خواص  تابعی توان  انواع    هدفمند  با  ورق  برای 

 توزیع تخلخل را بر اساس معادلات زیر تعریف کرد: 
 

 الف( توزیع متقارن 
 

 

 

 

(21) 

𝐸(𝑥3) = 𝐸𝑚𝑎𝑥 (1 − 𝑁0 sin (
𝜋𝑥3

ℎ
)) 

 

𝜌(𝑥3) = 𝜌𝑚𝑎𝑥 (1 − 𝑁𝑚 sin (
𝜋𝑥3

ℎ
)) 

 

 ب( توزیع غیرمتقارن نرم 

 
 

(22) 

𝑬(𝒙𝟑) = 𝑬𝒎𝒂𝒙 (𝟏 − 𝑵𝟎 𝒔𝒊𝒏 (
𝝅𝒙𝟑

𝟐𝒉
)) 

𝝆(𝒙𝟑) = 𝝆𝒎𝒂𝒙 (𝟏 − 𝑵𝒎 𝒔𝒊𝒏 (
𝝅𝒙𝟑

𝟐𝒉
)) 

 

 ( توزیع غیرمتقارن سفت پ

 
 
 

(23) 

𝑬(𝒙𝟑) = 𝑬𝒎𝒂𝒙 (𝟏 − 𝑵𝟎 𝒔𝒊𝒏 (
𝝅𝒙𝟑

𝟐𝒉
+

𝝅

𝟐
)) 

 

𝝆(𝒙𝟑) = 𝝆𝒎𝒂𝒙 (𝟏 − 𝑵𝒎 𝒔𝒊𝒏 (
𝝅𝒙𝟑

𝟐𝒉
+

𝝅

𝟐
)) 

 

 د( توزیع همسان 
 

 
(24) 

𝑬(𝒙𝟑) = 𝑬𝒎𝒂𝒙(𝟏 − 𝑵𝟎𝝀) 
 
𝝆(𝒙𝟑) = 𝝆𝒎𝒂𝒙(𝟏 − 𝑵𝒎𝝀) 

 

روابط   این  در  0که  < 𝑁0 < تخلخل،   1 ترتیب   𝑥3و   ℎ ضریب  به 

و   ورق  راستای ضخامت  در  مختصات  و  ورق  به   𝑁𝑚ضخامت  مربوط  ضریب 

   .چگالی است

 توان به صورت زیر بیان کرد:را می 𝑚𝑁و  𝑁0رابطه بین  

 

(25) 𝑵𝒎 = 𝟏 − √𝟏 − 𝑵𝟎 
 

 :[19] را به صورت زیر تعریف کرد 𝜆توان  و برای تخلخل همسان می

 
(26) 

𝜆 =
1

𝑁0

−
1

𝑁0

(1 −
2𝑁𝑚

𝜋
)

2

 

 

با    مواد هدفمند تابعی   از  با فرض اینکه یک ورق متخلخل مستطیل شکل

مخلوط سرامیک و فلز ساخته شده باشد و خواص مواد فقط در جهت    جنس

توان خواص مواد  کند، میضخامت به عنوان تابع تحلیلی قانون توان تغییر می

از   اعمال هر کدام  برای  و  تعریف کرد  زیر  به صورت  را   در راستای ضخامت 

 را در رابطه زیر ضرب کرد.( 24( تا )21) چهار نوع تخلخل باید روابط 

 
(27) 𝑃(𝑥̅3) = (𝑃0 − 𝑃1)(1 − 𝑥̅3)

𝑛 + 𝑃1 
 

بالا،   الاستیسیته هستند و   هایدهنده مدولنشان 𝑃1و   𝑃0که در رابطه 

𝑛 دهنده توزیع کسر  پارامتر غیر همگن مواد است که با مقادیر مختلف نشان

 .[17] حجمی مختلف در ضخامت است

 

 مثال عددی 4-

تابعی ورق   تشکیل  هدفمند  مواد  خواص  با    4V-6AI-Tiو    2ZrOدهنده  با 

 در نظر گرفته شده است.  1جدول  مکانیکی و حرارتی مطابق 

 
 [ 3] دهنده خواص مکانیکی و حرارتی مواد تشکیل 1جدول 

Table 1 Mechanical and Thermal Properties of Constituent Materials 

[3] 
 

به معادلات   استناد  مثال  شدندتر معرفی  که پیش  (2)و    (1)با  این  ، در 

که  شود  ، فرض میهدفمند تابعیعددی، برای نشان دادن پاسخ حرارتی ورق  

توزیع حرارتی  شوک  معرض  در  قرار  ورق  زیر  رابطه  مطابق  سینوسی  شده 

 گرفته است: 

(28) 𝑇̅𝑤(𝑥̅2, 𝑥̅2, 𝑡̅) = sin(ζ𝑥̅1) sin(𝜂𝑥̅2)𝐻(𝑡̅) 
 

آن در  هویساید  𝐻(𝑡̅)  ،که  معادلات   1تابع  در  شده،    (16)است.  فرض 

 شرایط زیر برقرار است:است که 

 
 

(29) 

𝒎 = 𝒏 = 𝟏    
𝑻̂∗ = 𝟏 𝒔⁄ ,                          𝑻𝟎 = 𝟑𝟎𝟎  𝑲        
𝒉 𝒂⁄ = 𝒉 𝒃⁄ = 𝟎. 𝟏 ,         𝜞̅𝒘 = 𝟎. 𝟑 

 

با استفاده از متلب کدنویسی    (16)برای تسهیل در فرآیند حل، معادلات  

به روش دوربین حل می و  تحلیل عددی،    شوند. شده  سازی  برای گسستهدر 

برابر با   Δt لایه در نظر گرفته شده است. گام زمانی  40در راستای ضخامت،  

گام  0.01 تعداد  و  زمانی  ثانیه  دامنه    ؛ باشدمی  100های  اززمانی  که    تحلیل 

𝑡 = 𝑡  تا   0 = را پوشش میث   1 پیشنهادی روش دوربین انیه  پارامتر    دهد. 

 (𝜇  )  در دامنه لاپلاس  ونهو تعداد نم   7برابر با   (𝑁  )  انتخاب شده    500برابر با

چنین، برای انواع تخلخل تأثیر تغییر ضریب تخلخل و تغییر پارامتر  هم  .است

 شود. غیرهمگن بر روی تنش نرمال، جابجایی عرضی و دما بررسی می

 نتایج و تفسیر آن 5-

بخش   این  پاسخبهدر  دقیق  تحلیل  ورقمنظور  مکانیکی  و  حرارتی    های 

تحت بارگذاری حرارتی، پارامتر زمان آرامش بدون بُعد مطابق   هدفمند تابعی 

لرد تئوری  با  -با  برابر  𝜏0) شولمن  = با    (0.02 ادامه،  در  گرفته شد.  نظر  در 

بازه گوناگون،  تخلخل  ضرایب  تخلخل،  الگوی  مختلف  نوع  چهار  های  بررسی 

)که نمایانگر توزیع کسر   𝑛 زمانی متنوع و مقادیر متفاوتی از پارامتر غیرهمگن

حجمی مواد در راستای ضخامت است(، تغییرات دما، جابجایی و تنش نرمال  

قرار گرفت.    در مرکز ورق، و  لبه ورق مورد مطالعه  در  برشی  تنش  همچنین 

تحلیل پاسخاین  بر  را  ناهمگنی  و  تخلخل  تأثیر  بررسی  امکان  گذرای  ها  های 

شده در  های رسمشایان ذکر است تمامی نمودار  .کنندمیترموالاستیک فراهم  

 این بخش براساس پارامترهای بدون بعد هستند. 

 
1 Heaviside 

Ti-6AI-4V 2ZrO 

𝜌2

= 4420𝐾𝑔 𝑚3⁄  

 𝐶11

= 157.1 𝐺𝑃𝑎 

𝜌1

= 5331𝐾𝑔 𝑚3⁄  

 𝐶11

= 203.3 𝐺𝑃𝑎 

𝑘2

= 7.50𝑊 𝑚𝐾⁄  

𝐶12

= 67.3𝐺𝑃𝑎   
𝑘1

= 2.09𝑊 𝑚𝐾⁄  

𝐶12

= 87.1𝐺𝑃𝑎 

𝑐2

= 537 𝐽 𝐾𝑔𝐾  ⁄  

𝐶44

= 44.9𝐺𝑃𝑎 

𝑐1

= 456.7 𝐽 𝐾𝑔𝐾⁄  

 𝐶44

= 58.1𝐺𝑃𝑎 

𝛼2

= 9.5 × 10−4 

 𝛼1

= 10 × 10−4 
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  تدا تحلیل ترموالاستیک برای حالت آمده، اب دستمنظور اعتبارسنجی نتایج ببه

ارائه نتایج  با  و  انجام  تخلخل  در  بدون  که    [18]  مرجعشده  گردید  مقایسه 

نتایج تأیید نمود. این مقایسه  ،تطابق مناسب این  ها نشان داد  صحت مدل را 

نه پیشنهادی  مدل  پیشکه  در  مناسبی  دقت  دارای  گذرای  تنها  رفتار  بینی 

ورق مکانیکی  و  تابعی حرارتی  کارایی   هدفمند  از  بلکه  است،  متخلخل 

  .باشدبرخوردار مینیز  های هدفمند  قبولی در طراحی و تحلیل سازهقابل

نتایج   مقایسه  بر  ]عددی  علاوه  مرجع  روش حلصحتبرای  [،  18با    ، سنجی 

ن با نتایج کد  آنتایج و شده   سازیشبیهنیز  آباکوس افزاربا استفاده از نرممدل 

. به دلیل تغییر خواص مکانیکی و حرارتی  گرفته استمتلب مورد مقایسه قرار  

برای هر زیرلایه خواص جداگانه  باید  در راستای ضخامت،   هدفمند تابعی ورق

و    شده از خواص فیلد جداگانه تعریف  برای هر کدام    منظوربدین    شود.تعریف  

سابروتین از  استفاده  برنامهUSDFLD   با  فورترن  زبان  به  شده  و  نوشته  ای 

افزار بتواند تحلیل ورق را با تغییر خواص در هر زیرلایه انجام دهد.  تا نرماست  

روند حل، ورق برای صحت تابعی    سنجی  با ضریب  هدفمند  متقارن  متخلخل 

بعد    0.2تخلخل   بدون  زمان    شده   گرفته  درنظرثانیه(    5.8)معادل    0.05در 

 اند.  در نظر گرفته شده بعداست. برای مقایسه نتایج، تمامی متغیرها با 

ترتیب    5و شکل    4در شکل   دما در راستای ضخامت  به  تغییرات  و  مقایسه 

افزار متلب و  در دو نرمضخامت    ی در راستا σ11تنش نرمال    راتییتغ  سهیمقا

است. شده  آورده  صحت  اباکوس  از  حاصل  نشاننتایج  تطابق  سنجی  دهنده 

 . کندافزار بوده و قابلیت اتکای مدل عددی را تأیید میخوبی بین دو نرم

 

 
Fig. 4 Comparison of temperature variations through the thickness in 

MATLAB and Abaqus 
 افزار متلب و اباکوس مقایسه تغییرات دما در راستای ضخامت در دو نرم 4شکل 

 

 
Fig. 5 Comparison of normal stress 𝜎11variations through the thickness 

in MATLAB and Abaqus 
  و متلب  افزارضخامت در دو نرم یدر راستا 𝜎11تنش نرمال   راتییتغ سهیمقا 5شکل 

 ساباکو

 انواع تخلخل -1-5

ورق   تحلیل  تابعیبرای  پارامتر    هدفمند  تغییر  و  متقارن  تخلخل  با  متخلخل 

تخلخل  𝑛)   غیرهمگن با  (، ضریب  𝑁0)   0.4برابر  = وسط  (  0.4 و ضخامت، 

𝑥3) ورق  =  شود.  در نظر گرفته می (0.5

تنشان  6  شکل دما  أدهنده  تغییرات  بر  همگن  غیر  پارامتر  افزایش  ثیر 

 نسبت به زمان در ورق متخلخل متقارن است.

تخلخل  در انواع  فلزی    ،تمامی  بیشتر  و  مواد  شدن  ن  آدن  ش غیرهمگن 

  .شودحرارت می   باعث انتقال سریعتر و بیشتر

 

 
Fig. 6 Temperature variation in the center point of the porous FGM 

plate 
 متخلخل هدفمند تابعیدما در نقطه مرکزی ورق  اتتغییر 6شکل 

 

شکل   می  6در  تعادل  مشاهده  به  رسیدن  و  زمان  افزایش  با  که  شود 

که هر چه مقدار پارامتر    ؛کندحرارتی در ورق مقدار جابجایی کاهش پیدا می

باشد  بیشتر  فلزی  غیرهمگن  است،  )صفحه  بیشتر  کاهش  این  باشد(  تر 

یابد و در  کاهش می 𝑛همچنین ماکزیمم مقدار جابجایی نیز با افزایش مقدار  

   دهد.زمان کمتری رخ می

 جابجایی در نقطه مرکزی ورق آورده شده است.  اتتغییر 7در شکل 

 

 
Fig. 7 Displacement variation in the center point of the porous FGM 
plate  

 متخلخل هدفمند تابعیجابجایی در نقطه مرکزی ورق  اتتغییر 7شکل 

 

تخلخل انواع  تمامی  شدن    ،در  فلزی  بیشتر  و  مواد  شدن  ن  آغیرهمگن 

 .دشوباعث کاهش جابجایی می

ارائه در    را  ، تغییرات دما و جابجایی 7و    6های  شکلدر  شده  نمودارهای 

دهند. در این نمودارها، نقاط اوج  نقطه مرکزی ورق نسبت به زمان نمایش می
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ها مشخص  و زمان وقوع بیشینه پاسخاند  وضوح قابل مشاهدهدما و جابجایی به

به نقطه  مشاهده می  7در شکل  است.  شده   شود که پس از رسیدن جابجایی 

اوج، روندی کاهشی در پاسخ ایجاد شده و پارامتر غیرهمگن بر زمان وقوع این  

  زمان   لحاظ  با  شولمن–رفتار اثرگذار است. علاوه بر این، استفاده از تئوری لرد

اعمال    پس  بلافاصله  بحرانی  گذرای  هایپاسخ  بر  را  تحلیل  تمرکز  آرامش، از 

 . پذیر ساخته استشوک حرارتی امکان

 
 تأثیر ضریب تخلخل -2-5

زمان  ضافزایش   در  تخلخل  اخت ثریب  کاهش  باعث  سطح  لاابت  در  دما  ف 

در حالی    ؛شودیتخلخل متقارن و تخلخل همسان م  بالایی و پایینی صفحه در 

افزایش   اختضکه  افزایش  باعث  تخلخل  غیرمتقارن  لاریب  تخلخل  در  دما  ف 

   .ف دما در تخلخل غیرمتقارن نرم نداردلااخت  بر یریأثت شود وسفت می 

آورده شده    8  دما در جهت ضخامت ورق متخلخل متقارن در شکل  اتتغییر

   است.
 

 
Fig. 8 Temperature variation through the thickness direction of the 
symmetric porous plate 

 متقارنخامت ورق متخلخل ضدما در جهت  اتتغییر 8شکل 

 

می  8شکل    در تخلخلمشاهده  ضریب  افزایش  که  افزایش    شود  باعث 

تماس   دما  انتقال حرارت می  سرعتسطح  به کاهش اختلاف  شود، که منجر 

اختلاف دما بین سطح بالا و پایین در حال کم شدن    و   گرددبین دو سطح می

کمتر   دما  اختلاف  باشد  داشته  بیشتری  تخلخل  هرچه صفحه  واقع  در  است. 

در    است. سفت  متقارن  غیر  متخلخل  ورق  ضخامت  جهت  در  دما  تغییرات 

 آورده شده است. 9 شکل

 
Fig. 9 Temperature variation through the thickness direction of the 
stiff non-symmetric porous plate 

 سفت  غیرمتقارنخامت ورق متخلخل ضدما در جهت  اتتغییر 9شکل 

 

شکل  می   9  در  نامتقارن   که  شودمشاهده  باعث  میتخلخل  توزیع  تواند 

و   بیشتر شود  مقاومت حرارتی  ) ایجاد  انتشار حرارت  یابد𝛾سرعت    ؛ ( کاهش 

که با افزایش ضریب تخلخل اختلاف دما بین سطح بالا  توان گفت  بنابراین می

تغییرات دما در جهت ضخامت    10و پایین در حال زیاد شدن است. در شکل  

 است.ورق متخلخل همسان آورده شده 

 
Fig. 10  Temperature variation through the thickness direction of the  

uniform  porous plate 
 همساندما در جهت ضخامت ورق متخلخل  اترییتغ 10شکل 

 

 

مشخص است که افزایش ضریب تخلخل در تخلخل همسان    10در شکل  

شود. افزایش ضریب  باعث کاهش اختلاف دما بین سطح بالا و پایین ورق می 

شود، که منجر  انتقال حرارت می  سرعتباعث افزایش سطح تماس و    تخلخل

 .گرددبه کاهش اختلاف دما بین دو سطح می

عر ض  افزایش جابجایی  کاهش  باعث  تخلخل  انواع  در  تخلخل  ی  ضریب 

ن در  آف  لااخت  ، یضکاهش جابجایی عر  وه بر لاع   در تخلخل متقارن  و  شودمی

نیز کم می پایین  و  بالا  تخلخل در ورق متخلخل    بی رض   شی افزا  .شودسطح 

افزا باعث  نرمال    شی متقارن   . ودش می  صفحه  خامتض   یتاراسدر   𝜎33تنش 

همس  بیر ض  ن یا   شیا زاف تخلخل  ا  ان در  کاهش  راس  نی باعث  در    ی تاتنش 

توجهی  مقدار قابل  ان کاهش در تخلخل همس  نی ا  زانیکه م  ود شمی  خامت ض

باعث    نرم  رمتقارنیتخلخل در ورق متخلخل با تخلخل غ  بضری  شی . افزااست

و در تخلخل غیر متقارن سفت باعث کاهش تنش به مقدار کمی  تنش  ش یافزا 

 شود.می

در راستای ضخامت ورق متخلخل   𝜎33تغییرات تنش نرمال    11در شکل  

 متقارن آورده شده است.

 

 
Fig. 11 Variation of normal stress σ33 through the thickness direction 
of the symmetric porous plate 

 متقارن ورق متخلخل  در راستای ضخامت 𝜎33    تنش نرمال اترییتغ 11شکل 
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شکل    می   11در  که  مشاهده  نرمال  مقدار  شود  افزایش   𝜎33تنش  با 

می  افزایش  حرارت  انتقال  افزایش  و  تخلخل  که  ضریب  جایی  و    حداکثر یابد 

 شود.دهد در راستای ضخامت عوض می رخ می این تنش

در راستای ضخامت ورق متخلخل   𝜎33تنش نرمال    اتتغییر  12در شکل  

 غیر متقارن سفت آورده شده است. 

 

 
Fig. 12 Variation of normal stress σ33 through the thickness direction 
of the stiff non-symmetric porous plate 

متقارن   غیر  ورق متخلخل   در راستای ضخامت 𝜎33  تنش نرمال   اترییتغ  12شکل  

 سفت 

 

شکل   می  12در  که  مشاهده  نرمال  مقدار  شود  افزایش   𝜎33تنش  با 

نیز در راستای    آن  حداکثرو مقدار  یابد  ، کاهش می 0.2ضریب تخلخل بیش از  

 شود. ضخامت کمی جابجا می

ضخامت ورق متخلخل    در راستای 𝜎33تنش نرمال    اتتغییر  13در شکل  

 آورده شده است.  غیر متقارن نرم

 

 
Fig. 13 Variation of normal stress σ33 through the thickness direction 

of the Soft non-symmetric porous plate 
متقارن    غیر ورق متخلخل در راستای ضخامت 𝜎33  تنش نرمال اترییتغ 13شکل 

 نرم

 

)به علت ثابت بودن تغییرات دما    شود که تنشمشاهده می  13در شکل  

تقریباً تخلخل(  ضریب  افزایش  به  تخلخل    نسبت  ضریب  افزایش  به  نسبت 

 کند.تغییری نمی

در راستای ضخامت ورق متخلخل   𝜎33تنش نرمال    اتتغییر  14در شکل  

 همسان آورده شده است. 
 

 

 
Fig. 14 Variation of normal stress σ33 through the thickness direction 

of the uniform porous plate 
 همسانضخامت ورق متخلخل  یدر راستا 𝜎33تنش نرمال   رییتغ  14شکل 

 

می  14شکل    در کهمشاهده  نرمال  مقدار    شود  افزایش   𝜎33تنش  با 

 یابد.ضریب تخلخل  و ایجاد تعادل حرارتی کاهش می

افزایش ضریب تخلخل در تخلخل متقارن و همسان به علت ایجاد تعادل  

باعث کاهش جابجایی عرضی می شود. در تخلخل غیر متقارن سفت  حرارتی 

به علت ساختار تخلخل   انتظار و کم شدن تعادل حرارتی جابجایی  بر خلاف 

یابد و در تخلخل غیرمتقارن نرم افزایش ضریب تخلخل با توجه به  کاهش می

 شود.اینکه تأثیری بر اختلاف دما ندارد باعث افزایش جابجایی می 

تنش   افزایش  باعث  متقارن  متخلخل  ورق  در  تخلخل  ضریب  افزایش 

شود. افزایش این ضریب در تخلخل  ، در راستای ضخامت صفحه می 𝜎11نرمال  

باعث کاهش این تنش در راستای ضخامت   غیرمتقارن نرم و تخلخل همسان 

افزایش  می بیشتر است.  این کاهش در تخلخل همسان بسیار  شود که میزان 

افزایش   باعث  سفت  غیرمتقارن  تخلخل  با  متخلخل  ورق  در  تخلخل  ضریب 

 شود.اختلاف تنش در سطح بالایی و پایینی ورق می

یابد، اما در حالت  افزایش می   𝜎23با افزایش ضریب تخلخل، تنش برشی 

تنش   این  کاهش  باعث  ضریب  این  افزایش  همسان  و  سفت  غیرمتقارن 

نرم  که  است    شود؛ شایان ذکر می تغییر ضریب تخلخل در حالت غیر متقارن 

 تأثیری بر تنش برشی ندارد. 

نتایج  خلاصه  2در جدول   از  دستهای  به صورت  آورده  شده  بندیحاصله 

 شده است. 

 
 بندی نتایج جمع  2جدول 

Table 2 Summary of Results 
 

 افزایش زمان  -
افزایش ضریب 

 تخلخل

افزایش 

پارامتر 

 غیرهمگن 

 تخلخل متقارن

 افزایش افزایش افزایش انتقال دما

𝑢3  کاهش  کاهش  کاهش 

𝜎33 افزایش ثابت __ _ 

𝜎23 افزایش ثابت ___ 

تخلخل 

غیرمتقارن 

 سفت 

 افزایش کاهش  افزایش انتقال دما

𝑢3  کاهش  کاهش  کاهش 

𝜎33  کاهش  کاهش __ _ 

𝜎23  کاهش  کاهش __ _ 
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تخلخل 

 غیرمتقارن نرم 

 افزایش افزایش افزایش انتقال دما

𝑢3  کاهش  کاهش  کاهش 

𝜎33  ثابت کاهش __ _ 

𝜎23  ثابت کاهش __ _ 

 تخلخل همسان 

 افزایش افزایش افزایش انتقال دما

𝑢3  کاهش  کاهش  کاهش 

𝜎33  کاهش  کاهش __ _ 

𝜎23  کاهش  کاهش __ _ 
 

 گیرینتیجه 6-

هدفمند   مستطیلی  ورق  یک  ترموالاستیک  دینامیکی  پاسخ  پژوهش،  این  در 

بهره با  زمان،  به  وابسته  حرارتی  شوک  تحت  لردمتخلخل  تئوری  از  -گیری 

روش از  استفاده  با  و  گرفت.  شولمن  قرار  بررسی  مورد  پیشرفته  عددی  های 

هدف اصلی، تحلیل اثر نوع و میزان تخلخل و همچنین پارامترهای غیرهمگن  

راستا،   این  در  بود.  گذرا  شرایط  در  تنش  و  جابجایی  دما،  توزیع  بر  مؤثر 

سهمدل وارونسازی  و  دوربین  از روش  استفاده  با  تبدیل  بعدی  عددی  سازی 

ورق رفتار  آن  کمک  به  و  شد  انجام  تابعی  لاپلاس  بارگذاری   هدفمند  تحت 

 . حرارتی با دقت بالایی تحلیل گردید

ب  نرم،  دستنتایج  غیرمتقارن  )متقارن،  تخلخل  نوع  که  داد  نشان  آمده 

غیرهمگن   پارامترهای  همراه  به  آن،  میزان  و  همسان(  و  سفت  غیرمتقارن 

قابل تأثیر  حجمی،  کسر  توزیع  با  پاسخمرتبط  بر  ترموالاستیک  توجهی  های 

ها تغییرات شدیدی از  های گذرا، دما، جابجایی و تنشویژه در حالتدارند. به

فیزیکی و هندسی ورق بود.    خواصها وابسته به  خود نشان دادند که شدت آن

داده با  نتایج  اعتبارسنجی  و  همچنین،  مرجع  مقالات  در  موجود  های 

دادشبیه نشان  را  قبولی  قابل  و  مناسب  تطابق  نیز  عددی  پایه.  سازی  ی  بر 

مییافته تحقیق،  این  بهینه  های  طراحی  که  گرفت  نتیجه  های  سازهتوان 

هدفمند متخلخل با کنترل دقیق بر پارامترهای تخلخل و توزیع کسر حجمی  

میامکان امر  این  است.  تنشپذیر  کاهش  به  منجر  و  تواند  حرارتی  های 

سازه پایداری  بهبود  آنمکانیکی،  مفید  عمر  افزایش  و  کاربردهای  ها  در  ها 

تواند به عنوان راهنمایی علمی  صنعتی شود. در مجموع، نتایج این مطالعه می

سامانه توسعه  در  طراحان  و  مهندسان  برای  کاربردی  پیشرفتهو  برپایه   های 
 .برداری قرار گیردمورد بهره مواد هدفمند تابعی
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