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    چکیده

 های تئوری  اساس  بر  و  بایوت  ۀ پروالاستیسیت  تئوری  گرفتن   نظر   در  با  پروالاستیک  مرکب   مستطیلی  هایورق  آزاد  ارتعاش  پژوهش،  این  در

 با   پروالاستیک  مرکب  مستطیلی  ورق  ارتعاشی  رفتار  بر  حاکم  معادلات.  است  گرفته  قرار  بررسی  مورد  شده   اصلاح  برشی  شکل  تغییر

 شکل   و  بعدبی   طبیعی  هایفرکانس   آوردن  دست  به  آن  حاصل  که  گرددمی  حل  متمتیکا  افزارنرم  کمک  به  و  گلرکین  حل  روش  از  استفاده 

 های تئوری   از  ورق  هایجابجایی   تقریب   جهت  مطالعه  این  در.  باشدمی  پروالاستیک  مرکب  مستطیلی  هایورق  برای  ارتعاشی  مودهای

  ها تئوری  این   در  که  است   شده   استفاده  بالا   مرتبه  تئوری  دو   و  پارابولیکی  هایپربولیکی،  مثلثاتی،  نمایی،  برشی   شکل   تغییر   یشده   اصلاح

 تئوری   از  پروالاستیک  مواد  بر  حاکم  روابط  توصیف  برای  همچنین.  است  گردیده   لحاظ  عرضی  برشی  شکل  تغییر  و  دورانی  اینرسی  تأثیر

  رو   این  از  و  نداشته  را  کلاسیک  هایتئوری  نواقص  مطالعه  این  در  شده   استفاده   هایتئوری.  است  شده   گرفته  بهره   بایوت  یپروالاستیسیته

  تغییر   هایتئوری  اساس  بر  پروالاستیسیته  تئوری  از  استفاده   حاضر،  پژوهش  نوآوری.  گرددمی  دینامیکی  و  استاتیکی  هایپاسخ  بهبود   سبب

 و  غیریکنواخت  نامتقارن  غیریکنواخت،  متقارن  حالت  سه.  باشدمی  گلرکین  روش  به  حاکم  معادلات  حل  و  شده   اصلاح  برشی  شکل

.  است شده استفاده  پروالاستیسیته  تئوری از ،هاحفره  درون سیال  رفتار بررسی برای و  شده  گرفته نظر در تخلخل مدلسازی برای  یکنواخت

 بررسی   عرض  به   طول  نسبت  و  اسکمپتون  ضریب  بایوت،  مؤثر  تنش  ضریب  تخلخل،  ضریب  جمله  از  مختلف  پارامترهای  تأثیر  همچنین

 به  نتایج  و  شده   مقایسه  مراجع  در  موجود  نتایج  با  عددی  نتایج  پژوهش،  این  در  رفته  کار  به  روش   درستی  و  دقت  بررسی  برای.  است  شده 

 .است شده  ارائه  جدول و شکل صورت
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Abstract 

In this research, the free vibration of poroelastic composite rectangular plates has been investigated 

considering Biot's theory of poroelasticity and based on modified shear deformation theories. The 

governing equations of the vibration behavior of poroelastic composite rectangular plate are solved using 
the Galerkin method and with the help of Mathematica software, which results in obtaining dimensionless 

natural frequencies and the shape of vibration modes for poroelastic composite rectangular plates. In this 

study, modified theories of exponential, trigonometric, hyperbolic, parabolic and two high-order shear 
deformation theories have been used to approximate plate displacements, in which the effect of rotational 

inertia and transverse shear deformation have been considered. Biot's theory of poroelasticity has also 

been used to describe the relations governing poroelastic materials. The theories used in this study do not 

have the shortcomings of classical theories, and hence improve the static and dynamic responses. The 

innovation of the current study is the use of the theory of poroelasticity based on the theory of modified 

shear deformation and the solution of the governing equations using the Galerkin method. Three non-
uniform symmetric, non-uniform asymmetric and uniform distributions are considered for porosity 

modeling and poroelasticity theory is used to investigate fluid behavior inside cavities. Also, the 

influences of different parameters including porosity coefficient, Biot’s effective stress coefficient, 
Skempton coefficient and length-to-width ratio have been investigated. To check the accuracy of the 

method used in this research, the numerical results were compared with the results in the references and 

the results were presented in the form of figures and tables. 
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 مقدمه  1- 

.  است  شده  پر  مایع  یک  توسط  که  منافذی  حاوی  است  ایماده  ،متخلخل  ماده

  و  ترکیب   از  مواد  که   شوندمی  پر  سیال  با  ها تخلخل  ،پروالاستیک  ماده  در

  های نمونه.  گرددمی  تشکیل  پرکننده  سیال  و  متخلخل   ماده  یک  اندرکنش 

  ماده   اصلی  قسمت.  دارد  وجود  صنایع  و  طبیعت  در  متخلخل  مواد  برای  زیادی

  ویژگی  ، تخلخل. است جامد  معمولاا  و  شودمی نامیده  قاب یا  ماتریس  متخلخل، 

  هدایت   و  کششی  استحکام   نفوذپذیری، .  است  متخلخل   ماده   یک   اصلی

  سیال   فشار  اگر.  دارد  بستگی  منافذ  درون  سیال  و  ماتریس  خواص  به  الکتریکی

  به   پلیمری  یا  فلزی   فوم.  نامندمی  فوم  را   متخلخل   ساختار   باشد،   صفر   منافذ  در

  از   بسیاری   در  گسترده  طور   به   متخلخل   هایسازه.  دارد  بستگی  ماتریس  جنس

 .شوندمی استفاده غیره و عمران  دریایی، هوافضا،: مانند صنایع 

  در   مداوم   طوربه  مکانیکی  خواص   ها آن  در   که  مدرج   تابعی   مواد  معرفی  با 

  خود   به  را  زیادی  توجه 1مدرج   تابعی  متخلخل  مواد  کند،می  تغییر  ساختار

  ، هاآن  تخلخل   که  هستند  موادی   مدرج،  تابعی  متخلخل   مواد.  اندکرده  جلب 

  تخلخل   در  تنوع  با  پایه  مواد  در  منافذ.  کندمی  تغییر  هاآن  حجم  در  تدریجبه

  اندازه   یا  چگالی  در  تغییر  دلیل  به  است  ممکن  تخلخل  تغییر.  اندشده  توزیع

  توانند میمدرج    تابعی  متخلخل  مواد  سلولی،  ساختار  اساس  بر.  باشد  منافذ

  هم   به   منافذ   باز،  سلول  ساختارهای   در .  باشند  بسته   یا  باز   سلول  ساختارهای 

  ماده  توسط  سلول  هر   بسته،  سلول   ساختارهای  در   که   حالی   در.  هستند  مرتبط

  مطلوبی   خواص  تواند می  تخلخل  تدریجی  تغییر.  است  شده   جدا   و  محصور  پایه 

  بامبو   از  عبارتند  طبیعیمدرج    تابعی  متخلخل   مواد  از  هایینمونه.  کند  ایجاد  را

  استخوان   ،[1]  آن   مقطع   سطح   در  شعاعی  جهت   امتداد   در   متغیر  چگالی   با 

  شاخ  و [  3]  موز   پوست   ، [2]  مانند  اسفنج   سلولی   ساختار   با   انسان   اسفنجی

  های ایمپلنت  مانند   مصنوعی،مدرج    تابعی   متخلخل  مواد.  غیره  و[  4]  گوزن 

  های دستگاه  فیلتراسیون،  مواد  ،[6]  بالشتکی  مواد   ،[4،5]  پزشکی  زیست 

  استفاده   روزمره  زندگی  و  صنایع   در  گسترده  طور  به  که   غیره   و  [7]  دارورسانی

-8ها صورت گرفته است ]ورقهای مختلفی بر روی ارتعاش  پژوهش.  شوندمی

  در  را  متخلخل  ساختارهای  رفتار  که  است  پیشگامانی  از  یکی  بایوت[.  10

-تنش  رابطه   بار  اولین  برای  بایوت   واقع،  در.  است  کرده  مطالعه  اشباع  شرایط

  اندازه   هایروش  [11]  ویلیس  و  بایوت.  کرد  استخراج  را  ساختارها   این  کرنش

  جامد   یک  شکل  تغییر  تئوری  اساس  بر   الاستیک  ضرایب  تعیین  برای  را  گیری

  همچنین  ها آن.  کردند  مطالعه   تراکم   قابل   سیال  یک   حاوی  متخلخل   الاستیک

  و   منسوتی.  کردند  بحث  مختلف  اشکال  در  ضرایب  فیزیکی  تفسیر  مورد  در

  صفحه   از  استفاده  با  را   نیوتنی  غیر  سیالات  از  ثابتی  جریانهای [  12]  همکاران

  مسئله  همتای  جریان  مطالعه،   این   در.  کرد  ارائه  تزریق   یا  مکش   با   متخلخل

. است  نیوتنی  غیر   سیال  هایمدل  چارچوب   در مجانبی،  مکش   کلاسیک 

  نیز   و   منظم،   اغتشاش  رویکرد  یک   هایحل  راه  با   عددی   های حل  راه   همچنین

  نظریه   و  بایوت  نظریه  تطبیقی  مطالعه.  شدند  مقایسه  منفرد  اغتشاش  یک

[ 13]  دیبلز  و  شانز  مقاله  در  موج   انتشار  مسئله  برای  متخلخل  محیط  خطی

  مدور   ورق  حرارتی  کمانش  تحلیل  و  تجزیه [  14]  همکاران  و  جوبانه.  شد  ارائه

  محرک -حسگر   های تکه  با  شده  احاطه   متخلخل   مواد  از  شده   ساخته   جامد 

  او  تحقیق  اصلی  فرض .  داد  قرار  مطالعه   مورد   خود   تحقیقات   در   را   پیزوالکتریک 

  اثرات .  است  متفاوت   ، ضخامت  به  توجه  با   متخلخل   مواد   خواص   که   بود  این 

  حرارتی  پایداری   بر  متخلخل  ورق   پیزوالکتریک  ضخامت  و  تخلخل   ضخامت،

  ارتعاش   های ویژگی.  گرفت  قرار   مطالعه  و  بررسی   مورد  تحقیق   این  در  ورق

 
1 FGPM 

  تحت   متخلخل  مواد   از   شده  ساخته   ردی   مدرج   تابعی  تیرهای   ترمومکانیکی

  قرار   بررسی  مورد[  15]  جعفری  و  ابراهیمی   توسط  مختلف  حرارتی  بارهای

  توزیع   توان،  قانون   شارهای  مانند  مهم   پارامتر   چندین   تأثیر  آنها .  گرفت

 تیرهای  طبیعی  هایفرکانس  بر  حرارتی  اثرات  و  تخلخل،  حجمی  کسر  تخلخل،

[ 16]  همکاران   و   لکلر.  دادند  قرار   بحث  مورد  را  دما  به  وابسته  مدرج   تابعی 

  دو  توسط  که  کردند  ارائه   را  شده  اشباع  مستطیلی  متخلخل   ورق  یک  ارتعاشات 

  نسبی   حرکت   و   انحراف  مکانی   و  زمانی  مشتقات   شامل   شده  جفت   معادله 

  دینامیکی  پایداری[  17]  مگنوکی  و  دبوسکی .  است  شده  توصیف  جامد-سیال

  مستطیلی  ورق   رفتار   روی  بر   مطالعه   منظور   به  را   متخلخل  مستطیلی  ورق   یک 

  لایه   چند  یا  ساندویچی  صفحات  یافتهتعمیم  که)  محوری  فشرده  متخلخل

  برای  تحلیلی  حل   راه   یک [  18]  همکاران  و   جباری.  کردند  بررسی(  است 

  مواد   از  شده  ساخته  نازک  ای  دایره  مدرج  تابعی  صفحات  کمانش  تحلیل

  بر   عرضی   مغناطیسی   میدان   در  شده  اشباع   نرم   -متخلخل  فرومغناطیسی

  و  تجزیه[  19]  همکاران  و  جباری.  کردند  ارائه 2کلاسیک   ورق  تئوری  اساس

  مواد  از  شده  ساخته   مدرج  تابعی   نازک  ایدایره  ورق   حرارتی  کمانش   تحلیل

  راه   از  استفاده  با  و 3کیرشهف -لاو  تئوری  مفهوم  اساس  بر  را  اشباع  متخلخل

  ورق   تئوری  اساس  بر[  20]  خورشیدوند  و  فیضی.  کردند  بررسی  تحلیلی  حل

  مدور  هایورق  کمانش-پس  محوری  متقارن   رفتار  شوتینگ،  روش  و  کلاسیک

  بر   تحلیلی  حل   یک[  21]  سعیدی  و   رضایی.  کردند  ارائه  را   اشباع   متخلخل

  بر   شده   جفت  جامد-سیال   شکل  تغییر  تأثیر  برای  ناویر   روش   اساس 

  صفحه   تئوری  اساس   بر   شده  اشباع   متخلخل   هایورق  طبیعی  هایفرکانس

  ورق   ارتعاش  و  انحراف  تحلیل  برای  تحلیلی  حل  راه .  کردند  ارائه   میندلین

  و   ابراهیمی  توسط  بالا   مرتبه  برشی  پذیر شکل  تغییر  ترکیبی  مدرج   متخلخل

  بر   تخلخل  و  منافذ  فشار  اثرات[  23]  همکاران  و  پناه.  شد  ارائه[  22]  حبیبی

  شده   اشباع   متخلخل   ای   دایره   صفحات  حرارتی  کمانشی-پس  و   خمشی   رفتار 

مربع    روش  از   استفاده  با  وکیرشهف  -لاو  تئوری   اساس  بر  را   مدرج   تابعی

  تحلیلی   حل  راه   یک [  24]  همکاران  و  مجاهدین.  کردند  بررسی 4دیفرانسیل 

  متخلخل  مواد  از  شده  ساخته  مدرج  تابعی  مدور   هایورق  کمانش  تحلیل  برای

  همکاران   و  پناه.  کرد  ارائه  بالا  مرتبه  برشی   شکل   تغییر  تئوری  اساس  بر   اشباع

  متخلخل  ای  دایره مدرج  تابعی هایورق محوری متقارن  خطی  غیر رفتار[ 25]

  ورق  کلاسیک  تئوری  اساس  بر   مکانیکی-حرارتی بارگذاری  تحت  را  شده  اشباع 

  رافسون -نیوتن   تکراری   الگوریتم  با   ارتباط  در مربع دیفرانسیل    از   استفاده   با  و

  الاستیک   پایداری  بر  را   تخلخل   تأثیرات[  26]  ران همکا  و   بابایی.  کرد  بررسی

  اساس  بر  اشباع   مدرج   متخلخل  مواد  از   شده  ساخته   حلقوی   ایپوسته  قطعات

  قرار   مطالعه  مورد  تحلیلی  روش  از  استفاده  با  و  کلاسیک  نازک  پوسته  تئوری

  ورق   مکانیکی  کمانش   برای   تحلیلی  حل  یک  همکاران   و  جباری .  دادند

[ 27]  ک پیزوالکتری  هایمحرک  با   مدرج  تابعی   شده  اشباع  متخلخل  مستطیلی

  میدان   تحت   مدرج   تابعی  اشباع   متخلخل  مستطیلی  ورق  مکانیکی  کمانش   و

  برای   دقیق  حل   راه.  کردند  ارائه  ورق  کلاسیک  تئوری   اساس  بر [  28]  دمایی

  اساس   بر  متخلخل  مواد  از  شده ساخته  ضخیم  مستطیلی  هایورق  آزاد  ارتعاش

  ارائه[  29]  سعیدی  و  رضایی  توسط  ردی  سوم  مرتبه  برشی  شکل  تغییر  تئوری

  الاستیک  کمانش  برای  تحلیلی  حل  یک[  30]  همکاران  و  راد.  است  شده

  ارائه   برشی  شکل  تغییر  هایتئوری  اساس  بر  سیال  نفوذ  با  متخلخل  هایورق

 
2 CLPT 
3 Love-Kirchhoff 
4 GDQM 
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  ای استوانه  هایپانل  آزاد   ارتعاش  آنالیز[  31]  همکاران  و  اکبری.  کردند

  تغییر  تئوری  اساس   بر   اشباع   مدرج   تابعی  متخلخل   هسته   با   ضخیم  ساندویچی 

.  کردند بررسی مربع دیفرانسیل روش  از استفاده با   را  1سوم  مرتبه برشی شکل

  یک   دینامیکی  تحلیل  و  تجزیه  مورد  در  تحقیقی[  32]  همکاران  و  بابایی

  بر   اشباع  متخلخل  مواد  از  شده  ساخته  مدرج  تابعی   دوار  ضخیم  بریده  مخروط

  انجام   محدود  اجزای   روش   طریق   از  دوبعدی   محوری   متقارن  کشش   اساس 

  تابعی  حلقوی   بیضوی  ورق   یک  آزاد  ارتعاش   تحلیل  و  استاتیکی  پاسخ .  دادند

  سه   محدود  المان   روش   اساس   بر  اشباع  متخلخل   مواد  از  شدهساخته  مدرج

  با   همکاران   و  خورشیدی .  شد  ارائه [  33]  همکاران   و  بابایی   توسط  بعدی 

  ها نانوورق  ارتعاشی  رفتار  شدهاصلاح  برشی   شکل   تغییر  هایتئوری  از  استفاده

  پژوهش  در . کردند بررسی  را  پیزوالکتریک  مرکب [ 35] هاییکروورقام و[ 34]

  تاثیر   تحت  پروالاستیک  مرکب   مستطیلی  های ورق  آزاد  ارتعاش   حاضر

  به   با  پارامترها  سایر  و  تخلخل  ضریب  سیال،  اثر  تخلخل،  مختلف  هایحالت

.  است  گرفته   قرار   بررسی   مورد   شده   اصلاح  برشی  شکل   تغییر   تئوری  کارگیری 

  های تئوری  اساس   بر   پروالاستیسیته  تئوری  از   استفاده   حاضر،   پژوهش   نوآوری

  گلرکین   روش   به   حاکم   معادلات   حل   و  شده   اصلاح   برشی  شکل  تغییر

  یکنواخت   و   غیریکنواخت  نامتقارن   غیریکنواخت،  متقارن   حالت  سه .  باشدمی

  درون   سیال  رفتار  بررسی  برای  و  شده  گرفته  نظر  در  تخلخل  مدلسازی  برای

 تأثیر  همچنین .  است  شده   استفاده  پروالاستیسیته  تئوری   از  ها حفره

  ضریب   بایوت،   مؤثر  تنش   ضریب  تخلخل،  ضریب  جمله   از  مختلف  پارامترهای 

 .است شده  بررسی   عرض به  طول نسبت و 2اسکمپتون 

 ساختاری  روابط 2-

  ضخامت   و  b  عرض  ،a  طول  به  پروالاستیک  مرکب  مستطیلی  ورق  1  شکل  در

h   های مؤلفه  با   کارتزین   مختصات   دستگاه  چنینهم.  است  شده   داده  نشان  x ،  

y و z است  یافته  استقرار  ورق میانی یلایه  روی بر . 

 

Fig. 1 Poroelastic rectangular plate 

 پروالاستیک  مستطیلی ورق 1شکل 

 
 شده اصلاح برشی شکل تغییر تئوری  اساس بر جابجایی میدان 1-2-

  زیر   صورت   به   شده   اصلاح   برشی   شکل  تغییر   هایتئوری  در   جابجایی  میدان 

 : شودمی تعریف 

(1-a) 
𝑢1(𝑥,𝑦,𝑧,𝑡) = 𝑢(𝑥,𝑦,𝑡) − 𝑧

𝜕𝑤(𝑥,𝑦,𝑡)

𝜕𝑥
+ 𝑓(𝑧)𝜉(𝑥,𝑦,𝑡) 

 
1 TSDT 
2 Skempton 

(1-b ) 

𝑢2(𝑥,𝑦,𝑧,𝑡) = 𝑣(𝑥,𝑦,𝑡) − 𝑧
𝜕𝑤(𝑥,𝑦,𝑡)

𝜕𝑦
+ 𝑓(𝑧)𝜓(𝑥,𝑦,𝑡) 

(1-c) 𝑢3(𝑥,𝑦,𝑧,𝑡) = 𝑤(𝑥,𝑦,𝑡) 
 

 w(x,y,t)و   u(x,y,t)  ،v(x,y,t)های  مؤلفه  1  یرابطه  در  که

  های اینرسی ψو   ξ  چنینهم  و  بوده  z  و  x،  y  راستای  در   ورق  های جابجایی

تئوری  . باشندمی  y  و   x  محورهای  حول  دورانی برشی  برای  تغییر شکل  های 

 شده داریم:اصلاح

(2-a) 𝑓(𝑧) = 𝑧 𝑒−2(
𝑧

ℎ
)2

 :نمایی  

(2-b ) 
𝑓(𝑧) =

ℎ

𝜋
𝑆𝑖𝑛(

𝜋𝑧

ℎ
 :مثلثاتی  (

(2-c) 
𝑓(𝑧) = ℎ 𝑆𝑖𝑛ℎ (

𝑧

ℎ
) − 𝑧 𝐶𝑜𝑠ℎ(

1

2
 :هایپربولیکی (

(2-d ) 
𝑓(𝑧) = 𝑧(

5

4
−

5𝑧2

3ℎ2) پارابولیکی: 

(2-e) 
𝑓(𝑧) = 𝑧(

3

ℎ
−

4𝑧4

ℎ3 1:مرتبه بالا  (  

(2-f ) 
𝑓(𝑧) = 𝑧(

1

ℎ
−

2𝑧2

ℎ3
+

8𝑧4

5ℎ5
2:مرتبه بالا  (  

 کرنش  روابط 2-2-

  گرفتن   نظر   در  با   جابجایی  -کرنش  روابط   خطی،  کرنش  گرفتن  نظر  در  با

 :شودمی حاصل  زیر صورت  به   شده اصلاح برشی شکل تغییر تئوری

 

(3-a) 
𝜀𝑥𝑥 =

𝜕𝑢(𝑥,𝑦,𝑡)

𝜕𝑥
− 𝑧

𝜕2𝑤(𝑥,𝑦,𝑡)

𝜕𝑥2
+ 𝑓(𝑧)

𝜕𝜁(𝑥,𝑦,𝑡)

𝜕𝑥
 

(3-b ) 
𝜀𝑦𝑦 =

𝜕𝑢(𝑥,𝑦,𝑡)

𝜕𝑦
− 𝑧

𝜕2𝑤(𝑥,𝑦,𝑡)

𝜕𝑦2
+ 𝑓(𝑧)

𝜕𝜓(𝑥,𝑦,𝑡)

𝜕𝑥
 

(3-c) 

𝜀𝑥𝑦 =
1

2
(
𝜕𝑢(𝑥,𝑦,𝑡)

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣(𝑥,𝑦,𝑡)

𝜕𝑥
) − 𝑧

𝜕2𝑤(𝑥,𝑦,𝑡)

𝜕𝑥𝜕𝑦

+
1

2
𝑓(𝑧)(

𝜕𝜁(𝑥,𝑦,𝑡)

𝜕𝑦
+

𝜕𝜓(𝑥,𝑦,𝑡)

𝜕𝑥
) 

(3-d ) 
𝜀𝑥𝑧 =

1

2
𝜁(𝑥,𝑦,𝑡)

𝑑𝑓(𝑧)

𝑑𝑧
 

(3-e) 
𝜀𝑦𝑧 =

1

2
𝜓(𝑥,𝑦,𝑡)

𝑑𝑓(𝑧)

𝑑𝑧
 

(3-f ) 𝜀𝑥𝑧 = 0 
 

 پروالاستیک مرکب ورق ساختاری معادلات 3-2-

پروالاستیک  ورق  یک   برای   به  را  تنش  ساختاری   معادلات   توانمی  مرکب 

 : نمود  تعریف زیر صورت

(4 ) 𝜎𝑖𝑗 = 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝜀𝑘𝑙 − 𝑃𝛼𝛿𝑖𝑗 

  ساختاری  ضرایب  و  تنش   ترتیب  به 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙و   𝜎𝑖𝑗رابطه    این  در  که

برای    که  طوری  به  است،  منفذی  سیال  فشار 𝑃که    است  ذکر  به  لازم.  باشندمی

𝑃 =   تبدیل (  تخلیه  شرایط  همان  یا )   هوک   کلاسیک  قانون  به 3بایوت   قانون  0

  کرونکر   دلتای  و 4بایوت   مؤثر  تنش  ضریب  ترتیب  به 𝛿𝑖𝑗و   𝛼  .شودمی

  در   متخلخل  مواد  مقاومت  و  ساختاری  رفتار  بر  را  تخلخل  تأثیر 𝛼  .باشندمی

  فشار .  کندمی  تغییر  1  و  0  ین ب   آن   مقدار  که   دهد می  نشان   داخلی  سیال  غیاب

 کرد:  تعریف زیر  صورت  به توان می را 𝑃منفذی  

 
3 Biot’s Law 
4 Biot’s Coefficient 
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(5 ) 𝑃 = 𝑀(𝜉 − 𝛼𝜀𝑘𝑘) 

 که در آن 

(6 ) 
𝜈𝑢 =

𝜈 + 𝛼𝐵(1 − 2𝜈)/3

1 − 𝛼𝐵(1 − 2𝜈)/3
 , 𝑀 =

2𝐺(𝜈𝑢 − 𝜈)

𝛼2(1 − 2𝜈𝑢)(1 − 2𝜈)
 

  عنوان   به  که   بایوت   مدول 𝑀مایع،    حجم  مقدار  تغییر 𝜉فوق    روابط  در

  خاصیت  بیانگر  که  اسکمپتون  ضریب 𝐵شده،    تعریف   سیال  مقدار  افزایش 

  برابر   آن  مقدار   که  است  نشده تخلیه  پواسون  نسبت 𝜈𝑢و    است   منفذی  سیال

𝜈با    است  < 𝜈𝑢 <   اسکمپتون   ضریب   و  نشدهتخلیه  پواسون   نسبت  مقادیر .  0.5

  پارامتر   یک  ویژه  طور   به  𝐵ضریب  .  دارد  بستگی  منفذی  سیال  پذیری  تراکم   به 

  کلی   پاسخ  بر  ها حفره  درون   سیال   تأثیر  شامل   که  دهد می  نشان  را   بعد   بدون 

𝜉)   نشده  تخلیه  شرایط  در  متخلخل  ماده  یک =   نسبت   عنوان  به   و  است(  0

 تأثیر  ،𝛼بایوت   ضریب.  شودمی  توصیف  کلی  حجمی  تنش  به  حفره   فشار

  منافذ   در  شده  ایجاد   هایتنش  تأثیر  چنینهم  و   ساختاری  رفتار   بر  تخلخل 

𝜉)   دهد می  نشان  را  نشده تخلیه  شرایط  در  پروالاستیک   مواد =   عبارت (.  0

 (1 − 𝛼𝐵  )نشدهتخلیه  حجمی  مدول  و  شدهتخلیه  حجمی  مدول  بین  رابطه  

و    ماکروسکوپی  شکل  تغییر  و  منفذی  سیال  اثرات  بین   شدگیجفت 𝛼𝐵  ؛است

𝜀𝑘𝑘  شرایط   برای  توان می  را  کرنش  -تنش  معادلات.  است  حجمی  کرنش  

𝜉)   نشدهتخلیه =  .آورد دست به   7 روابط صورت  به( 0

(7-a) 𝜎𝑥𝑥 = 𝐶̃11𝜀𝑥𝑥 + 𝐶̃12𝜀𝑦𝑦 − 𝑀𝛼2𝜀𝑥𝑥 
(7-b ) 𝜎𝑦𝑦 = 𝐶̃21𝜀𝑥𝑥 + 𝐶̃22𝜀𝑦𝑦 − 𝑀𝛼2𝜀𝑦𝑦 
(7-c) 𝜎𝑦𝑧 = 2𝐶̃44𝜀𝑦𝑧 
(7-d ) 𝜎𝑥𝑧 = 2𝐶̃55𝜀𝑥𝑧 
(7-e) 𝜎𝑥𝑦 = 2𝐶̃66𝜀𝑥𝑦 

 :شوندمی تعریف 8روابط  صورت  به معادل خواص  فوق، روابط در  که

(8-a) 
𝐶̃11 =

𝐸(𝑧)

(1 − 𝜈2)
 

(8-b ) 
𝐶̃11 =

𝐸(𝑧)

(1 − 𝜈2)
 

(8-c) 
𝐶̃44 = 𝐶̃55 = 𝐶̃66 =

𝐸(𝑧)

(1 + 𝜈)
 

 پروالاستیک مرکب ورق در تخلخل  توزیع 4-2-

در   که  برای    2شکل  همانطور  مختلف  توزیع  نوع  سه  است  شده  داده  نشان 

  ، (غیریکنواخت  متقارن  توزیع)  1  نوع   بررسی تخلخل در نظر گرفته شده است؛ 

  سه   این   در(.  یکنواخت   توزیع)  3  نوع  و(  غیریکنواخت   نامتقارن  توزیع)  2  نوع

  به 𝜌(𝑧)چگالی    و 𝐺(𝑧)برشی    مدول  ،𝐸(𝑧)الاستیک    مدول  تخلخل،  نوع 

 شوند.می بیان  ورق ضخامت  امتداد در  مختصات از تابعی عنوان

 

(a) 
 

(b) 
 

(c) 
 
Fig. 2 Porosity distribution a) symmetric non-uniform, b) asymmetric 

non-uniform, c) uniform 
(  ث  غیریکنواخت،  نامتقارن(  ب  غیریکنواخت،  متقارن(  الف  تخلخل  توزیع  2شکل  

 یکنواخت

 غیریکنواخت  متقارن توزیع  1-4-2-

  و 𝐺(𝑧)برشی    مدول  ،𝐸(𝑧)الاستیک    مدول  غیریکنواخت،   متقارن   توزیع   در

 : شوندمی تعریف  زیر  صورت به  𝜌(𝑧)چگالی  

(9-a) 

𝐸(𝑧) = 𝐸1 (1 − 𝐶𝑜𝑠 (
𝜋𝑧

ℎ
)) + 𝐸0𝐶𝑜𝑠 (

𝜋𝑧

ℎ
)

= 𝐸1 (1 − 𝑒0𝐶𝑜𝑠 (
𝜋𝑧

ℎ
)) 

(9-b ) 

𝐺(𝑧) = 𝐺1 (1 − 𝐶𝑜𝑠 (
𝜋𝑧

ℎ
)) + 𝐺0𝐶𝑜𝑠 (

𝜋𝑧

ℎ
)

= 𝐺1 (1 − 𝑒0𝐶𝑜𝑠 (
𝜋𝑧

ℎ
)) 

(9-c) 

𝜌(𝑧) = 𝜌1 (1 − 𝐶𝑜𝑠 (
𝜋𝑧

ℎ
)) + 𝜌0𝐶𝑜𝑠 (

𝜋𝑧

ℎ
)

= 𝜌1 (1 − 𝑒𝑚𝐶𝑜𝑠 (
𝜋𝑧

ℎ
)) 

 
 غیریکنواخت  نامتقارن  توزیع  2-4-2-

 و 𝐺(𝑧)برشی    مدول  ،𝐸(𝑧)الاستیک    مدول  غیریکنواخت،  نامتقارن   توزیع   در

 : شوندمی تعریف  زیر  صورت به  𝜌(𝑧)چگالی  

(10-a ) 

𝐸(𝑧) = 𝐸1 (1 − 𝐶𝑜𝑠 (
𝜋𝑧

2ℎ
+

𝜋

4
))

+ 𝐸0𝐶𝑜𝑠 (
𝜋𝑧

2ℎ
+

𝜋

4
)

= 𝐸1 (1 − 𝑒0𝐶𝑜𝑠 (
𝜋𝑧

2ℎ
+

𝜋

4
)) 

(10-b ) 

𝐺(𝑧) = 𝐺1 (1 − 𝐶𝑜𝑠 (
𝜋𝑧

2ℎ
+

𝜋

4
))

+ 𝐺0𝐶𝑜𝑠 (
𝜋𝑧

2ℎ
+

𝜋

4
)

= 𝐺1 (1 − 𝑒0𝐶𝑜𝑠 (
𝜋𝑧

2ℎ
+

𝜋

4
)) 

(10-c ) 

𝜌(𝑧) = 𝜌1 (1 − 𝐶𝑜𝑠 (
𝜋𝑧

2ℎ
+

𝜋

4
))

+ 𝜌0𝐶𝑜𝑠 (
𝜋𝑧

2ℎ
+

𝜋

4
)

= 𝜌1 (1 − 𝑒𝑚𝐶𝑜𝑠 (
𝜋𝑧

2ℎ
+

𝜋

4
)) 

 
 غیریکنواخت  متقارن توزیع  3-4-2-

چگالی    و 𝐺(𝑧)برشی    مدول  ،𝐸(𝑧)الاستیک    مدول  یکنواخت،  توزیع  توزیع  در

𝜌(𝑧)  شوندمی تعریف زیر صورت  به : 

(11-a ) 𝐸(𝑧) = 𝐸1(1 − 𝛽) + 𝐸0𝛽 = 𝐸1(1 − 𝑒0𝛽) 
(11-b ) 𝐺(𝑧) = 𝐺1(1 − 𝛽) + 𝐺0𝛽 = 𝐺1(1 − 𝑒0𝛽) 

(11-c ) 
𝜌(𝑧) = √𝜌1

2(1 − 𝛽) + 𝜌0
2𝛽 = 𝜌1√(1 − 𝑒𝑚𝛽) 

این روابط   e0که در  = 1 −
E0

E1
= 1 −

G0

G1
نامیده می  شود  ضریب تخلخل 

( و  G0( و حداقل ) E1( و حداکثر مقدار مدول یانگ ) E0که رابطه بین حداقل ) 

آن برابر    یمقدارمحدودۀ  دهد و  ( را نشان میG1حداکثر مقدار مدول برشی ) 

با   0است  < e0 < عبارت  1  .em = 1 −
ρ0

ρ1
که    است  تخلخل  چگالی  ضریب 

  فوم   کند. برای( را بیان میρ1( و حداکثر مقدار چگالی ) ρ0رابطه بین حداقل ) 

E0  رابطه   باز،  -سلول  فلزی

E1
= (

ρ0

ρ1
  را emو   e0بین    رابطه بنابراین، .  دارد وجود 2(

 کرد: بیان زیر  معادله به صورت توانمی
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(12 ) 𝑒𝑚 = 1 − √1 − 𝑒0 

 شود: به صورت زیر بیان می 11رابطه   در βبنابراین ضریب  

(13 ) 
𝛽 =

1

𝑒0
−

1

𝑒0
(

2

𝜋
√1 − 𝑒0 −

2

𝜋
+ 1)

2

 

 
 پروالاستیک مرکب ورق ارتعاشی رفتار  بر حاکم معادلات 5-2-

مرکب    ورق  ارتعاشی   رفتار  بر   حاکم  دیفرانسیلی  معادلات   آوردن  دست  به  برای

  به   خارجی  نیروهای  کار  و  جنبشی  کرنشی،  انرژی  تغییرات  ابتدا  پروالاستیک،

  استخراج  حاکم  معادلات  همیلتون،  اصل   از  استفاده  با  سپس  و  آمده  دست

 : شودمی تعریف زیر صورت  به  همیلتون  اصل منظور، این  برای .دنشومی

(14 ) ∫ (𝛿𝑇 + 𝛿𝑊𝑒 − 𝛿𝑈)
𝑡

0

𝑑𝑡 = 0 

 

  کار Weو    کرنشی   انرژی Uجنبشی،    انرژی  Tفوق،    ی رابطه  در   که

  همچنین .  باشدمی  جزئی  تغییرات  معنی   به δعملگر    و   بوده  خارجی  نیروهای

  .گیردمی  انجام tتا    0زمانی    یبازه  روی  بر  گیریانتگرال  که  است  ذکر  به  لازم

  زیر  روابط  صورت   به پروالاستیک مرکب  ورق کرنشی و جنبشی انرژی  تغییرات

 : دن شو می تعریف 

(15-a ) 

𝛿𝑈 =
1

2
∫ (−

𝜕𝑁𝑥

𝜕𝑥
𝛿𝑢 −

𝜕2𝑀𝑥

𝜕𝑥2 𝛿𝑤 −
𝜕𝑅𝑥

𝜕𝑥
𝛿𝜁

 

𝐴

 

−
𝜕𝑁𝑦

𝜕𝑦
𝛿𝑣 −

𝜕2𝑀𝑦

𝜕𝑦2
𝛿𝑤 −

𝜕𝑅𝑦

𝜕𝑦
𝛿𝜓 −

𝜕𝑁𝑥𝑦

𝜕𝑦
𝛿𝑢 

−
𝜕𝑁𝑥𝑦

𝜕𝑥
𝛿𝑣 − 2

𝜕2𝑀𝑥𝑦

𝜕𝑥𝜕𝑦
𝛿𝑤 −

𝜕𝑅𝑥𝑦

𝜕𝑦
𝛿𝜁 −

𝜕𝑅𝑥𝑦

𝜕𝑥
𝛿𝜓 

+𝑄𝑥𝑧𝛿𝜁 + 𝑄𝑦𝑧𝛿𝜓) 𝑑𝐴 

(15-b ) 

𝛿𝑇 =
1

2
∫ (−𝐼1𝑢̈𝛿𝑢 + 𝐼3

𝜕2𝑤̈

𝜕𝑥2 𝛿𝑤 − 𝐼6𝜁̈𝛿𝜁
 

𝐴

 

−𝐼1𝑣̈𝛿𝑣 + 𝐼3

𝜕2𝑤̈

𝜕𝑦2
𝛿𝑤 − 𝐼6𝜓̈𝛿𝜓 ± 𝐼1𝑤̈𝛿𝑤 

+𝐼2

𝜕𝑤̈

𝜕𝑥
𝛿𝑢 − 𝐼2

𝜕𝑢̈

𝜕𝑥
𝛿𝑤 + 𝐼2

𝜕𝑤̈

𝜕𝑦
𝛿𝑣 − 𝐼2

𝜕𝑣̈

𝜕𝑦
𝛿𝑤 

−𝐼4𝜁̈𝛿𝑢 − 𝐼4𝑢̈𝛿𝜁 − 𝐼4𝜓̈𝛿𝑣 − 𝐼4𝑣̈𝛿𝜓 − 𝐼5

𝜕𝜁̈

𝜕𝑥
𝛿𝑤 

+𝐼5

𝜕𝑤̈

𝜕𝑥
𝛿𝜁 − 𝐼5

𝜕𝜓̈

𝜕𝑦
𝛿𝑤 + 𝐼5

𝜕𝑤̈

𝜕𝑦
𝛿𝜓) 𝑑𝐴 

 

 : موجود است ،روابط فوقکه در 

(16-a ) 
(𝑁𝑥 , 𝑁𝑦 , 𝑁𝑥𝑦) = ∫ (𝜎𝑥 , 𝜎𝑦 , 𝜎𝑥𝑦)

ℎ
2⁄

−ℎ
2⁄

 𝑑𝑧 

(16-b ) 
(𝑀𝑥 , 𝑀𝑦 , 𝑀𝑥𝑦) = ∫ (𝜎𝑥 , 𝜎𝑦 , 𝜎𝑥𝑦)𝑧

ℎ
2⁄

−ℎ
2⁄

 𝑑𝑧 

(16-c ) 
(𝑅𝑥 , 𝑅𝑦 , 𝑅𝑥𝑦) = ∫ (𝜎𝑥  , 𝜎𝑦 , 𝜎𝑥𝑦)𝑓(𝑧)

ℎ
2⁄

−ℎ
2⁄

 𝑑𝑧 

(16-d ) 
(𝑄𝑥𝑧 , 𝑄𝑦𝑧) = ∫ (𝜎𝑥𝑧 , 𝜎𝑦𝑧)

𝑑𝑓(𝑧)

𝑑𝑧

ℎ
2⁄

−ℎ
2⁄

 𝑑𝑧 

(16-e ) 

(𝐼1 , 𝐼2 , 𝐼3 , 𝐼4 , 𝐼5 , 𝐼6)

= ∫ 𝜌(1 , 𝑧 , 𝑧2 , 𝑓(𝑧), 𝑧𝑓(𝑧), 𝑓(𝑧)2)

ℎ
2⁄

−ℎ
2⁄

 𝑑𝑧 

رابطه    15روابط  گذاری  با جای به    زیر   صورت   به   حاکم   معادلات   14در 

 : آینددست می

(17-a ) 
Γ1 : 

𝜕𝑁𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝑁𝑥𝑦

𝜕𝑦
= 𝐼1

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2 − 𝐼2

𝜕3𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑡2 + 𝐼4

𝜕2𝜁

𝜕𝑡2 

(17-b ) 
Γ2 : 

𝜕𝑁𝑥𝑦

𝜕𝑥
+

𝜕𝑁𝑦

𝜕𝑦
= 𝐼1

𝜕2𝑣

𝜕𝑡2 − 𝐼2

𝜕3𝑤

𝜕𝑦𝜕𝑡2 + 𝐼4

𝜕2𝜓

𝜕𝑡2  

(17-c ) 

Γ3 : 
𝜕2𝑀𝑥

𝜕𝑥2 + 2
𝜕2𝑀𝑥𝑦

𝜕𝑥𝜕𝑦
+

𝜕2𝑀𝑦

𝜕𝑦2 + 𝐹𝑥

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2  

     +𝐹𝑦

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2 = 𝐼1

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2 + 𝐼2

𝜕3𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑡2 + 𝐼2

𝜕3𝑣

𝜕𝑦𝜕𝑡2 

     −𝐼3

𝜕4𝑤

𝜕𝑥2𝜕𝑡2 − 𝐼3

𝜕4𝑤

𝜕𝑦2𝜕𝑡2 + 𝐼5

𝜕3𝜁

𝜕𝑥𝜕𝑡2 + 𝐼5

𝜕3𝜓

𝜕𝑦𝜕𝑡2 

(17-d ) 

Γ4 : 
𝜕𝑅𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝑅𝑥𝑦

𝜕𝑦
− 𝑄𝑥𝑧

= 𝐼4

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2 − 𝐼5

𝜕3𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑡2 + 𝐼6

𝜕2𝜁

𝜕𝑡2 

(17-e ) 

Γ5 : 
𝜕𝑅𝑥𝑦

𝜕𝑥
+

𝜕𝑅𝑦

𝜕𝑦
− 𝑄𝑦𝑧

= 𝐼4

𝜕2𝑣

𝜕𝑡2 − 𝐼5

𝜕3𝑤

𝜕𝑦𝜕𝑡2 + 𝐼6

𝜕2𝜓

𝜕𝑡2  

 

 مسئله حل 3-

حل   بهبرای  حاکم   مینیمم  حاصل،  خطای  بایستی  گلرکین  روش  معادلات 

  سطح  روی   بر  و  کرده   ضرب   داروزن  تابع  در   را  17  روابط  منظور  این   برای.  شود

 : شودمی گرفته   انتگرال

(18-a ) 
∫ ∫ Γ1𝜑1 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝑎

0

𝑏

0

 

(18-b ) 
∫ ∫ Γ2𝜑2 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝑎

0

𝑏

0

 

(18-c ) 
∫ ∫ Γ3𝜑3 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝑎

0

𝑏

0

 

(18-d ) 
∫ ∫ Γ4𝜑4 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝑎

0

𝑏

0

 

(18-e ) 
∫ ∫ Γ5𝜑5 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝑎

0

𝑏

0

 

روابط   در  φi (i،  18که  = 1, … وزن (5, میتوابع  توابع  دار  حال  باشند. 

,ũ(xتقریب   y)  ،ṽ(x, y)  ،w̃(x, y)  ،ζ̃(x, y)   وψ̃(x, y) گونه انتخاب  به  ای 

 شوند که شرایط مرزی سیستم را ارضا نمایند: می

(19-a ) 
𝑢̃(𝑥, 𝑦) = ∑ ∑ 𝑢𝑚,𝑛 𝜑1(𝑥, 𝑦)

𝑀

𝑚=1

𝑁

𝑛=1

 

(19-b ) 
𝑣̃(𝑥, 𝑦) = ∑ ∑ 𝑣𝑚,𝑛 𝜑2(𝑥, 𝑦)

𝑀

𝑚=1

𝑁

𝑛=1

 

(19-c ) 
𝑤̃(𝑥, 𝑦) = ∑ ∑ 𝑤𝑚,𝑛  𝜑3(𝑥, 𝑦)

𝑀

𝑚=1

𝑁

𝑛=1

 

(19-d ) 
𝜁(𝑥, 𝑦) = ∑ ∑ 𝜁𝑚,𝑛 𝜑4(𝑥, 𝑦)

𝑀

𝑚=1

𝑁

𝑛=1

 

(19-e ) 
𝜓̃(𝑥, 𝑦) = ∑ ∑ 𝜓𝑚,𝑛 𝜑5(𝑥, 𝑦)

𝑀

𝑚=1

𝑁

𝑛=1

 

 



 ی و حیدری خورشید                      یلیورق مستط یبر رفتار ارتعاش یکماده مرکب پروالاست یرتاث یعدد یلو تحل یساز یهشب 

2473 

ت
زی

پو
ام

ی ک
ور

فنا
و 

م 
لو

 ع
یه

شر
ن

 

  چهار   مرزی  شرایط  نمودن  ارضا  برای  فوق  روابط  در  داروزن  توابع  که

 :شوندمی تعریف 20 روابط صورت  به  ساده  گاهتکیه طرف

(20-a ) 
𝜑1(𝑥, 𝑦) = 𝐶𝑜𝑠 (

𝑚𝜋𝑥

𝑎
) 𝑆𝑖𝑛 (

𝑛𝜋𝑦

𝑏
) 

(20-b ) 
𝜑2(𝑥, 𝑦) = 𝑆𝑖𝑛 (

𝑚𝜋𝑥

𝑎
) 𝐶𝑜𝑠 (

𝑛𝜋𝑦

𝑏
) 

(20-c ) 𝜑3(𝑥, 𝑦) = 𝑆𝑖𝑛 (
𝑚𝜋𝑥

𝑎
) 𝑆𝑖𝑛 (

𝑛𝜋𝑦

𝑏
) 

(20-d ) 
𝜑4(𝑥, 𝑦) = 𝐶𝑜𝑠 (

𝑚𝜋𝑥

𝑎
) 𝑆𝑖𝑛 (

𝑛𝜋𝑦

𝑏
) 

(20-e ) 
𝜑5(𝑥, 𝑦) = 𝑆𝑖𝑛 (

𝑚𝜋𝑥

𝑎
) 𝐶𝑜𝑠 (

𝑛𝜋𝑦

𝑏
) 

 

5در حالت کلی حاوی   18دستگاه معادلات  ∗ M ∗ N   5معادله و ∗ M ∗

N می میمجهول  معادلات  این  که  نوشته  باشد  زیر  ماتریسی  فرم  به  توانند 

 شوند:

(21 ) [𝑀̅]{𝑈̈} + [𝐶̅]{𝑈̇} + [𝐾]{𝑈} = 0 
 

ماتریس   [K̅]ماتریس میرایی و   [C̅]ماتریس جرم،   [M̅]که در این رابطه  

می  سختی تعریف  سیستم  زیر  روابط  صورت  به  کلی  حالت  در  و  باشند 

 شوند:می

 

(22-a ) 

𝑀̅ = [

𝑀(1,1) … 𝑀(1 ,5∗𝑀∗𝑁)

⋮ ⋱ ⋮
𝑀(5∗𝑀∗𝑁 ,1) … 𝑀(5∗𝑀∗𝑁 ,5∗𝑀∗𝑁)

] 

(22-b ) 

𝐶̅  = [

𝐶(1,1) … 𝐶(1 ,5∗𝑀∗𝑁)

⋮ ⋱ ⋮
𝐶(5∗𝑀∗𝑁 ,1) … 𝐶(5∗𝑀∗𝑁 ,5∗𝑀∗𝑁)

] 

(22-c ) 

𝐾  = [

𝐾(1,1) … 𝐾(1 ,5∗𝑀∗𝑁)

⋮ ⋱ ⋮
𝐾(5∗𝑀∗𝑁 ,1) … 𝐾(5∗𝑀∗𝑁 ,5∗𝑀∗𝑁)

] 

 

مجهول   ضرایب  مؤلفه {U}بردار  دهندهو  تشکیل  توسط  های  نیز  آن  ی 

 شوند: روابط زیر تعریف می

 
(23-a ) {𝑈} = {𝑈1 𝑈2 𝑈3 𝑈4 𝑈5}𝑇 
(23-b ) 𝑈1 = [𝑢(1,1) … 𝑢(𝑀∗𝑁 ,𝑀∗𝑁)] 
(23-c ) 𝑈2 = [𝑣(1,1) … 𝑣(𝑀∗𝑁 ,𝑀∗𝑁)] 
(23-d ) 𝑈3 = [𝑤(1,1) … 𝑤(𝑀∗𝑁 ,𝑀∗𝑁)] 
(23-e ) 𝑈4 = [𝜁(1,1) … 𝜁(𝑀∗𝑁 ,𝑀∗𝑁)] 
(23-f ) 𝑈5 = [𝜓(1,1) … 𝜓(𝑀∗𝑁 ,𝑀∗𝑁)] 
 

 عددی   نتایج 4-

مرکب    مستطیلی  ورق  برای  آمده  دست  به  نتایج  میان  ایمقایسه  بخش  این  در

  جهت  ، مقایسه  این  در .  است  پذیرفته   صورت  معتبر  مراجع  با   پروالاستیک

  و  آلومینیوم  فوم  ماده  دو  از  پروالاستیکمرکب    ورق  آزاد  ارتعاش  رفتار  تحلیل

 . است گردیده ارائه 1 جدول  مطابق آن خواص  که است شده   استفاده  بریا

 

 [36بریا ] سنگ  ماسه و  آلومینیوم خواص فوم 1جدول 
Table 1 Properties of aluminum foam and Beria sandstone 

 خواص
 ماده 

ρ1 (Kg m3)⁄  ν E1 (GPa) 

2702 0.3 70 AL 

2126 0.15 18 Berea sandstone 

( که به  2،1( و )1،3(، )1،2(، )1،1بعد )چهار مد ارتعاشی بی  2در جدول  

ω̅صورت   = ωa2√ρ1/E1 برای ورق  بی پروالاستیک  مرکب  بعد شده است 

گاه ساده با نتایج موجود در دو مرجع معتبر  با شرایط مرزی چهار طرف تکیه

بر اساس تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول ] [ و تئوری تغییر شکل  36که 

نتایج عددی بدست آمده  می  [37]برشی مرتبه سوم ردی   و همچنین  باشند 

حاصل از مدلسازی اجزا محدود در نرم افزار آباکوس، مورد مقایسه واقع شده  

ورق   برای  نتایج  این  طول  مرکب  است.  به  aپروالاستیک  = 5.0 m  نسبت  ،

 0.5وضریب تخلخل  0.2و  0.1، دو نسبت ضخامت به طول 0.5طول به عرض 

 ارائه شده است.

  مرزی  شرایط  تحت  پروالاستیک  مرکب   ورق   ارتعاشی  مد  چهار  مقایسه  2جدول  

 متفاوت طول به ضخامت  نسبت  دو و ساده  گاه تکیه
Table 2 Comparison of the four vibration modes of the poroelastic 

composite plate under simply supported boundary condition and two 
different thickness to length ratios 

شرایط 

 مرزی
h/a  پژوهش 

 مد

(1,1) (1,2) (1,3) (2,1) 

 ساده 

(SSSS ) 

0.1 

 0.10493 0.08135 0.05096 0.0322 حاضر

 0.10549 0.0816 0.0511 0.0323 آباکوس 

 0.1050 0.0814 0.0510 0.0322 [36]مرجع 

 0.1049 0.0813 0.0510 0.0322 [37]مرجع 

0.2 

 0.36440 0.28975 0.18840 0.12223 حاضر

 0.3649 0.29012 0.18853 0.12227 آباکوس 

 0.3650 0.2902 0.1886 0.1223 [36]مرجع 

 0.3643 0.2897 0.1883 0.1222 [37]مرجع 

در    پروالاستیکمرکب    بعد ورقتغییرات چهار فرکانس اول بی  3در شکل  

مقابل افزایش ضریب تخلخل نمایش داده شده است. نتایج ارائه شده به ازای  

و   0.6(  α، ضریب بایوت ) 10، نسبت طول به ضخامت  1نسبت طول به عرض  

( و 2،2)(،  1،2(، )1،1های )  nو    mو برای    0.6( برابر با  B)   اسکمپتونضریب  

است. همان1،3) ارائه شده  در شکل  (  که  می  3طور  افزایش  مشاهده  با  شود 

کند. مشاهده این رفتار  بعد سیستم کاهش پیدا میضریب تخلخل، فرکانس بی

  سختی کاهش    در سیستم به این دلیل است که افزایش ضریب تخلخل سبب 

بی فرکانس  نتیجه  در  و  شده  پروالاستیک  میورق  کاهش  سیستم  یابد.  بعد 

های بالاتر خود را بیشتر  همانگونه که از شکل پیداست این پدیده در فرکانس

 دهد. نشان می

 
Fig. 3 Four dimensionless the frequencies of the poroelastic composite 

plate versus the porosity coefficient 
  ضریب   مقابل  در  پروالاستیک  مرکب   ورق  بعدبی  اول  فرکانس  چهار  تغییرات  3شکل  
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شکل بی  6و    5،  4های  در  اول  فرکانس  ورق تغییرات    مرکب   بعد 

متفاوت   تخلخل  ازای ضرایب  به  به عرض  نسبت طول  مقابل  پروالاستیک در 

نتایج   این  حصول  برای  شده  گرفته  نظر  در  فرضیات  است.  شده  داده  نشان 

  اسکمپتون و ضریب    0.6(  α، ضریب بایوت ) 10شامل نسبت طول به ضخامت  

 (B  برابر با )سختیشود با افزایش ضریب تخلخل،  باشند. مشاهده میمی  0.6  

بعد سیستم نیز کاهش  های بیسیستم کاهش پیدا کرده و در نتیجه فرکانس

توان دریافت که حالت متقارن غیریکنواخت، کمترین و  چنین مییابند. هممی

می سیستم  فرکانس  بر  را  تأثیر  بیشترین  یکنواخت،  علاوه  حالت  به  گذارند. 

سیستم افزایش    سختی شود که با افزایش نسبت طول به عرض،  مشاهده می

 یابند.بعد سیستم نیز افزایش میهای بییافته و فرکانس

 

 
Fig. 4 Variation of the dimensionless frequency of the poroelastic 
composite plate versus the aspect ratio (non-uniform 
symmetric porosity) 

  نسبت   مقابل  در  پروالاستیک  مرکب  ورق   بعدبی  اول   فرکانس  تغییرات  4شکل  

 (غیریکنواخت متقارن تخلخل توزیع) عرض  به طول
 

 
Fig. 5 Variation of the dimensionless frequency of the 
poroelastic composite plate versus the aspect ratio (non-
uniform asymmetric porosity) 

  نسبت   مقابل  در  پروالاستیک  مرکب  ورق   بعدبی  اول   فرکانس  تغییرات  5شکل  

 ( غیریکنواخت نامتقارن تخلخل توزیع) عرض  به طول

 

شکل   بی  7در  اول  فرکانس  ورق  تغییرات  در  مرکب  بعد  پروالاستیک 

های طول به عرض متفاوت  مقابل مقادیر مختلف ضریب بایوت به ازای نسبت

شود افزایش ضریب  طور که در شکل مشاهده مینشان داده شده است. همان

بعد سیستم های بیبایوت باعث افزایش سختی ورق شده و در نتیجه فرکانس

بایوت بر فرکانس  یابند. مینیز افزایش می توان ملاحظه کرد که تأثیر ضریب 

تر طول به عرض ورق بیشتر است. به عبارت دیگر  های بزرگسیستم در نسبت

تر شدن  در عرض ثابت، با افزایش طول ورق، افزایش ضریب بایوت باعث سفت

 شود.ورق و در نتیجه افزایش فرکانس سیستم می

شکل   در  مشابه  طور  بی  8به  اول  فرکانس  ورق  تغییرات  مرکب  بعد 

ضریب   مختلف  مقادیر  مقابل  در  ازای  B)   اسکمپتونپروالاستیک  به   )

نظر  نسبت در  فرضیات  است.  شده  داده  نشان  متفاوت  عرض  به  طول  های 

عرض   به  طول  نسبت  شامل  نتایج  این  آوردن  دست  به  برای  شده  ،  1گرفته 

به ضخامت   طول  )   10نسبت  تخلخل  مشاهده    باشند.می  e0  )0.6و ضریب 

ضریب  می افزایش  که  در    اسکمپتونشود  و  شده  ورق  سختی  افزایش  باعث 

فرکانس بینتیجه  میهای  افزایش  نیز  سیستم  همبعد  مییابند.  توان  چنین 

ضریب   تأثیر  که  گرفت  ضرایب    اسکمپتوننتیجه  در  سیستم  فرکانس  بر 

تر بایوت، افزایش  تر بایوت بیشتر است. به عبارت دیگر در ضرایب بزرگبزرگ

سفت  اسکمپتونضریب   فرکانس  باعث  افزایش  نتیجه  در  و  ورق  شدن  تر 

 شود.سیستم می

 

 
Fig. 6 Variation of the dimensionless frequency of the 
poroelastic composite plate versus the naspect ratio (uniform 
porosity) 

  نسبت  مقابل  در  پروالاستیک  مرکب  ورق   بعدبی  اول  فرکانس  تغییرات  6شکل  

 ( تخلخل یکنواخت توزیع) عرض  به طول
 

 
Fig. 7 Variation of the dimensionless frequency of the poroelastic 
composite plate versus the Biot’s coefficient 

 بایوت ضریب مقابل در پروالاستیک مرکب ورق بعدبی اول فرکانس تغییرات 7شکل 

 

شکل   بی  9در  اول  فرکانس  ورق  تغییرات  در  مرکب  بعد  پروالاستیک 

نشان داده شده است.    اسکمپتون مقابل تغییر همزمان ضریب بایوت و ضریب  

فرضیات در نظر گرفته شده برای به دست آوردن این نتایج شامل نسبت طول  
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باشند.  می  0.6(  e0و ضریب تخلخل )   10، نسبت طول به ضخامت  1به عرض  

میهمان مشاهده  شکل  در  که  و  طور  بایوت  ضریب  همزمان  افزایش  شود 

نتیجه  اسکمپتونضریب   در  و  شده  ورق  سختی  افزایش  های  فرکانس  باعث 

که   αBیابند. افزایش عبارت  ای افزایش میبعد سیستم نیز به طور فزایندهبی

شدگی نام برده شده بود، سبب افزایش قابل توجه  قبلاا با عنوان ضریب جفت

می سیستم  بیسختی  فرکانس  آن  نتیجه  در  که  ورق  شود  مرکب  بعد 

 یابد. پروالاستیک نیز افزایش می

 
Fig. 8 Variation of the dimensionless frequency of the poroelastic 
composite plate versus the Skempton coefficient 

  ضریب   مقابل  در  پروالاستیک  مرکب  ورق  بعدبی  اول  فرکانس  تغییرات  8شکل  

 اسکمپتون
 

 
Fig. 9 Variation of the dimensionless frequency of the poroelastic 
composite plate versus the Biot’s and Skempton coefficient 

بایوت   ضریب  مقابل   در  پروالاستیک  مرکب  ورق   بعدبی  اول  فرکانس  تغییرات  9شکل  

 اسکمپتون و ضریب 

شکل   بی  10در  اول  فرکانس  ورقتغییرات  در    مرکب   بعد  پروالاستیک 

ضریب   و  تخلخل  ضریب  همزمان  تغییر  شده    اسکمپتونمقابل  داده  نشان 

شود افزایش ضریب تخلخل و ضریب  طور که در شکل مشاهده میاست. همان

تأثیر معکوسی بر فرکانس ورق دارند به طوری که افزایش ضریب    اسکمپتون

کاهش   باعث  ضریب    سختیتخلخل  افزایش  مقابل  در  ولی    اسکمپتون ورق 

شود  مشاهده می  10  همانطور که در شکلشود.  ورق می  سختیباعث افزایش  

می رخ  زمانی  فرکانس  ضریب  بیشترین  و  کمترین  تخلخل  ضریب  که  دهد 

می  اسکمپتون مشابه  طور  به  باشند.  دارا  را  خود  مقدار  این  بیشترین  توان 

شکل   در  را  و    11موضوع  بیشترین  بایوت  ضریب  که  جایی  کرد.  ملاحظه 

بالاتری  در  فرکانس  باشند،  دارا  را  خود  مقادیر  کمترین  تخلخل  حد  ضریب  ن 

  باشد.خود می

 
Fig. 10 Variation of the dimensionless frequency of the poroelastic 
composite plate versus the porosity and the Skempton coefficient 

  ضریب   مقابل  در  پروالاستیک  مرکب  ورق  بعدبی  اول  فرکانس  تغییرات  10شکل  

 اسکمپتونتخلخل و ضریب 

 

 
Fig. 11 Variation of the dimensionless frequency of the poroelastic 
composite plate versus the porosity and the Biot’s coefficient 

  ضریب  مقابل  در  پروالاستیک  مرکب   ورق  بعدبی  اول  فرکانس  تغییرات  11شکل  

 تخلخل و ضریب بایوت 

بعد ورق پروالاستیک  تغییرات فرکانس اول بی 14و  13، 12های در شکل

تخلخل   ضرایب  ازای  به  ضخامت  به  طول  نسبت  مختلف  مقادیر  مقابل  در 

دست   به  برای  شده  گرفته  نظر  در  فرضیات  است.  شده  داده  نشان  متفاوت 

عرض   به  طول  نسبت  شامل  نتایج  این  ) 1آوردن  بایوت  ضریب   ،𝛼  )0.6   و

باشند. همانند بخش قبلی که گفته شد  می  0.6( برابر با  𝐵ضریب اسکمپتون ) 

برای به دست آوردن نتایج از سه حالت مختلف استفاده شده است. مشاهده  

شود که حالت متقارن غیریکنواخت، کمترین و حالت یکنواخت، بیشترین  می

فرکانس سیستم می بر  را  به علاوه مشاهده میتأثیر  افزایش  گذارند.  شود که 

به ضخامت   آن  نسبت طول  نتیجه  و در  آزادی سیستم  باعث کاهش درجات 

می سیستم  سختی  فرکانسکاهش  و  بیشود  کاهش  های  نیز  سیستم  بعد 

 یابند.می

  ازای   به  پروالاستیک  مرکبورق    بعد بی  هایفرکانس  3  جدول  در

  نتایج.  است  شده  داده  نشان  شدهاصلاح  برشی  شکل  تغییر  مختلف  هایتئوری

  ضریب   و  0.6  بایوت  ضریب  ،1  عرض  به   طول  نسبت  ازای  به  شده   ارائه

 . است شده نشان 0.6 با  برابر  اسکمپتون
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Fig. 12 Variations of the first dimensionless frequency of the proelastic 

plate versus length to thickness ratio (non-uniform symmetric porosity 
distribution) 

بی  12شکل   اول  فرکانس  به  تغییرات  طول  نسبت  مقابل  در  پروالاستیک  ورق  بعد 

 ضخامت )توزیع تخلخل متقارن غیریکنواخت( 
 

 
Fig. 13 Variations of the first dimensionless frequency of the proelastic 

plate versus the length to thickness ratio (non-uniform asymmetric 

porosity distribution) 

بی  13شکل   اول  فرکانس  به  تغییرات  طول  نسبت  مقابل  در  پروالاستیک  ورق  بعد 

 ضخامت )توزیع تخلخل نامتقارن غیریکنواخت(
 

 
Fig. 14 Variations of the first dimensionless frequency of the proelastic 

plate versus the length to thickness ratio (uniform porosity distribution) 

بی  14شکل   اول  فرکانس  به  تغییرات  طول  نسبت  مقابل  در  پروالاستیک  ورق  بعد 

 ضخامت )توزیع تخلخل یکنواخت( 

 

 مختلف هایتئوری ازای به پروالاستیک ورق مرکب  بعدبی فرکانس تغییرات 3جدول 

 شده اصلاح
Table 3 Variations of dimensionless frequency of poroelastic 

composite plate according to different modified theories 
a/h e0  2مرتبه بالا   1مرتبه بالا   پارابولیکی  هایپربولیکی  مثلثاتی  نمایی 

10 

0.1 0.0635474 0.0635474 0.0635462 0.0635462 0.0636798 0.0635525 

0.3 0.0616705 0.0616705 0.0616696 0.0616696 0.0618044 0.0616752 

0.5 0.0595737 0.0595737 0.0595732 0.0595732 0.0597058 0.0595777 

0.7 0.0571986 0.0571986 0.0571987 0.0571986 0.0573193 0.0572018 

0.9 0.0548752 0.0548752 0.0548752 0.0548751 0.0549546 0.0548772 

12 

0.1 0.0444042 0.0444042 0.0444036 0.0444036 0.0444715 0.0444068 

0.3 0.0430936 0.0430936 0.0430931 0.0430931 0.0431616 0.0430959 

0.5 0.0416242 0.0416242 0.041624 0.041624 0.0416913 0.0416262 

0.7 0.0399482 0.0399482 0.0399483 0.0399483 0.0400095 0.0399498 

0.9 0.0382755 0.0382755 0.0382755 0.0382755 0.0383157 0.0382765 

 گیری نتیجه  5-

  نظر  در  با  پروالاستیک  های مرکبورق  ارتعاشی  رفتار  تحلیل  حاضر  پژوهش  در

  شده  اصلاح   برشی  شکل  تغییر  تئوری  بر اساس  پروالاستیسیته  تئوری  گرفتن

  توزیع   مختلف   حالت   سه   از   پروالاستیک  های مرکبورق  در   .است  گرفته   انجام 

  استفاده   یکنواخت  و  غیریکنواخت  نامتقارن  یکنواخت،  غیر  متقارن  تخلخل

  ساختاری   معادلات  از  سیال   اثر   گرفتن  نظر  در   برای   چنین هم.  است  شده 

  ساختاری   معادلات   شد،   گفته   که   گونههمان  .است  شده  گرفته   بهره   بایوت 

.  بودنداسکمپتون    ضریب  و  بایوت  مؤثر  تنش  ضریب  تخلخل،  ضریب  به  وابسته

  کرنشی،  های انرژی  سیستم،  بر   حاکم  معادلات   آوردن   دست   به   برای   ادامه  در

  همیلتون،   اصل  از  استفاده  با  و  شده  محاسبه   خارجی  نیروهای  کار  و  جنبشی

  پروالاستیک   مرکبورق    ارتعاشی  رفتار  بر  حاکم  مرزی  شرایط  و  معادلات

  روش   از  استفاده  با  حاکم،  معادلات  آوردن  دست  به  از  پس.  ندا   شده  استخراج

آمدند  سیستم  های فرکانس  گلرکین،   وزنی   ۀ ماندباقی دست    عددی   نتایج .  به 

  با   .گرفتند  قرار  تحلیل  و  تجزیه  مورد  نمودارها  و  جداول  صورت  به  شده  ارائه

  به   طول   نسبت  جمله   از   سیستم  رفتار  بر  مختلف   پارامترهای  تاثیر  بررسی

  بایوت،   مؤثر  تنش   ضریب  تخلخل،   ضریب   طول،  به  ضخامت   نسبت  عرض،

ورق    ارتعاشی  رفتار  بر  شدهاصلاح  مختلف  هایتئوری  واسکمپتون    ضریب

 توان نتیجه گرفت که: پروالاستیک، می مرکب

.  شودمی  سیستم  طبیعی  فرکانس   کاهش   سبب  تخلخل  ضریب   افزایش  (1

  را   سیستم  سختی  تخلخل،   ضریب   افزایش  که   داد   نشان  آمده   دست   به   نتایج 

  طور   به   اما.  یابدمی  کاهش  سیستم  فرکانسی   پاسخ   نتیجه  در   و  داده  کاهش 

  و   شده  سیستم  استحکام  و  سختی  افزایش  باعث  تخلخل  ضریب  کاهش   عکس،

 . یابندمی کاهش فرکانس آن ی نتیجه در

  در   و  شده  سازه   سختی  افزایش   باعث  بایوت،  مؤثر   تنش  ضریب   افزایش  (2

  مؤثر   تنش   ضریب  کاهش   با   همچنین.  یابندمی  افزایش   ها فرکانس  نتیجه 

  ارتعاشی   پاسخ  ،نتیجه  در  و  یافته  کاهش   سیستم  سختی  ماتریس  بایوت، 

 . شوندمی کوچک نیز سیستم

  نتیجه  در  و شده  سازه   سختی افزایش باعث  ، اسکمپتون ضریب   افزایش (3

  ماتریس   ،اسکمپتون  ضریب  کاهش  با   چنینهم.  یابندمی  افزایش  هافرکانس

  کوچک   نیز  سیستم  ارتعاشی  پاسخ  ،نتیجه   در   و  یافته   کاهش   سیستم  سختی

 .شوندمی

.  باشدمی  یکدیگر  عکس  شدگی،جفت  ضریب  و  تخلخل  ضریب  تاثیر  (4

  شدن   ترنرم  سبب  تخلخل  ضریب  افزایش  که  داد  نشان  شده  ارائه  نمودارهای

  ضریب   افزایش  عکس،   طور  به  اما   شودمی  فرکانس   کاهش   نتیجه  در   و  سازه 

  ارتعاشی   پاسخ   افزایش  ، نتیجه  در  و  سیستم  سختی  افزایش   باعث  شدگیجفت

 .شودمی سیستم
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  در .  یابدمی  افزایش   ورق   فرکانس   ورق،   عرض   به   طول   نسبت  افزایش   با  (5

  در   و  یافته  کاهش  سیستم  آزادی  درجات  ورق،  عرض  کاهش  با  ثابت   طول

 سیستم،  سختی  افزایش   با  نتیجه  در.  یابدمی  افزایش   سیستم  سختی  نتیجه 

  فرکانس   افزایش  که  دهدمی  نشان  تغییرات  روند.  یابدمی  افزایش   نیز  فرکانس 

  افزایش  با  اما  ؛است  همراه  ملایمی  شیب  با   کمتر  عرض  به  طول  های نسبت  در

 . شودمی بیشتر  تغییرات شیب  عرض  به   طول نسبت
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