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 چکیده

فروروی نانو مطرح های  ها در زمینه تستترین چالشبدست آوردن خواص مکانیکی به کمک نتایج حاصل از آزمایش، به عنوان یکی از عمده 

های مؤثر در این زمینه های محدود، یکی از راه حلاست. استفاده از روش هیبرید بوسیله ترکیب نتایج تجربی فروروی نانو با آنالیز المان

آنالیز  باشد. لذا به منظور استخراج خواص مکانیکی مواد به کمک نتایج تست فروروی نانو، یک روش صریح مبتنی بر روش اصلاح شده می

های منحصر به فرد ابعادی در این مقاله توسعه داده شده است. مزیت عمده استفاده از این روش نسبت به روش های موجود در ارائه جواب

باشد. در این مقاله با اعمال این روش در مورد تیتانیوم های تکرار و همچنین کاهش قابل توجه در حجم محاسبات میبدون نیاز به روش

، خواص حالت پلاستیک )تنش تسلیم و مدول سخت شوندگی کرنشی( برای یک نمونه محاسبه شده است. برای اولین بار آنالیز خالص

بعد( مورد استفاده قرار گرفت و در تحلیل المان محدود، فرم کلی معادله ابعادی برای الگوی معادله ساختاری دو خطی )با دو پارامتر بی

همترین خاصیت حالت پلاستیک یعنی تنش تسلیم با تطابق بسیار خوبی با مقادیر مرجع استخراج گردید. در کوک بکار رفت و م-جانسون

جریان حل، روش جدیدی در آنالیز خطا بر مبنای محاسبه برآیند خطای کلی و بدست آوردن اکسترمم خطاها در بازه تمام فضای پارامتری 

. همچنین برای کالیبره نمودن حل به تنظیم شرایط مهم مسئله مانند شعاع نوک فرورونده با موفقیت توسعه داده شده و به کار گرفته شد

 شود.تری با واقعیت مینانومتر منجر به جواب منطبق 200گیری شده است که استفاده از شعاع بالاتر از اقدام شده و نتیجه
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Abstract 

One of the main challenges in nanoindentation tests is to work-out a method in order to obtain the material properties 

through the test results. Using a hybrid method which combines the experimental results of nanoindentation tests 

with FEM analysis is considered as one of the main solutions for this problem. In order to calculate the mechanical 
properties, an explicit method was developed on the basis of modified dimensional analysis method. The main 

advantage of this method is to provide unique answers without any need for iteration so that it would minimize the 

calculations significantly. In this paper, the mechanical properties of Titanium sample in plastic phase (yield stress 
and strain hardening Module) are calculated by utilizing this method. For the first time, the dimensional analysis 

was used for the bilinear constitutive equation (with two dimensionless parameters), and in the finite element 

analysis, the general form of the Johnson-Cook equation was utilized. The most important property of plastic state, 
namely, the yield stress, was extracted in proper agreement with reference values. In the process of solving, a new 

method for error analysis based on calculating the resultant errors and determining the extremum error in the entire 

range of parameters was successfully developed and applied. Finally, in order to calibrate the solution, it was also 
proposed to set up the critical conditions of the problem, such as the indenter tip radius. It was concluded that the 

use of a radius more than 200 nm leads to a more consistent response to the experiment. 
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 مقدمه -1

ای های اندازه گیری بر مبنای فروروی در مقیاس نانو که منحنی پیوستهروش

-بدست می hبه صورت تابعی از عمق فروروی  Pاز تغییرات نیروی فروروی 

توان های اخیر مورد توجه زیادی قرار گرفته اند. این توجه را میهند، در سالد

های پوشش میکرونی عمدتا به غیر مخرب بودن و کاربرد این روش برای لایه

نسبت داد که باعث گسترش کاربردهای قابل ملاحظه آن در صنایع مختلف 

های ناشی . از طرفی بسیاری از این کاربردها متاثر از محدودیت[1] شده است

. [2]  باشدبودن ارائه تفسیر روشنی از نتایج تست می  از پیچیدگی روش و دشوار

یکی از مهمترین کاربردهای این روش در بدست آوردن خواص مکانیکی ماده 

مورد آزمایش نظیر: مدول الاستیسیته، تنش تسلیم، مدول سخت شوندگی 

و به همین ترتیب چقرمگی   2وندگی کرنشیشو توان سخت [3]  1کرنشی

 . [4] باشدمی 3شکست

در این زمینه مطالعات جامع تحلیلی و محاسباتی زیادی برای توضیح 

انجام شده که  4مکانیک تماسی و نحوه تغییر شکل در حین فرآیند فروروی نانو

عمق فروروی -هدف از آن عمدتا استخراج خواص مکانیکی مواد از منحنی نیرو

توان سختی و مدول الاستیسیته را با . به عنوان مثال می[5-10] بوده است

استفاده از ماکزیمم بار و شیب منحنی باربرداری مطابق با روش پیشنهادی 

بدست آورد. این  [11] (1986) 6و دورنر و نیکس [5] (1992)5اولیور و فار

راهکارها بر اساس حل تحلیلی ارائه شده توسط اسندون برای مسئله تماس 

های . پس از دوران اولیه توسعه فرایند فروروی نانو، روش[12] ارائه شده است

و دهه اول قرن حاضر میلادی برای استخراج خواص  90دیگری در طول دهه 

اند که مبنای همه آنها مقایسه نتایج شبیه سازی ک ابداع شدهحالت پلاستی

های تجربی است. در این روش، پارامترهای المان محدود با نتایج حاصل از تست

مؤثر بر شکل منحنی بارگذاری و باربرداری حاصل از نتایج المان محدود را 

موفق به ارائه مدلی تحلیلی شده اند  [8]توان بدست آورد. دائو و همکاران می

که با استفاده از آن می توان ارتباط بین خواص مکانیکی و نتایج تست فروروی 

نانو را برقرار نمود لیکن این روش به هیچ وجه حالت عمومی نداشته و به سختی 

 7همگرا می شود. با استفاده از روش ارائه شده توسط جیاناکوپولوس و سورش

می توان خواص الاستیک و پلاستیک و همچنین با استفاده از روش سورش   [9]

می توان تنش پسماند را محاسبه نمود. در ادامه این  [13] 8و جیاناکوپولوس

برای بدست آوردن رفتار  9از روش آنالیز معکوس [14] کار اشتاوس و همکاران

پلاستیک لایه های نازک، پوشش ها و وسایل میکروالکترومکانیکی -الاستیک

ی مربوط به حل این مسئله، استفاده نمودند. با مرتفع نشدن اشکالات ساختار

ها در این زمینه توسط بسیاری از محققین در دهه اخیر نیز ادامه یافته تلاش

 است.

دهد که منطبق های حل عددی نشان میمطالعات گسترده در مورد روش

ترین روشی که در این زمینه کارآئی خود را به اثبات رسانده است روش آنالیز 

جزو نخستین محققانی است که موفق به  [2 ,6]ابعادی است. چنگ و چنگ 

روی نانو اعمال روش آنالیز ابعادی برای استخراج پارامترهای بی بعد فرآیند فرو

شده اند. با وجود اینکه این روش از نظر تئوری قابلیت حل کامل و منحصر به 

فرد را داراست اما استخراج نتایج دقیق از آن در عمل با مشکل مواجه بوده 

ها در این زمینه از منطبق نبودن کامل حل المان است. یکی از مهمترین چالش

فروروی ناشی -ل منحنی نیرومحدود با نتایج تجربی به خصوص از نظر شک

 
1 Strain hardening module 
2 Strain hardening exponent 
3 Fracture toughness 
4 Nanoindentation 
5 Oliver and Pharr 

شود. تعدادی از محققین با ایجاد تنوع در شرایط آزمایش مانند تغییر در می

نوع فرورونده سعی نموده اند این مشکل را مرتفع نمایند. همچنین برای حل 

این مشکل ناچار به حل مسائل پیچیده غیر خطی چند مجهولی بوده اند که 

 [15]آورد. برای مثال هاینریش و همکاران مغایرت های مذکور را پدید می

موفق به ارائه الگوریتمی به نام الگوریتم آنالیز معکوس برای ایجاد همگرائی در 

حل و بدست آوردن خواص مکانیکی شده اند و این کار توسط گروه سورش و 

تعدادی از محققین جیاناکوپولوس نیز دنبال شده است. این الگوریتم توسط 

بعدا به همین منظور به کار گرفته شده است.  [16]مانند آنتونس و همکاران 

کنند لازم به ذکر است که اکثر روش های گفته شده بر مبنای تکرار عمل می

و از تعداد زیادی پارامتر بی بعد برای رسیدن به جواب استفاده می کنند لذا در 

 عین حال بایستی شرایط همگرائی را نیز ارضا نمایند. 

در کل مشکل استخراج خواص مکانیکی از نتایج فروروی نانو تاکنون پا 

قاله با برجا مانده و راه حل قطعی برای این مسئله ارائه نشده است. در این م

استفاده از رویکردی جدید در روش آنالیز ابعادی ابتدا روش را ساده سازی 

نموده و سپس با انجام حجم قابل قبولی از محاسبات به محاسبه مقادیر 

پارامترهای رفتار پلاستیک به کمک نتایج تجربی و تحلیل المان محدود 

ج تجربی را با حل شود. برای این منظور یک روش هیبرید که نتایپرداخته می

دهد توسعه داده شده است. در این روش با اعمال المان محدود پیوند می

فرضیات جدید در آنالیز ابعادی و مینیمم نمودن تعدادی از خطاهای تعریف 

آید و بدین وسیله های قابل اعتماد و منحصر به فردی بدست میشده، جواب

مواد نانو ارائه می شود. علاوه  راه حلی برای یکی از چالش های عمده مکانیک

-های لازم یعنی یک منحنی نیروبر این تمامی این نتایج بر اساس حداقل داده

 عمق فروروی بدست آمده از یک نوع فرورونده حاصل خواهد شد.

 

 روش آنالیز ابعادی اصلاح شده -2

بنای روش آنالیز ابعادی متداول در دوران اولیه تحلیل فروروی نانو عمدتا بر م

. این رویکرد به [17]استفاده از معادله ساختاری توانی پایه گذاری شده است 

دلیل اعتقاد برخی از محققان مبنی بر اینکه این معادله ساختاری نتایج بهتری 

. با روش حاضر [18] دهد دنبال شده استبدست می 10نسبت معادله دوخطی

استفاده از هر دو نوع معادله ساختاری مورد آزمایش قرار گرفته و نشان داده 

شده است که استفاده از هر دو فرم معادله ساختاری منجر به نتایجی با دقت 

مواد گردد. با توجه به استفاده از معادله دوخطی برای بیان رفتار قابل قبول می

، [19] خالص در تعداد زیادی از کارهای تحقیقی معتبر مانند کار لیچینچی

، لذا در [21]  و کار بعدی پلتیه  [18]، پلتیه و همکاران  [20]پاتل و کالیدیندی  

این مقاله، معادله دوخطی برای بیان مشخصه رفتاری ماده خالص مورد استفاده 

 است.قرار گرفته

ترین سازی، اساسیتعریف پارامترهای مجهول به عنوان کاندید برای بی بعد

ای قبلی مسئله در فرمولسازی روش آنالیز ابعادی است. تقریبا در تمامی کاره

از سه پارامتر، یکی در ناحیه الاستیک )مدول یانگ( و دو تای دیگر در ناحیه 

پلاستیک )ضریب سخت شوندگی کرنشی و توان سخت شوندگی کرنشی( 

استفاده شده است که اولی با استفاده از منحنی بارگذاری و دو پارامتر بعدی با 

.  [2 ,10] آیندبدست می استفاده از منحنی فاز باربرداری )یا هر دو منحنی(

ای از منحنی حاصل از فرآیند فروروی نانو نشان داده شده نمونه 1در شکل 

6 Doerner and Nix 
7 Giannakopoulos and Suresh 
8 Suresh and Giannakopoulos  
9 Reverse Analysis 
10 Bilinear Constitutive Equation 
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است. با توجه به اینکه معمولا منحنی باربرداری و به خصوص نقطه انتهای این 

منحنی تفاوت زیادی با نتایج تجربی دارد لذا این مسئله یکی از منابع مهم 

 واگرائی در حل خواهد شد. 

-در روش اصلاح شده آنالیز ابعادی، مدول الاستیسیته با استفاده از روش

آید زیرا قبلا ثابت شده است که دارند بدست میهای متداول که دقت بالائی 

توان با استفاده از شیب ابتدای منحنی باربرداری به طور این پارامتر را می

های معلوم مسئله در . بنابراین مدول یانگ جزء پارامتر[6]  مستقیم بدست آورد

های بارگذاری و باربرداری برای حنیشود. بدین ترتیب از مننظر گرفته می

گردد. منحنی اصلی در بدست آوردن دو پارامتر حالت پلاستیک استفاده می

شود که این مقدار در محاسبات دچار پدیده خزش می 1ناحیه نگهداری نیرو

مربوط به انرژی نباید در نظر گرفته شود و باید از منحنی اصلاح شده با حذف 

 مود.مقدار خزش استفاده ن

 

 
1 Holding course 
2 Buckingham- Π Theorem 

از  Π2 -های بی بعد به کمک تئوری باکینگهاماصولا کار استخراج پارامتر

شود که در این مقاله برای اولین بار، این تئوری طریق آنالیز ابعادی انجام می

تئوری دو پارامتر برای معادله ساختاری دوخطی اعمال گردید. طبق قواعد این  

های بعد برای این منظور کافی خواهد بود که یکی از پارامترها وابسته به دادهبی

های هر دو فاز بارگذاری و باربرداری فاز بارگذاری و دیگری وابسته به داده

شود. برای انجام این کار ابتدا معادله ساختاری را به فرم کلی دو انتخاب می

 داد: توان نشانخطی ذیل می

(1) {
𝜎 = 𝐸𝜀   𝐹𝑜𝑟 𝜎 ≤ 𝑌

𝜎 = 𝐷 + 𝐵𝜀  𝐹𝑜𝑟 𝜎 ≥ 𝑌
  

به  Bو  Dمدول الاستیسیته و  𝐸به ترتیب تنش و کرنش،  𝜀و   𝜎که در آن 

باشد. استفاده از این فرم ترتیب ضرایب معادله خطی ناحیه پلاستیک می

انو منجر به معادلات در نرم افزارهای المان محدود برای آنالیز فرآیند فروروی ن 

تولید منحنی تغییرات نیرو بر حسب عمق فروروی خواهد شد که نشان دهنده 

 باشد:های زیر میتابعی با وابستگی

(2 ) 𝑃 = 𝑓(𝐷, 𝐵, 𝐸, ℎ, 𝜈, 𝛼) 

دهنده رژیم وابستگی دیگر نشان 𝑓نیروی فروروی به عنوان تابع و   Pکه در آن   

به ترتیب، عمق فروروی، ضریب  𝛼 وℎ ، 𝜈باشد. پارامترهای پارامترها به تابع می

دهند. نظر به اینکه در تحلیل پواسون و زاویه مخروط فرورونده را نشان می

حاضر از یک ماده و یک نوع فرورونده استفاده خواهد شد لذا دو پارامتر اخیر 

خواهند داشت. بعد نمقادیری ثابت خواهند بود و تاثیری در تعیین پارامترهای بی

توان میΠ -بنابراین با استفاده از اصول آنالیز ابعادی و تئوری باکینگهام

 پارامترهای زیر را پیشنهاد نمود:

(3) 
{

𝛱1 = 𝐸
𝑎ℎ𝑏𝑃

𝛱2 = 𝐸
𝑐ℎ𝑑𝐷

𝛱3 = 𝐸
𝑒ℎ𝑓𝐵

 

توان با استفاده از قواعد آنالیز ابعادی به را می 𝑓 و 𝑎  ،𝑏  ،𝑐  ، 𝑑، 𝑒های توان

بعد شوند. پس از حل بدست آورد که پارامترهای سه گانه فوق بیای گونه

 خواهیم داشت:

(4      ) {
 
 

 
     𝛱1 =

𝑃

𝐸ℎ2

𝛱2 =
𝐷

𝐸

𝛱3 =
𝐵

𝐸

 

 توان بین این سه پارامتر نوشت:و رابطه زیر را می

(5) Π1 = 𝑓1(Π2, Π3, 𝜈, 𝛼) 

 صورت بازنویسی کرد:توان یکی از روابط اصلی را بدینلذا می

(6) 𝛱𝛼 (
𝐷

𝐸
,
𝐵

𝐸
, 𝜈, 𝜃) =

𝑃

𝐸ℎ2
=
𝐶

𝐸
 

به عنوان ضریب منحنی سهمی معادله منحنی بارگذاری به صورت  Cپارامتر 

𝑃 = 𝐶ℎ2 باشد. فرم معادله درجه دو در تطابق کامل با نتایج تجربی تعداد می

های ترین شاخصهبه عنوان یکی از اساسی  Cزیادی آزمایش قرار دارد و پارامتر  

-. برای بدست آوردن این پارامتر می[9 ,7]  شودروش آنالیز ابعادی شناخته می

های تجربی و آنالیز عددی استفاده نمود و برای این کار روش ادهوان از دت

دهد. مطابق با این روش وقتی نتایج خوبی به دست می 3مینیمم مربعات خطا

های حاصله، با منحنی سهمی ایده آل مقایسه شود مقدار خطا در هر نقطه داده

𝑒𝑃از رابطه  = 𝑃𝑖 − 𝐶ℎ𝑖
آید و بنابراین جمع مربعات این مقدار بدست می 2

 خطا برای کلیه نقاط برابر خواهد بود با:

3 Error Least square Method 

 

 
 

Fig. 1 Nanoindentation loading and unloading curves and energy of 
each course, with creep (top) and without creep (bottom) 

-های فازهای بارگذاری و باربرداری در فرآیند فروروی نانو و انرژیمنحنی 1شکل 

 در حالت با خزش )منحنی بالا( و بدون خزش )منحنی پایین( ای مختلفه
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(7) 
𝑆𝑟 =∑(𝑃𝑖 − 𝐶ℎ𝑖

2)
2

𝑛

𝑖=1

 

 با بهینه سازی مقدار جمع مربعات خطا )کمینه کردن(، رابطه زیر 

 

(8) 
𝑑𝑆𝑟
𝑑𝐶

=∑−2ℎ𝑖
2(𝑃𝑖 − 𝐶ℎ𝑖

2)

𝑛

𝑖=1

= 0 

 

را با شرط مینیمم بودن  Cتوان مقدار پارامتر شود و در نتیجه میحاصل می

 مقدار خطا از رابطه زیر بدست آورد:

 

(9) 𝐶 =
∑ 𝑃𝑖ℎ𝑖

2𝑛
𝑖=1

∑ ℎ𝑖
4𝑛

𝑖=1

 

 

رسد پس از تعیین پارامتر بی بعد اول نوبت به محاسبه پارامتر بی بعد دوم  می

که به جهت افزایش دقت در حل مسئله باید فاز باربرداری در فرآیند فروروی 

شود که گیرد. به روشی مشابه قبل تابعی در نظر گرفته مینانو را نیز در بر 

به عنوان نقطه شروع منحنی  ℎ𝑚𝑎𝑥 علاوه بر پارامترهای قبلی شامل پارامتر 

 سهمی باربرداری نیز باشد و خواهیم داشت:

 

(10) 𝑃 = 𝑓(𝐷, 𝐵, 𝐸, ℎ, ℎ𝑚𝑎𝑥 , 𝜈, 𝛼) 

 

کند که پارامتر جدیدی اعمال روش آنالیز ابعادی در مورد این تابع ایجاب می

 با وابستگی جدید به صورت زیر تعریف گردد:

 

(11) 𝛱4 = 𝐸
𝑔ℎ𝑖ℎ𝑚𝑎𝑥 

سازی است. حل دستگاه معادلات بعدهای لازم برای بیتوان 𝑖و  𝑔که در آن 

بعد جدید به صورت زیر شود و فرم کلی رابطه بیمرتبط به جواب زیر منجر می

 آید:در می

 

(12) 𝛱4 =
ℎ

ℎ𝑚𝑎𝑥
 

 

(13) 𝛱𝛽 (
𝐷

𝐸
,
𝐵

𝐸
,
ℎ

ℎ𝑚𝑎𝑥
, 𝜈, 𝜃) =

𝑃

𝐸ℎ2
=
𝐶

𝐸
 

 

 توان رابطه فوق را معکوس نمود:بر طبق قواعد موجود در آنالیز ابعادی می

 

(14) 𝛱𝛾 (
𝐷

𝐸
,
𝐵

𝐸
,
𝑃

𝐸ℎ2
, 𝜈, 𝜃) =

ℎ

ℎ𝑚𝑎𝑥
 

 

ℎبا اعمال شرط مرزی  = ℎ𝑟  در موقعی که𝑃 = توان به رابطه باشد میمی 0

 یافت:مفید زیر دست 

 

(15) 𝛱𝛿 (
𝐷

𝐸
,
𝐵

𝐸
, 𝜈, 𝜃) =

ℎ𝑟
ℎ𝑚𝑎𝑥

 

 

توان با در نظر گرفتن دو می Bو  Dبا وجود دو پارامتر مجهول در مسئله یعنی 

آنها را بدست آورد. از طرفی با محاسبه مقادیر انرژی  Πδو  Παتابع بی بعد 

های شود که تناسب خطی بین نسبتفازهای بارگذاری و باربرداری نتیجه می

hr/hmax  وWP/WT   توان و حتی در بعضی مواقع خاص می  [17]وجود دارد

 
1 Modified Dimensional Analysis Method 

توان رابطه اخیر را . با این جایگزینی می[8] آنها را با هم برابر در نظر گرفت

 چنین بازنویسی کرد:

 

(16) Πω (
D

E
,
B

E
, ν, θ) =

WT −WU

WT
=
WP

WT
 

 

 WPانرژی حالت باربرداری و   WUانرژی حالت بارگذاری،   WTکه در آن 

خود برابر  WP/WTباشد. لازم به ذکر است که نسبت تفاضل این دو انرژی می

های رفت و برگشت به مساحت زیر های محصور بین منحنیبا نسبت مساحت

گیری توان با انتگرالباشد. این مقادیر را میمی 1منحنی رفت مطابق با شکل 

𝑊𝑇به صورت:  P-hاز منحنی  = ∫ 𝑃𝑑ℎ
𝐿𝑜𝑎𝑑𝑖𝑛𝑔

𝑊𝑈و    =

∫ 𝑃𝑑ℎ
𝑈𝑛𝑙𝑜𝑎𝑑𝑖𝑛𝑔

 بدست آورد. 

با توجه به اینکه حل همزمان معادلات غیر خطی و فاقد ضابطه مشخص 

های کلاسیک مستلزم تعداد زیادی تکرار فوق )یعنی معادلات عددی( با روش

باشد لذا از روش آنالیز ابعادی اصلاح و حجم بسیار بالائی محاسبات می

شود. برای این کار دو دسته فاده میبرای این منظور است 1MDAMشده

 معادلات زیر باید به طور همزمان حل شوند:

 

 

 

(17) 

 

 

 
(18) 

{
 

 
𝐶

𝐸
= (

𝐶

𝐸
)
𝑒𝑥𝑝.

𝛱𝛼 (
𝐷

𝐸
,
𝐵

𝐸
, 𝜈, 𝜃) =

𝐶

𝐸

 

{

𝑊𝑃
𝑊𝑇
⁄ = (

𝑊𝑃
𝑊𝑇
⁄ )

𝑒𝑥𝑝.

𝛱𝜔 (
𝐷

𝐸
,
𝐵

𝐸
, 𝜈, 𝜃) =

𝑊𝑃

𝑊𝑇

 

 

آزمایش های حاصل از نتایج دهنده دادهنشان .expدر این معادلات بالانویس 

باشد. حل هر یک از دستگاه معادلات فوق از نظر تئوری منجر به بینهایت می

 𝛱𝛼توانند شرط برابر بودن خواهد شد که می  (D,B)های  جواب به صورت زوج

حاصل از تحلیل المان محدود را با مقادیر تجربی برآورده نمایند.   𝛱𝜔یا 

بزرگترین چالش در این روش، انتخاب زوجی از پارامترهای معادله ساختاری 

باشد. این زوج جواب، زوجی دهنده خواص واقعی ماده میخواهد بود که نشان

یر متناظر برگرفته برابر با مقاد 𝛱𝜔و  𝛱𝛼خواهد بود که به طور همزمان مقادیر 

از نتایج تجربی را دارا باشد. به عبارت دیگر این زوج ، جواب دستگاه معادلات 

 زیر خواهد بود:

 

(19) {
  
 

  
 
𝐶

𝐸
= (

𝐶

𝐸
)
𝑒𝑥𝑝.

 ,
𝑊𝑃

𝑊𝑇
⁄ = (

𝑊𝑃
𝑊𝑇
⁄ )

𝑒𝑥𝑝.

  

𝛱𝛼 (
𝐷

𝐸
,
𝐵

𝐸
, 𝜈, 𝜃) =

𝐶

𝐸

𝛱𝜔 (
𝐷

𝐸
,
𝐵

𝐸
, 𝜈, 𝜃) =

𝑊𝑃

𝑊𝑇

 

 

های باید با استفاده از روشدستگاه معادلات فوق از نوع غیر خطی است که 

مناسب محاسبات عددی حل شود. وجود جواب برای دستگاه معادلات فوق 

مستلزم اینست که حل المان محدود باید قادر باشد نتایجی ایجاد نماید که 

های بارگذاری و باربرداری آنها با نتایج تجربی کاملا منطبق باشد. از منحنی

تحلیل و کارهای تحقیقاتی چنین انطباقی را آنجایی که نتایج تعداد زیادی 

های معادلات فوق غالبا نقطه های دستگاهدهد لذا دسته جوابنشان نمی
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دهد. لذا برای حل این مشکل و یافتن جواب برای مسئله مشترکی بدست نمی

توان مقدار خطای موجود در نتایج را به کمترین مقدار ممکن محدود نمود. می

شود ولی به ین راه حل به جواب قطعی برای مسئله منجر نمیبا وجود اینکه ا

های حل موجود به سهولت بهترین جواب ممکن منتهی خواهد شد که روش

باشند. با استفاده از الگوریتم مقدار مینیمم خطای قادر به دستیابی به آن نمی

در محدوده تغییرات   Π𝛿و   Π𝛼بعد برآیند، مقدار خطاهای دو پارامتر بی

پارامترهای مجهول محاسبه شده و نقطه جواب نقطه ای خواهد بود که دارای 

خطای ترکیبی حداقل نسبت به دیگر نقاط باشد. خطای مربوط به انحنای 

 منحنی نسبت به حالت تجربی عبارت است از:

 

(20) 𝑒(𝐶/𝐸) =
𝐶𝑒𝑥𝑝/𝐸 − 𝐶𝑛𝑢𝑚/𝐸

𝐶𝑒𝑥𝑝/𝐸
 

 

باشند نماینده ضریب انحناهای تجربی و عددی می .𝐶𝑛𝑢𝑚و  .𝐶𝑒𝑥𝑝که در آن 

های های مصرف شده برای حالتو به همین ترتیب خطای نسبت انرژی

 توان چنین بدست آورد:الاستیک و پلاستیک را می

 

(21) 
𝑒(𝑊𝑃/𝑊𝑇) =

𝑊𝑃

𝑊𝑇

𝑒𝑥𝑝.
−
𝑊𝑃

𝑊𝑇

𝑛𝑢𝑚.

𝑊𝑃

𝑊𝑇

𝑒𝑥𝑝.  

 

باشد. با های حاصل از نتایج حل عددی مینشاندهنده داده .numبالانویس 

توجه به اینکه اندازه هر یک از مقادیر خطای فوق ممکن است از نظر علامت 

متفاوت باشد لذا تجمیع اثرات خطاهای فوق باید با در نظر گرفتن مقدار قدر 

تجمیع   مطلق آنها صورت گیرد. در این راستا به عنوان معیاری قابل قبول برای

را با محاسبه ریشه جمع مربعات  𝑒𝑟𝑡𝑒، 1توان برآیند کلی خطاهامقادیر خطا می

 آنها در نظر گرفت:

 

(22) 𝑒𝑟𝑡𝑒 = √[𝑒(𝐶/𝐸)]
2 + [𝑒(𝑊𝑃/𝑊𝑇)]

2 

 

به ازای تمامی مقادیر  𝑒𝑟𝑡𝑒های مقدار جواب نهائی از محاسبه مینیمم مینیمم

(D,B) ای خطا در تمامی مقدار برآیند نقطهآید که همان اکسترمم بدست می

 شود.می (23) فضا می باشد که منجر به رابطه

 

(23) 

 

(𝐷, 𝐵) = {(𝐷, 𝐵)|𝑒𝑟𝑡𝑒 = 𝐸𝑥𝑡𝑟𝑒𝑚𝑎(𝑒𝑟𝑡𝑒(𝐷, 𝐵))} 

𝐸𝑥𝑡𝑟𝑒𝑚𝑎(𝑒𝑟𝑡𝑒(𝐷, 𝐵))

= 𝑀𝑖𝑛(𝑀𝑖𝑛(𝑒𝑒𝑟𝑡(𝐵)|𝐷 = 𝑐𝑡𝑒. )) 

 

یا  2"برآیند خطاروش مینیمم "در این مقاله از این روش یا الگوریتم به نام 

MREM .نام برده خواهد شد 

 

 تست فروروی نانو  -3

برای بررسی عملکرد روش اصلاح شده آنالیز عددی، یک ماده خالص با خواصی 

مشخص قبلا مورد آزمایش قرار گرفته و نتایج آن برای استخراج خصوصیات 

است. ماده تیتانیوم خالص توسط یک دستگاه با مارک مکانیکی استفاده شده

Nanoindenter XP ای مورد آزمایش نوک الماسه 3با یک فرورونده برکوویچ

ای شدن بوسیله محلولی محتوی ذرات قرار گرفته است. ابتدا نمونه تا حد آینه

 
1 Resultant of Total Errors 
2 Minimum Resultant Error Method 

که صافی متوسط میکرومتر صیقل داده شده است به طوری 3الماس تا سایز 

 است. نانومتر رسیده 30حد سطح به 
 

 

سپس نمونه با روش التراسونیک در استون شسته و تمیز شده است. 

نانومتر اسمی انجام شده که در عمل، عمق نهائی در  100آزمایش تا عمق 

 µN 0.3نانومتر بدست آمده است. دقت دستگاه از نظر نیرو در حد    107حدود  

تست فروروی   10بوده است. برای نمونه حد اقل    nm 0.16و از نظر عمق در حد  

عمق فروروی در نظر گرفته -انجام شده و متوسط نتایج در ترسیم منحنی نیرو

 2های انجام شده برای ماده تیتانیوم خالص در شکل شده است. نتایج تست

 .[18] نشان داده شده است

فروروی  5د با توجه به اینکه معمولا در اندازه گیری فروروی نانو از تعدا

 توانمی اتفاقی فروروی 10 تعداد انتخاب شود لذا بابرای هر نمونه استفاده می

 سطح مختلف شرایط کننده منعکس نتایج حصول به نسبت زیادی حدود تا

   .[22,21,18]نمود  حاصل اطمینان هادانه مرز و داخل شامل

مقدار مدول  P-hهمچنین با استفاده از داده های تجربی منحنی 

بدست می آید که انطباق خوبی با نتایج حاصل از  GPa 130الاستیسیته برابر 

 2تست های کشش نشان می دهد. باید توجه داشت که در رسم منحنی شکل  

د از اثر خزش که در نقطه نوک منحنی در اثر ثابت نگهداشتن مقدار نیرو ایجا

را  Cتوان پارامتر های منحنی میشود صرفنظر شده است. با توجه به دادهمی

را با   WP/WTو پارامتر  GPa 123.5با روش مینیمم مربعات خطا برابر 

این مقادیر به   بدست آورد.  0.7863گیری سطوح زیر منحنی برابرانتگرال

 فت.( به کار خواهند ر19عنوان مبنا برای حل دستگاه معادلات )

 

 آنالیز المان محدود -4

های لازم برای ایجاد مدل مناسب باید ماده نمونه و فرورونده با رعایت دقت

ها در المان محدود با استفاده از فرض مدلسازی شوند. بسیاری از مدلسازی

3 Berkovich 

 
Fig. 2 P-h Diagram obtained from Nanoindentation testing results for 
a pure Titanium sample in maximum indentation depth of 107 nm 

based on the experimental data of Pelletier et al. [18] 
 یک نمونه تیتانیوم  یحاصل از تست تجرب یعمق فرورو-یرون یمنحن 2شکل 

 107با استفاده از نتایج آزمایش فروروی نانو در ماکزیمم عمق فروروی  خالص

nm  [18]های تجربی پلتیه و همکاران بر اساس داده 
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. با وجود این [23,14-25] شوندتقارن محوری و به صورت دو بعدی انجام می

. در [26-29]اندهای سه بعدی نیز استفاده نمودهمحققین از مدلتعداد کمی از  

( و همچنین در اغلب کارهای تحقیقاتی بعدی 1998و همکاران ) 1کار لیچینچی

ثابت شده است که تفاوت بسیار کمی بین نتایج این دو نوع تحلیل خصوصا 

 . [19] برای فرورونده برکوویچ وجود دارد

با استفاده شده است.   ABAQUSبرای تحلیل المان محدود از نرم افزار 

توجه به اینکه فرآیند فروروی نانو به صورت شبه استاتیکی انجام می شود لذا 

می توان مسئله را به صورت دینامیکی صریح یا ضمنی و نیز به صورت شبه 

در حالت استاتیکی  استاتیکی با لحاظ پارامتر زمان حل نمود. لذا تحلیل حاضر

انجام شده است که در آن برای لحاظ شدن تغییرات  ABAQUSنرم افزار 

استفاده شده است.  2جابجائی فرورونده در طول فرآیند از تابع توزیع مثلثی

در بدین ترتیب اثرات زمان به صورت شبه استاتیکی در نظر گرفته شده است. 

های چهارگوش و مثلثی که  قابلیت مدلسازی متقارن محوری از ترکیبی از المان

ها دارد استفاده شده است تا بتوان ای در ریز نمودن شبکه المانفوق العاده

ها در ایجاد همگرائی بهتر جود آورد. سایز المانهمگرائی زودهنگام در حل را بو

و کاهش خطای ناشی از حل عددی بسیار مؤثر است به خصوص اگر سایز 

ها در مجاورت نوک فرورونده ها با تغییرات شکل قابل مقایسه باشد. المانالمان

تر باشند تا بتوان گرادیان شدید تغییرات تنش و کرنش باید دارای سایز کوچک

ها برای شبکه بندی المان3 سازی نمود. در شکل ن ناحیه را با دقت شبیهدر ای

متناسب با عمق فروروی تا حد نانو در مجاورت  1mm x 1mmبلوکی به ابعاد 

 نوک فرورونده نشان داده شده است.

 

 

 

 
 

Fig. 3 Meshing of the pure bulk material and element arrangement 

in gradient variation so that the refinement of the mesh is maximum 

at the vicinity of indenter tip contact 
 

ها به صورت گرادیانی نحوه مش بندی ماده خالص با تنظیم تراکم المان  3شکل 

های واقع در محل تماس نوک فرورونده و اطراف آن به حد که در آن ریزی المان 

 اکثر می رسد.
 

 

 
1 M. Lichinchi 

 

ها برای حل مسئله حاضر، چهار نوع مش بندی با ریز شدن تدریجی المان

 P-hای از نتایج حاصل را به صورت منحنی نمونه 4ایجاد شده است که شکل 

برای ارزیابی حل تحلیلی از نتایج دهد. ها نشان میبندیبرای همه انواع مش 

که در این زمینه کاملا  [19]لیچینچی و همکاران  در کارتحلیل المان محدود 

 شناخته شده و مورد ارجاع عموم محققین می باشد استفاده شده است. 

خطای مقدار نیروی ماکزیمم با حل انجام شده بر اساس این داده ها، 

رسم  5فروروی به عنوان معیاری برای بررسی همگرائی حل در نمودار شکل 

  1.1%دارای خطائی در حدود  4بندی شماره دهد با شبکهشده که نشان می

فاده شود. تواند استباشد و بدین دلیل به عنوان مبنا برای محاسبات بعدی میمی

نوع مش بندی با داده  4با همین  "عمق فروروی-نیرو"همچنین نمودار های 

نشان  6های مسئله حاضر برای تیتانیوم خالص محاسبه شده و نتایج در شکل 

و تعداد   8362ها  ، تعداد گره10342ها  داده شده است. در این مدل تعداد المان

 باشد. می 16405درجات آزادی 

 1nm ×1 nmها در مجاورت نوک فرورونده در حد المانهمچنین سایز 

انتخاب شده که در مقایسه با عمق فروروی، تغییرات هندسی و گرادیان کرنش 

فرورونده برکوویچ در واقع دارای شکل  نسبت بسیار خوبی را نشان می دهد.

باشد ولی در درجه می 65.27یک هرم چهار وجهی با زاویه نیم رأسی برابر 

درجه   70.3مدل متقارن محوری به صورت یک مخروط کامل با زاویه نیم رأس  

ای که تابع سطح تصویر شده به عمق آن برابر با شود به گونهشبیه سازی می

. فرورونده معمولا به صورت یک جسم کاملا [19]  فرورونده برکوویچ اصلی است

شود بدین معنی که تغییر شکل آن در حین فرآیند گرفته میصلب در نظر 

قابل صرفنظر کردن است. اگرچه در بعضی از کارهای تحقیقاتی، فرورونده به 

پذیر در نظر گرفته شده اما تفاوت ناچیزی از نظر صورت یک جسم تغییرشکل

 . [31 ,30]  جواب در مقایسه با شبیه سازی با فرورونده صلب مشاهده شده است

توان نوک فرورونده را به صورت کاملا تیز در از نقطه نظر کار تحلیلی می

ها نسبت به تغییرات شعاع نوک فرورونده بسیار نظر گرفت ولی حساسیت جواب

دهد که باشد. نتایج محاسبات گسترده به کمک المان محدود نشان میزیاد می

تری مقدار کمی شعاع برای نوک فرورونده منجر به نتایج واقعیدر نظر گرفتن 

شود. یک فرورونده برکوویچ معمولا پس از مدتی کارکرد، حالت نوک تیز می

 خود را از دست داده و دارای گردی در لبه خود خواهد شد.

2 Ramp 

 
 

Fig. 4 The P-h curves produced by FEM for 4 different mesh 

refinements on the basis of Lichinchi et al. [19] analysis data 
با   ینوع مش بند 4 یبراتولید شده با روش المان محدود  P-h یمنحن 4شکل 

 [19]   بر اساس داده های تحلیلی لیچینچی و همکاران  هامختلف المان  یزیر  یزانم
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( به عنوان پیشگام تحلیل المان محدود فرآیند 1998لیچینچی و همکاران )

. [19] فروروی نانو، مقادیر انحنای مختلف را در تحلیل خود در نظر گرفتند

 100-200اند که انحنائی به اندازه ( نشان داده1998و همکاران )  1گربریچ

درجه واقع بینانه است   65نانومتر برای یک فرورونده برکوویچ با نیم زاویه راس  

نانومتر   400-100در صورتی که برای فرورونده برکوویچ نرمال، شعاع نوک بین  

 ISO 14577Part 2 & 3. مطابق با استاندارد [32]تر است به واقعیت نزدیک

-150تواند انحنای استانداردی در محدوده  عنوان شده که فرورونده برکوویچ می

200 nm بنابراین برای جستجوی جواب بهینه میزان [33 ,25] داشته باشد .

انتخاب مناسبی برای تحلیل حاضر خواهد   nm 200-50شعاع انحنا در محدوده  

 بود.  

 
1 Gerberich 
2 Pile up 
3 Frictionless 
4 Contact Element 

در نظر گرفتن اصطکاک بین فرورونده و ماده مورد آزمایش در بسیاری از 

گاهی مقدار ضریب اصطکاک برابر  . [27,19]کارهای قبلی مرسوم بوده است

در نظر گرفته شده است. وجود اصطکاک در  [25] 0.6و گاهی برابر  [35] 0.2

این ناحیه باعث جلوگیری از لغزش ماده در سطوح جانبی فرورونده شده و منجر 

. از طرفی [36] شودهای حفره فروروندگی میلبه 2به کاهش مقدار برجستگی

-وابستگی زیادی به منحنی نیرواز نقطه نظر محاسبه خواص مکانیکی ماده که  

لذا در  [37] باشدعمق فروروی دارد تاثیر ضریب اصطکاک بسیار محدود می

بسیاری از کارهای قبلی و به خصوص برای مواد خیلی صلب مقدار آن صفر در 

 لبته باید توجه داشت که استفاده از گزینه. ا[38 ,19] نظر گرفته شده است

باعث اعمال نوعی از شرایط قیدی  ABAQUSدر نرم افزار  3بدون اصطکاک

شود که از جدا شدن سطوح تماس فرورونده و جسم در مواقع ضروری می

 7در شکل باشد. کند که این وضعیت نماینده رفتار واقعی نمیجلوگیری می

نتایج تحلیل با مقادیر مختلف ضریب اصطکاک برای یک حالت نمونه نشان 

ها روی هم منطبق بوده و در بیشترین حالت داده شده که در آن همه منحنی

در کار حاضر با توجه به اینکه مقدار  باشند.می 0.4%دارای اختلافی کمتر از 

ر مثبتی بر نحوه ضریب اصطکاک در نتایج عددی تاثیر زیادی ندارد ولی تاثی

در تحلیل عددی استفاده شده   0.6تغییر شکل پلاستیک می گذارد لذا از مقدار  

 است.

های سطوح خارجی اجسام در حال تماس به صورت سطوح لغزنده با المان

اند به نحوی که سطح در نظر گرفته شده ABAQUSدر نرم افزار  4تماسی

و سطح روئی نمونه به عنوان سطح  5خارجی فرورونده به عنوان سطح مرجع

های قدرتمند تحلیل با تعریف شده است. این قابلیت در کنار الگوریتم 6وابسته

، مزیت فراوانی برای این نرم افزار نسبت به نرم افزارهای 7های بزرگجابجائی

. جهت حرکت رویه [39 ,19] تحلیل المان محدود دیگر بوجود آورده است

کننده این واقعیت تماس از سطح فرورونده به سمت نمونه تعریف شده که بازگو

باشد است که فقط سطح مرجع قابلیت فرو رفتن در سطح وابسته را دارا می

 )شرط صلب بودن فرورونده(.
 

 

 

5 Master 
6 Slave 
7 Large Deformation 

 
 

Fig. 5 Graph of maximum penetration force error versus the type of 

mesh refinement in order to assess the convergence of the model. 
Number of elements, nodes and DOF are mentioned for each mesh 

refinement type. 

مش بندی به عنوان نمودار مقدار خطای نیروی ماکزیمم نسبت به نوع  5شکل 

که در آن تعداد المان، تعداد گره   معیاری برای سنجش همگرائی مدل المان محدود

 و تعداد درجات آزادی برای هر یک از انواع مش درج شده است.

 
 

Fig. 6 The P-h curves produced by FEM for 4 different mesh 

refinements on the basis of Pelletier et al. [18] analysis data 
با   ینوع مش بند 4 یبراتولید شده با روش المان محدود  P-h یمنحن 6شکل 

  [18] بر اساس داده های تحلیلی پلتیه و همکاران هامختلف المان یزیر یزانم

 
Fig. 7 P-h Graph for different friction coefficients as proposed by 
different research works which shows little difference via different 

values 
پیشنهاد نمودار نیرو بر حسب عمق فروروی برای ضرایب مختلف اصطکاک    7شکل  

ی مقادیر مختلف نشان شده در کارهای تحقیقاتی قبلی که تفاوت نامحسوسی برا

 می دهد. 
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های جسم مورد شرایط مرزی مفروض در این مدل عبارت است از: گره

های موازی و ر کف مدل معمولا به صورت کاملا مقید در امتدادآزمایش واقع د

شوند. این فرض به دلیل و جود تکیه عمود بر امتداد نیروی خارجی تعریف می

های واقع روی گاه در کف نمونه و مقید بودن آن در نظر گرفته شده است. گره

فرورونده مقید محور تقارن نیز به طور خودبخود در امتداد عمود بر نیروی 

-نمای شماتیک مدل در حالت سه بعدی با شرایط تکیه 8شوند. در شکل می

 اهی مربوطه نشان داده شده است.گ

توان با استفاده از دو روش کنترل نیرو فازهای بارگذاری و باربرداری را می

تری و کنترل جابجائی ایجاد نمود. روش دوم به طور نسبی به جواب صریح

د زیرا امکان اعمال کنترل بر مقیاس ابعادی فروروی )مثلا میکرو شومنتهی می

به  ABAQUSیا نانو( وجود خواهد داشت. عمق فروروی توسط نرم افزار 

شود که در هر یک از آنها، محاسبات با تعدادی تکرار تعدادی گام تقسیم می

. همچنین [39]  گردد تا سطح یا نرخ قابل قبولی از همگرائی بدست آیدانجام می

های حل و در نتیجه میزان توان بر اندازه گامهای نرم افزار میبه کمک قابلیت

 های لازم را اعمال نمود. دقت جواب کنترل

 

 

 معادله ساختاری  -5

کاملا همگن و ماده جسم تحت آزمایش به پیروی از شرایط واقعی به صورت 

شود. برای بیان خواص رفتاری ماده در مدل المان ایزوتروپیک در نظر گرفته می

. [37] شودپلاستیک استفاده می-محدود معمولا از تعریف مواد الاستیک

معادلات بکار رفته برای بیان سخت شوندگی کرنشی در بسیاری از کارهای 

باشد که این دو فرم پر می [37] محاسباتی به فرم دوخطی یا توانیتحقیقی و 

های موجود برای بیان رفتار پلاستیک در اکثر مواد و به ترین فرماستفاده

توان به باشند. لذا فرم کلی معادلات ساختاری را میخصوص مواد فلزی می

 ای زیر نوشت:صورت دو ضابطه

(24) 
σ = 𝐸𝜀 𝑓𝑜𝑟 𝜎 ≤ 𝜎𝑦 
σ = 𝐷 + 𝐵𝜀𝑛 𝑓𝑜𝑟 𝜎 ≥ 𝜎𝑦 

 

مقدار تنش به ازای کرنش  𝐷مدول الاستیسیته و  𝐸، 9که در آن مطابق شکل  

نیز خصوصیات   𝑛و   𝐵صفر یا عرض از مبدأ معادله ناحیه پلاستیک است. 

باشند. این فرم با سختی کرنشی به نام استحکام و توان سختی کرنشی می

مقداری تغییر در ضرایب، می تواند طیفی از معادلات ساختاری توانی مانند 

را پوشش دهد. در ناحیه الاستیک،  2اوزگود-و رامبرگ 1کوک-معادلات جانسون

 
1 Johnson-cook Constitutive Equation 
2 Ramberg-Osgood Relationship 

ان آن را با استفاده از شیب تومهمترین خاصیت مدول الاستیسیته است که می

 منحنی باربرداری بدست آورد و عبارت است از:

(25) 𝐸 = (1 − 𝜈2)[
𝐸𝑖𝐸𝑟

𝐸𝑟(1−𝜈𝑖
2)−𝐸𝑖

] 

 

به ترتیب  𝐸𝑟 𝐸𝑖 وباشد و مدول الاستیسیته ماده مورد تست میE که در آن 

به ترتیب  𝜈و  𝜈𝑖باشند. همچنین های الاستیسیته مؤثر و فرورونده میمدول

باشد. مدول الاستیسیه ضرایب پواسون مربوط به فرورونده و نمونه آزمایش می

 [5] (1992)توان از منحنی باربرداری بر اساس روش اولیویه و فار مؤثر را می

 ازرابطه زیر محاسبه نمود: [12] 3و روش تحلیلی اسندون

(26) 𝐸𝑟 =
𝑆√𝜋

2√𝐴𝑐
 

عبارت است از شیب منحنی  Sسطح تماس تصویر شده و  Acدر این رابطه 

 باشد یعنی:باربرداری در بخش آغازی این منحنی می

(27) S =
dP

dh
 

 

شود مدول هنگامی که فرورونده به صورت جسم صلب در نظر گرفته می

( به صورت 25کند و در نتیجه رابطه )بینهایت میل میالاستیسیته آن به سمت  

 زیر در خواهد آمد:

(28) 𝐸 = (1 − 𝜈2)𝐸𝑟 

 

با توجه به رابطه فوق مقادیر مدول الاستیسیته برای حالاتی که فرورونده به 

درج شده   1باشد محاسبه شده و در جدول  صورت صلب یا تغییر شکل پذیر می

و ضریب پواسون برابر  E=130 GPaاست. مثلا برای ماده تیتانیوم خالص که 

پذیر از جنس الماس در نظر ای ارتجاعباشد و فرورونده به صورت ماده 0.34

توان مدول الاستیسیته معادل برای فرورونده صلب را برابر گرفته شود می

115.23 GPa  این محاسبات برای دو مقدار مدول  1بدست آورد. در جدول

 الاستیسیته اولیه انجام شده است.

 

مقادیر مدول الاستیسیته معادل برای حالاتی که فرورونده به صورت تغییر   1جدول  

 شکل پذیر و صلب باشد.
Table 1 Modulus of elasticity for deformable and rigid indenters  

 𝐸𝑖 𝐸𝑟 𝜈 𝜈𝑖 𝐸 نوع فرورونده

 130.00 0.07 0.34 130.29 1141 فرم پذیر

 115.23 0 0.34 130.29 بینهایت صلب

 120.00 0.07 0.34 121.33 1141 یرفرم پذ

 107.30 0 0.34 121.33 ینهایتب  صلب

 

توان رابطه تنش و کرنش را در فرم کلی با یک ناحیه پلاستیک میدر        

σتوانی نمایش داد:  -معادله خطی = 𝐷 + 𝐵𝜀𝑛  که این رفتار به طور ترسیمی

نشان داده شده است. اگر یکی از نقاط این منحنی مانند نقطه ای  8در شکل 

ن نقطه و ...( معلوم باشد مختصات ای 0.33یا  0.29با کرنش مشخص )معمولا 

𝜎0.29 و 𝜀0.29 = 0.29 + (𝜎0.29/𝐸)  خواهد بود لذا با در نظر گرفتن نقطه

 شود:تسلیم، دو نقطه از منحنی معلوم خواهد بود که منجر به روابط زیر می

(29) 

 

𝜎0.29 = 𝐷 + 𝐵 (0.29 +
𝜎0.29
𝐸
)
𝑛

 

𝜎𝑦 = 𝐷 + 𝐵 (
𝜎𝑦

𝐸
)
𝑛

 

3 Sneddon 

 
Fig. 8 Boundary conditions for nanoindentation model of bulk 

material under axisymmetric conditions 

نانو با فرض  یفرورو ینددر فرآ یکدستمدل جسم  یبرا یمرز یطشرا 8شکل 

 یحالت متقارن محور
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 آید:میبا حل همزمان این دو معادله پارامترهای ثابت معادله بدست 

(30) 

 

 

𝐵 =
𝜎0.29 − 𝜎𝑦

[(0.29 +
𝜎0.29

𝐸
)
𝑛
− (

𝜎𝑦

𝐸
)
𝑛
]
 

𝐷 = 𝜎𝑦 −
𝜎0.29 − 𝜎𝑦

[(0.29 +
𝜎0.29

𝐸
)
𝑛
− (

𝜎𝑦

𝐸
)
𝑛
]
(
𝜎𝑦

𝐸
)
𝑛

 

 

𝑛برای معادله ساختاری دوخطی مقدار توان سخت شوندگی کرنشی:  = می  1

 آیند:باشد لذا مقادیر فوق به صورت زیر در می

(31) 

 

 

𝐵 =
𝜎0.29 − 𝜎𝑦

0.29 +
𝜎0.29−𝜎𝑦

𝐸

 

𝐷 = 𝜎𝑦 −
𝜎0.29 − 𝜎𝑦

0.29 +
𝜎0.29−𝜎𝑦

𝐸

(
𝜎𝑦

𝐸
) 

های حذف گردد مقدار تنش تسلیم بر حسب ثابت 𝜎0.29که اگر بین آنها مقدار 

 آید:معادله ساختاری بدین صورت بدست می

(32) 
𝜎𝑦 =

𝐷

(1 −
𝐵

𝐸
)
 

 

کوک به -وقتی در تحلیل المان محدود از فرم معادله ساختاری جانسون

ت σصور = (𝐴 + 𝐵𝜀𝑛)(1 + 𝐶𝑙𝑛𝜀̇∗ )(1 − 𝑇∗𝑚 ) [39] استفاده گردد 

. [40]در این معادله جایگزین کرد  Aباید مقدار تنش تسلیم را به جای 

همچنین با توجه به نبود تغییرات دما و وارد شدن نیرو به صورت شبه استاتیکی 

 ثابت های معادله چنین خواهند بود: کرنش(،)صفر بودن نرخ 

(33) 𝐴 = 𝜎𝑦, 𝐵 ≠ 0, 𝑛 = 1, 𝐶 = 0, 𝑇
∗ = 0 

 شود.نوشته می لذا معادله نهائی به صورت زیر

(34) 
𝜎 =

𝐷

(1 −
𝐵

𝐸
)
+ 𝐵𝜀 

 

 

 بررسی نتایج و  -6

مدل المان محدود با استفاده از فرض معادله ساختاری دوخطی و فرورونده 

𝑅𝑡صلب با شعاع نوک  = 50 𝑛𝑚  و ضریب اصطکاکμ = -ایجاد می 0.6

و سپس الگوریتم   (MDAM)گردد. با استفاده از روش اصلاح شده آنالیز ابعادی  

، خواص مکانیکی ماده تیتانیوم خالص به  (MREM)مینیمم خطای برآیند 

کمک نتایج تست تجربی فروروی نانو و المان محدود قابل محاسبه است. رویکرد 

اساسی در حل بر جستجوی مینیمم خطا به ازای تمامی ترکیبات ممکن از 

های معادله ساختاری مبتنی است. برای این کار مقادیر مختلفی برای پارامتر

به صورت پلکانی  Bشود و به ازای هر یک از آنها پارامتر ب میانتخا Dپارامتر 

شود. دامنه تغییرات دارای کران بالائی برابر مدول الاستیسیته تغییر داده می

تر خواهد بود. مقدار است ولی مسلما مقدار جواب از این کران بسیار کوچک

را با مقدار تنش توان آن  باشد ولی میدارای کران بالای مشخصی نمی  Dپارامتر  

توان محدوده یک صدم مدول تسلیم محدود نمود. برای تنش تسلیم می

𝜎𝑦الاستیسیته یعنی  < 0.01𝐸  را به عنوان حد اکثر بازه تغییرات برای ماده

های تجربی( در نظر گرفت. البته در حین حل تیتانیوم خالص )بر اساس داده

ه این بازه را از این هم عوامل محدود کننده دیگری بوجود خواهد آمد ک

 کند.محدودتر می

تغییر داده شده  MPa 700-100در محدوده  Dبرای شروع حل پارامتر        

برابر یعنی در فاصله   100در مقیاس    Bو به ازای هر گام تغییرات مقدار پارامتر  

10000-70000 MPa  گردد. به ازای هر جفت مقادیر  انتخاب می(D,B)   معادله

شود در نتیجه در این را تعیین نموده و تحلیل المان محدود انجام میساختاری  

ای از نتایج تحلیل برای این رویکرد مورد نیاز است. برای مثال نمونه  49مرحله  

شود ارائه شده است. ملاحظه می 10در شکل  D=400 MPaحل به ازاء گروه 

ندارند ولی روند ها با منحنی تجربی انطباق کاملی که هیچیک از منحنی

توان یک منحنی پیدا کرد که دهد که میتغییرات مثبت و منفی آنها نشان می

نسبت به بقیه تطابق بهتری داشته باشد. از طرفی شکل انحنای منحنی ها و 

مقادیر آنها در محدوده الاستیک نشان می دهد که با دقت بسیار بالائی از فرم 

مین موضوع تبعیت آنها را از معیار بی بعد معادله درجه دو پیروی می کنند و ه

C/E  راحت تر و مؤثرتر می نماید. منحنی برگشت )باربرداری( نیز به جز در

قسمت کوچکی از آن انطباق خوبی با منحنی تجربی دارد که این مسئله منجر 

 می شود. TW/PWتر شدن پارامتر به منطبق

 

صورت دهد که الگوی توزیع تنش در ماده تیتانیوم بدیننتایج حل نشان می      

-ای در مجاورت نوک فرورونده اتفاق میاست که ابتدا تنش ماکزیمم در نقطه

داخل جسم منتقل افتد ولی با افزایش عمق فروروی، این نقطه ماکزیمم به 

های تجربی تطابق کامل دارد )شکل شود که این مسئله با نتایج اندازه گیریمی

11) [41] . 

 

 
Fig. 9 Elastic-Plastic behavior diagram in the linear-power law 

general form of constitutive equation with intercept D 

مطابق با  یتوان-یخطقانون به صورت  یکپلاست-یکرفتار الاست یمنحن 9شکل 

 می باشد. Dکه در آن عرض از مبدأ  یمعادله ساختار یحالت کل

 
Fig. 10 Nanoindentation curves for D=400 MPa against B=10000-

70000 MPa for pure Titanium obtained by FEM analysis for 50 nm 
tip radius 

 D=400 عمق فروروی برای تیتانیوم خالص با -های نیرومنحنی 10شکل 

Mpa  و مقادیر متغیرB=10000-70000 MPa  بدست آمده از تحلیل المان

 nm 50محدود برای شعاع فرورونده 
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توجهی در های ماکزیمم حکایت از آن دارد که ناحیه قابل مقادیر تنش

شود که پس از اتمام فرآیند فروروی اطراف فرورونده وارد محدوده پلاستیک می

شود. همچنین در این حالت با صرفنظر باعث ایجاد حفره فروروی در جسم می

از مقدار ضریب اصطکاک مقداری برجستگی در انتهای سطح تماس مشاهده 

زه ماکزیمم از پیش تعریف می شود. در انتهای این مرحله، عمق فروروی به اندا

( مطابق 1PEEQشده رسیده و توزیعی از کرنش )کرنش های پلاستیک معادل 

ℎ𝑚𝑎𝑥نماید. در این وضعیت ماکزیمم عمق فروروی ایجاد می 12شکل  =

107 nm .خواهد بود 

در مرحله باربرداری، فروروی به تدریج کاهش یافته و با جدا شدن فرورونده 

(. توزیع 13ماند )شکل  مقداری تنش و کرنش پسماند در جسم باقی میاز جسم  

کرنش های پسماند از نظر شکل از توزیع کرنش های ماکزیمم تبعیت نموده و 

از فرم کلی تئوری تحلیلی مکانیک تماس تبعیت می کند. لازم به ذکر است 

ستگی که پروفیل تغییر شکل به مقدار اصطکاک و نحوه نمایش خواص ماده واب 

زیادی دارد. همچنین از نتایج تحلیل مقادیر جابجائی، پارامتر حائز اهمیت عمق 

آید. به عنوان نمونه عمق فروروی پسماند، به ازای شرایط مختلف بدست می

ℎ𝑟فروروی پسماند  = 94.8 nm   برای شرایط تحلیلD=425 Mpa   و

B=24000 MPa است. بدست آمده 

انطباق   یبرا یازمورد ن   بعدیب   یپارامترها  یابعاد یزروش آنال  هاییافتهبر اساس 

بدست   هایاز منحن  یکهر  یرا برا  یرمقاد  ینا  یدلذا با  باشندیم Π𝛿و  Π𝛼همان 

 ینیممنمود. بر اساس روش م یسهمقا یمتناظر تجرب  یرآورده و آنها را با مقاد

آنها نمودار  یمذکور و خطا رامترهایپا یرپس از محاسبه مقاد یند،برآ یخطا

رسم شده  14در شکل  Bو  D یخطا نسبت به پارامترها یکل یندبرآ ییراتتغ

 روند دهندهنشان یخطا به طور تجمع یندبرآ ییراتتغ یمنحن یناست. در ا

. باشدیم Bو  D یپارامترها ییراتاز تغ یمشخص یهدر ناح دارییمعن کاهشی

که   دهدیم  یلرا تشک  یمنحن  ینا  یضدارد که حض  جودو  اینقطه  یهناح  یندر ا

 باشدیپارامترها م  ینا  یبرا  یبترک  بهترین  شده،اصلاح  یابعاد  یزبنا به روش آنال

به   یکنزد رفتاری دهندهنشان تواندیکه م دهدیم  یجهرا نت یو معادله ساختار

متداول   هایاز روش  توانینقطه م  ینکردن ا  یداپ  یجسم باشد. برا  یرفتار واقع

 
1 Equivalent Plastic Strain 

 یرمس توانیمنظور م ینا یبه طور مؤثر استفاده نمود. برا یمحاسبات عدد

 یکو رسم آنها در  Dهر مقدار  یبه ازا ینیممنقاط م یینخطا  را با تع ینیممم

 یندبرآ ینیممم یرمقاد ییراتتغ 15جداگانه، بدست آورد. نمودار شکل  یمنحن

روند  شودیشکل مشاهده م ین. همانگونه که در ادهدیخطا را نشان م یکل

باشد.   ینم یکسانیروند  یدارا  Π𝛿و  Π𝛼 یاز خطاها یکمقدار هر  ییراتتغ

کردن  یداخواهد بود لذا پ یگریتوأم با کاهش مقدار د یکی یرمقاد یشافزا یول

دشوار است و  یاربساز آنها به طور جداگانه  یکهر  یپاسخ از رو ینهنقطه به

 .سازدیم یرپذ یهخطاها را توج یندبرآ یبیترک یارمسئله استفاده از مع ینهم

 

 

 

 
 

 

 
Fig. 11 Stress distribution for D=400 MPa against B=30000 MPa for 

pure Titanium at the end of loading course 

برای  B=30000 MPaو  D=400 Mpa توزیع تنش در شرایط  11شکل 

 تیتانیوم خالص در انتهای فاز بارگذاری 

 

 

Fig. 12 PEEQ strain distribution for D=425 MPa against B=24000 

MPa for pure Titanium at the end of the loading course 

  B=24000 MPaو    D=425 Mpa در شرایط    PEEQکرنش معادل    12شکل  

 برای تیتانیوم خالص در پایان فاز بارگذاری 

 

 

 

 

 
Fig. 13 PEEQ strain distribution for D=425 MPa against B=24000 

MPa for pure Titanium at the end of the unloading course 

  B=24000 MPaو    D=425 Mpa در شرایط    PEEQکرنش معادل    13شکل  

 برای تیتانیوم خالص در پایان فاز باربرداری 
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𝐷جواب نهائی به ازای  15با بررسی منحنی شکل  = 400 MPa  بدست

𝜎𝑦آید که تنش تسلیم متناظر با آن می = 520 MPa   و سخت شوندگی

𝐵کرنشی آن  = 30000 MPa .خواهد بود 

بعد ضریب انحنای منحنی برای پارامتر بی 6.8%این جواب با خطای  

(C/E)  ،%12.7  پلاستیک به انرژی کلی    برای پارامتر نسبت انرژی(WP/WT) 

بدست آمده است. این خواص حالت پلاستیک نسبت   14.47%و خطای برآیند  

تر به واقعیت های بدست آمده از کارهای عددی قبلی کمتر و نزدیکبه یافته

 باشند. ادیر موجود در متون مرجع کمی بالاتر میشده ولی نسبت به مق

مقایسه خواص مکانیکی در مراجع مختلف آمده است که نشان   2در جدول  

بیشتر از نتایج تست فشار منجر های محدود به مقادیری دهد حل المانمی

های اصلاح شده آنالیز ابعادی با شود و مقدار بدست آمده از ترکیب روشمی

 شود. برآیند خطا به نتایجی بین حل عددی و تست تجربی منتهی میمینیمم 

 خواص مکانیکی تیتانیوم خالص طبق مراجع مختلف 2جدول 

Table 2 Mechanical properties of pure Titanium according to 

different references 
 

 روش حصول 𝐸 (GPa) 𝜈 𝜎𝑦 (MPa) مرجع

پلتیه و 

 تست کشش 460-230 0.34 120 [18] همکاران

 حل عددی 600 0.34 130 

ژائوهوئی و 

 سورش
[42] 

 تست کشش 200-400 0.34 120

 حل عددی 700 0.34 128

برسان و 

 تست کشش 300 0.25 134 [41] همکاران

پرژینسکی و 

 تست کشش 387 - - [43] همکاران

 بویر و همکاران

[44] - - 

 تا مقدار

 تست کشش 655

 

 

با بررسی نتایج تحلیلی و داده های مرجع، به عنوان یک نکته اساسی 

شود که خطاهای ایجاد شده عمدتا ناشی از عدم تطابق کامل ملاحظه می

تلاش باشد لذا  های تجربی میهای حاصل از حل المان محدود با منحنیمنحنی

سازی برای نزدیک نمودن این نتایج به یکدیگر عاملی تعیین کننده در دقیق

 آید.حل به حساب می

یکی از روش های پیشنهادی استفاده از مضرب میزان خطای کلی  

که میزان خطای تنش تسلیم با میزان خطای برآیند یکسان باشد. در صورتیمی

یجه اعمال گردد، تنش تسلیم در در نظر گرفته شود و این مقدار روی این نت

𝜎𝑦محدوده   = 444 − 595 MPa  تغییر خواهد نمود که با محدوده بدست

 های تجربی همپوشانی دارد.آمده از تست

های بدست آمده با باید توجه داشت که شرایط حل و به تبع آن جواب

باشد. تواند تغییرات قابل توجهی داشته وجود تعداد زیادی از عوامل مؤثر می

-تر میسازی نتایج، استفاده از شرایط واقعییکی از راهکارهای مؤثر در نزدیک

توان به اندازه های محققین مختلف میباشد که در این خصوص با توجه به یافته

 شعاع نوک فرورونده توجه نمود.

با استفاده از این پارامتر می توان حالت های ناپایداری و مشکلات واگرائی  

. به عنوان مثال [41] المان محدود را به نحو چشمگیری کاهش داددر حل 

برای مدل فعلی با ماده تیتانیوم نتایج تحلیل به صورت منحنی نیرو بر حسب 

در  nm 400 ,200 ,100 ,50 ,0های نوک فرورونده عمق فروروی برای شعاع

 نشان داده شده است. 16شکل 

( برای ماده تیتانیوم خالص عنوان 2000اگرچه در کار پلتیه و همکاران ) 

باشد تا نانومتر می 400شده که نیاز به در نظر گرفتن شعاع فرورونده به اندازه 

-مشاهده می 16ولی در شکل  [18]نتایج تحلیل با نتایج تجربی منطبق شود 

شود. لذا ود که تفاوت فاحشی در نتایج با در نظر گرفتن این فرض ایجاد میش

یکی از اقدامات مهم کالیبره کردن حل بر اساس این پارامتر برای حصول نتایج 

 تر با واقعیت خواهد بود. منطبق

 
 

Fig. 14 Resultant Total Error versus variation of D and B parameters 

over full range domain for bulk Ti 

  Dهای منحنی تغییرات مقدار برآیند کلی خطا نسبت به تغییرات پارامتر 14شکل 

 در دامنه کامل مقادیر پارامترها برای ماده تیتانیوم خالص Bو 

  
Fig. 15 Resultant Total Error, error of curvature coefficient 

parameter, error of plastic to total energy ratio versus variation of D 
for tip radius of 50 nm 

 و  انحنا یبپارامتر ضری برآیند کلی، خطای خطا ییراتتغ یهانمودار 15شکل 

برای شعاع   Dپارامتر  تغییرات  نسبت به    کل  یبه انرژ  پلاستیک  ینسبت انرژخطای  

 nm 50نوک فرورونده 
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های برای کالیبره کردن حل همان روش قبلی مینیمم برآیند خطا با شعاع

شود. در اینجا مراحل به کار برده می  nm 200و    nm 100انحناء نوک فرورونده  

حل کمتر خواهد بود به دلیل اینکه محدوده جستجوی جواب از مرحله قبلی 

اولیه را با دقت بیشتری انتخاب نمود. با تغییر توان مقادیر مشخص بوده و می

شوندگی کرنشی مقادیر خطای مقادیر پارامترهای تنش تسلیم و ضریب سخت

منحنی  17آید. در شکل برآیند محاسبه شده و اکسترمم آنها بدست می

تغییرات مینیمم خطای برآیند یا مسیر مینیمم خطا بر حسب تنش تسلیم 

انحنا رسم شده است. در این شکل یافته اصلی اینست   هایبرای هر یک از شعاع

که با افزایش شعاع نوک فرورونده میزان کلی خطای برآیند به نحو چشمگیری 

 nm 200و  nm   ،100 nm 50های یابد ) به ترتیب برای شعاعکاهش می

باشد( و این می 5.9%و  11.4%، 14.47%میزان خطا در نقطه جواب برابر 

سازد. دلیل این موضوع را های بالا را امکان پذیر میبه دقتمسئله رسیدن 

توان به تاثیر افزایش انحنای نوک فرورونده در بالا بردن مقادیر نیرو در می

منحنی ها نسبت داد که منجر به جبران کاهش حاصل از اعمال روش المان 

 شود.محدود می

نانومتر تغییر محسوسی پیدا نکرده  100مقدار تنش تسلیم به ازای شعاع 

رسیده است. به ازای شعاع   MPa 27000شوندگی کرنشی به  ولی مدول سخت

نانومتر مقدار تنش تسلیم محاسبه شده با طی روند بهبود محسوسی از  200

520 MPa  487به MPa شوندگی یابد و به تبع آن ضریب سختکاهش می

کند. با در نظر گرفتن مقدار خطا ینیز تنزل پیدا م MPa 21000کرنشی به 

نشان داد. این نمودار  18های جواب را به صورت نمودار شکل توان محدودهمی

نشان می دهد که با افزایش مقدار شعاع نوک فرورونده محدوده تغییرات جواب 

تر و نزدیک تر به واقعیت شده همزمان با کاهش خطا برای تنش تسلیم کوچک

ملاحظه می شود که محدوده  18شود. از شکل نزدیک می ترو به پاسخ دقیق

𝜎𝑦نانومتر به صورت  200تغییرات تنش تسلیم برای شعاع  = 456 −

514 MPa آید که با محدوده تغییرات تنش تسلیم در برخی مراجع بدست می

 (.2همپوشانی کامل دارد )جدول 

 

 

 

 

 نتیجه گیری -7

در این مقاله با استفاده از روش هیبرید بوسیله ترکیب نتایج تجربی فروروی 

های محدود، خواص مکانیکی نمونه ای با جنس تیتانیوم نانو با آنالیز المان

متدولوژی ارائه شده و محاسبات خالص محاسبه شد. نتیجه کلی برگرفته از 

های موجود در روش متداول گسترده مرتبط بر آن اینست که علیرغم کاستی

توان با اعمال تغییراتی بر این روش، از آن به عنوان روشی کارا آنالیز ابعادی می

برای بدست آوردن خواص مکانیکی حالت پلاستیک استفاده نمود. در اینجا با 

ناسب و ارائه معیار جدیدی برای پیدا کردن نقطه جواب، سازی ماعمال ساده

خواص مورد نظر استخراج شد. روش جدید به نام روش اصلاح شده آنالیز ابعادی 

(MDAM)   با معلوم فرض نمودن خواص حالت الاستیک و انتخاب پارامترهای

بعدسازی، ابتدا به حالت پلاستیک به عنوان متغیرهای اصلی در فرآیند بی

پردازد و سپس با انتخاب معیار خطای برآیند سازی فرمولاسیون حل میساده

  
Fig. 16 Nanondentation curves obtained by FEM analysis for bulk 

Titanium via different tip radius of Berkovich indenter: Rt=0, 50, 100, 
200, 400 nm 

فروروندگی نانو بدست آمده به روش المان محدود برای  های منحنی  16شکل 

 ,Rt=0, 50 تیتانیوم خالص بر حسب شعاع های مختلف نوک فرورونده برکوویچ:

100, 200, 400 nm 

 
Fig. 17 Path of minimum resultant error versus Ti yield stress for 
different indenter tip radius: Rt= 50, 100, 200 nm 

بر حسب مقدار تنش تسلیم تیتانیوم خالص مسیر مینیمم خطای برآیند  17شکل 

  Rt=50, 100, 200 nm های مختلف شعاع نوک فرورونده:اندازه به ازای 

  
Fig. 18 Interval of pure Titanium yield stress variation for different 

indenter tip radius: Rt= 50, 100, 200 nm by considering the resultant 

error values 

های مختلف اندازه برای تیتانیوم خالص محدوده تغییرات تنش تسلیم  18شکل 

 با در نظر گرفتن میزان خطای برآیند  Rt=50, 100, 200 nm شعاع نوک فرورونده:
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و جستجوی اکسترمم موضعی آن در تمام بازه تغییرات متغیرهای اصلی، آن را 

نماید. استفاده از تعریف خطای برآیند باعث دخالت به عنوان جواب معرفی می

روش جدید را دادن همزمان هر دو پارامتر بی بعد در انتخاب جواب شده و 

کند. اعمال این روش در خصوص تیتانیوم خالص منجر به حصول تکمیل می

های قبلی و نزدیک به مقادیر مندرج در مراجع نتایج منطبق با نتایج تحلیل

 است.معتبر شده

 یمدل دو بعد هایکه استفاده از فرض دهدیمراحل حل نشان م بررسی

و سطح   یسطوح تماس ینفرورونده صلب، اصطکاک متناسب ب   ی،متقارن محور

. معادله شودیم یقابل قبول یجفرورونده منجر به نتا یناقص برا یمخروط

رفتار   یانب   یبرابه جهت سادگی و انطباق با رفتار واقعی،    یزن   یدوخط  یساختار

با  یمقرار گرفته و مقدار تنش تسل ادهمورد استف یتبا موفق یکحالت پلاست

 یقابل قبول یارمرجع بدست آمده است. اگرچه مع یربا مقاد یانطباق قابل قبول

مقدار بدست   یباشد ولیدر دست نم  یسنجش مقدار مدول سخت شوندگ  یبرا

 دهد. ینشان م یانطباق خوب  یقبل یهایلتحل یجآمده با نتا

در کنار این مطالب تغییر مقدار شعاع نوک فرورونده منجر به کاهش خطای 

شود عمق فروروی به منحنی تجربی می-ل عددی و نزدیک شدن منحنی نیروح

درصدی   ربه نحوی که دو برابر شدن این شعاع در هر بار به کاهش حدودی چها

، سطح خطا به مقدار nm 200انجامد. با انتخاب شعاعی برابر در خطا می

بهبود قابل رسد که نشاندهنده نسبت به نتایج تجربی می 5.9%حدودی 

یا عددی  nm 200باشد. لذا انتخاب شعاع فرورونده برابر توجهی در دقت می

نزدیک به آن علاوه بر اینکه با استاندارد و کارهای قبلی هماهنگی کامل دارد 

شود. لازم به ذکر است که منجر به نتایج بسیار خوبی در محاسبات عددی می

محدود با مقیاس نانو بسیار دشوار  رسیدن به این میزان دقت در تحلیل المان

بوده و نسبت به کارهای انجام شده قبلی، حاکی از سطح دقت بسیار خوبی 

 باشد.می
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