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 چکیده

 هٌظَض ثِ. اؾت قسُ ثطضؾی گؿتطزُ خطم حضَض زض گیطزاض ؾط یه لایِ چٌس وبهپَظیتی ٍضق یه فلاتط ٍ اضتؼبقی ضفتبض پػٍّف ایي زض

 هحبؾجِ ٍضق وطًكی اًطغی ضٍـ ایي زض. اؾت قسُ اؾتفبزُ ضیتع ضیلی ضٍـ اظ فطضی هَزّبی اًتربة ثب طجیؼی ّبی فطوبًؽ اؾترطاج

 ّبی فطوبًؽ ٍیػُ همساض لِئهؿ حل اظ پؽ. اؾت قسُ لحبظ ؾیؿتن ثطای خٌجكی اًطغی صَضت ثِ قسُ اضبفِ گؿتطزُ خطم اثط ٍ قسُ

 ثسٍى ٍ ثب ٍضق ثطای فلاتط ؾطػت پیؿتَى، تئَضی اظ اؾتفبزُ ثب صفحِ ضٍی ثط ؾیبل اثط گطفتي ًظط زض ثب اخجبضی اضتؼبقبت حل ٍ طجیؼی

 افعایف ایي، ثط ػلاٍُ. اؾت قسُ ثطضؾی ٍضق اضتؼبقی ضفتبض ثط هكرص خطم یه طَل گؿتطزگی اثط. اؾت آهسُ ثسؾت گؿتطزُ خطم

 اًتْبی اظ گؿتطزُ خطم لطاضگیطی فبصلِ تبثیط. اؾت قسُ زازُ ًكبى فلاتط ؾطػت ثط هكرص هَلؼیت یه زض قسُ اضبفِ خطم چگبلی

 فطض ثب اًتْب زض. اؾت آهسُ زؾتِ ث فلاتط ثؼس ثی فطوبًؽ ٍ ثؼس ثی آیطٍزیٌبهیىی فكبض تغییطات ٍ گطفتِ لطاض هطبلؼِ هَضز ٍضق گیطزاض

 .اؾت آهسُ ثسؾت ٍضق اخجبضی اضتؼبـ ضفتبض هتفبٍت ّبی چیٌی لایِ ظاٍیِ ثب چٌسلایِ
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Abstract 

In this study the vibration behavior of a laminated composite cantilever plate with an attached strip mass 
was studied. In order to extract flutter speed, the Rayleigh-Ritz method was used by choosing selected 
shape functions. In this method, strain energy of the plate is calculated and the effect of attached mass is 
considered as kinetic energy for the system. After reaching an eigenvalue problem then natural frequencies, 
the force vibration of the plate is analyzed by piston method and flutter speed for each case study is 
obtained. The effect of the attached mass length is shown. Moreover results have shown that flutter speed 
was reduced continuously by increasing the mass density. Also by considering a specific laminate with 
different orientation of layers flutter speed is obtained. At the end attached mass offset from clamped edge 
is analyzed. In this paper effect of attachment mass, mass length and mass position on plate flutter 
frequency is analyzed. The results obtained through this study reveal that strip mass density, attached mass 
length, orientation of composite layers and attached mass position can change the system critical dynamic 
pressure significantly. 
 

 هقدهه -1

زض ؾبل ّبی اذیط صفحبت چٌس لایِ وبهپَظیتی زض صٌؼت ٍ ظهیٌِ ّبی 

خسیس ػلَم هٌْسؾی ٍاضز قسُ اؾت. ؾبظُ ّبی ؾبذتِ قسُ اظ ایي هَاز زض 

ّبی هؼطض قطایط هتفبٍت ثبضگصاضی اظ خولِ ثبضّبی زیٌبهیىی ّؿتٌس. ٍضق 

هطثؼی ٍ هؿتطیلی وبضثطز ٍؾیؼی زض هٌْسؾی ػوطاى، هىبًیه ٍ َّافضب 

زاضًس. ثِ طَض ولی زض ثیكتط ؾبظُ ّبی َّایی، زضیبیی ٍ ذَضزٍ، ٍضق ٍ پَؾتِ 

. ایي ؾبظُ ّب زض ثؿیبضی هَاضز زض هؼطض ثبضگصاضی ّبی [1] اؾتثىبض ضفتِ 

ّب، ٍضق یه ؾط ٍضقاضتؼبقی ّؿتٌس. اظ ثیي اًَاع قطایط هطظی هتفبٍت ثطای 

گیطزاض ثِ زلیل قطایط هطظی پیچیسُ ووتط ثطضؾی قسُ اؾت زض حبلی وِ 

قَز. ثِ ػٌَاى ًوًَِ زض صٌؼت َّاًَضزی ثبل وبضثطز فطاٍاًی ثطای آى یبفت هی

تَاى ثب یه ٍضق یه ؾط گیطزاض هؼبزل لطاض زاز ٍ یب ؾطَح َّاپیوب ضا هی

ض ّؿتٌس وِ هؿبلِ اضتؼبقبت آظاز وٌتطلی ثبل ٍ زم ّوگی ٍضق یه ؾط گیطزا

 . [2] ّب تَؾط هحممیي ثطضؾی قسُ اؾتٍ اخجبضی آى ؾبل
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هؿبلِ ٍضق زاضای ثبضگصاضی ثِ صَضت خطهی اظ ؾیؿتن ّبی الىتطًٍیىی 

تَاًس ٍضق ّب هیقطٍع قس. ثَضزّبی الىتطیىی ٍ پبیِ صفحِ هبًٌس آى

وٌس ٍ زض حول هیهؿتطیلی زض ًظط گطفتِ قَز وِ تؼسازی خطم هتوطوع ضا 

اضتؼبقبت آظاز  1976. گَضهي زض ؾبل [1] هؼطض ثبضگصاضی اضتؼبقی لطاض زاضز

. اٍ ثِ ووه ضٍـ خوغ [3] یه ٍضق یه ؾط گیطزاض ایعٍتطٍح ضا حل وطز

ّبی هٌظطی هتفبٍت آثبض هَزّبی هتمبضى ٍ پبزهتمبضى ضا ثطای ٍضق ثب ًؿجت

یه صفحِ هؿتطیل قىل اضتؼبقبت آظاز  1994تمطیت ظز. ثَآی زض ؾبل 

ایعٍتطٍح زاضای خطم هتوطوع ضا ثطضؾی وطز. اٍ ثِ ووه ضٍـ ضیتع ٍ تَاثغ 

پبیِ هثلثبتی تغییط قىل صفحِ ضا تمطیت ظز ٍ هؿبلِ ضا ثطای اًَاع قطایط 

ثطای اٍلیي ثبض اضتؼبـ آظاز  2002. ووپبظ زض ؾبل [4] هطظی هطبلؼِ وطز

تب پیف اظ آى  .[5] طضؾی وطزٍضلی ضا وِ زاضای خطم تَظیغ قسُ اؾت ث

هطبلؼبت غبلجب ثط ضٍی تیط ثب خطم گؿتطزُ یىٌَاذت ٍ یب ٍضق زاضای خطم 

هتوطوع هحسٍز هی قس. . اٍ هؼبزلات حطوت ؾیؿتن ضا اؾترطاج وطز ٍ ثِ 

ووه ضٍـ گلطویي هؿبلِ ضا ثِ یه هؿبلِ همساض ٍیػُ تجسیل وطز تب ثِ 

زضیبفت هىبى لطاضگیطی خطم اثط  فطوبًؽ ّبی طجیؼی ؾیؿتن هٌدط گطزز. اٍ

لبثل هلاحظِ ای ثط ضفتبض ٍضق زاضز. اٍ ّوچٌیي اثط افعایف خطم زض یه 

ًٍگ زض . [5] هَلؼیت هكرص ضا ثط چٌس قىل هَزّبی اٍل ٍضق ثطضؾی وطز

اثط تَزُ خطهی ثِ صَضت گؿتطزُ ضا ثط پبؾد اضتؼبقی ٍضق  2002ؾبل 

د صفحِ هؿتطیلی اظ ضٍـ ضیلی اٍ ثِ هٌظَض هحبؾجِ پبؾ. [6] ثطضؾی وطز

ضیتع اؾتفبزُ وطز.  زض آى هطبلؼِ اثط تغییط قىل ثطقی ٍ ایٌطؾی زٍضاًی 

ػلی ثیگ لَ ٍ ّوىبضاى اضتؼبقبت آظاز یه  2008لحبظ ًكسُ ثَز. زض ؾبل 

ّب . آى[1] ٍضق چٌسلایِ هؿتطیل قىل ثِ ّوطاُ تَزُ خطهی ضا ثطضؾی وطزًس

هطتجِ ؾَم ثطقی ثِ ووه اصل ّویلتَى ثِ هٌظَض حل هؿبلِ اظ تئَضی 

اؾتفبزُ وطزًس.  ثب تَخِ ثِ چْبض ططف هفصل ثَزى ٍضق، اظ تَاثغ تمطیت ؾطی 

ّب زضیبفتٌس فطوبًؽ ّبی طجیؼی ٍضق ثِ همساض فَضیِ ووه گطفتٌس. آى

ثبضگصاضی خطهی ٍ هىبى آى ٍاثؿتِ اؾت. ّوچٌیي ثب افعایف ؾطح تَظیغ 

ػلی ثركی زض ؾبل . [1] یبثٌسافعایف هیخطم، فطوبًؽ ّبی طجیؼی ٍضق 

اضتؼبقبت آظاز یه صفحِ هؿتطیلی وبهپَظیتی ضا وِ خطم گؿتطزُ زٍ  2011

. اٍ هؼبزلات ضا ثِ ووه تئَضی صفحبت زٍ [7] ثؼسی زاقت ضا ثطضؾی وطز

هتغیطُ اصلاح قسُ اؾترطاج وطز ٍ اثط ًؿجت هٌظطی ٍضق، اًساظُ ٍ هَلؼیت 

بت آظاز ٍضق ثطضؾی وطز.  زض ازاهِ ػلی ثركی زض خطم گؿتطزُ ضا ثط اضتؼبق

زض یه ٍضق چٌس لایِ وبهپَظیتی هؿتطیلی زاضای خطم گؿتطزُ،  2012ؾبل 

اٍ ثب هطبلؼِ . [8] اثط ًبّوؿبًگطزی ضا ثط ضفتبض اضتؼبقی ٍضق ثطضؾی وطز

پبضاهتطی فطوبًؽ ثی ثؼس قسُ اثط ًبّوؿبًگطزی ضٍی اضتؼبقبت آظاز صفحِ 

چْبض ططف هفصل ثطای چٌسیي ًَع لایِ چیٌی هتفبٍت هَضز هطبلؼِ لطاض زاز. 

اضتؼبقبت آظاز یه ٍضق هؿتطیل قىل وبهپَظیتی  2014ػلی ثركی زض ؾبل 

. اثط [9] ضا ثطضؾی وطز ضا زاضای یه خطم گؿتطزُ زایطٍی زض حبل زٍضاى اؾت

زٍضاى زیؿه ثب ؾطػت ظاٍیِ ای زلرَاُ ثط ضٍی ٍضق ثِ صَضت اًطغی خٌجكی 

ثِ اًطغی خٌجكی ٍضق اضبفِ قسُ اؾت. زض هطبلؼِ اٍ قطایط هطظی ٍضق چْبض 

ططف هفصل زض ًظط گطفتِ قسُ اؾت ٍ اثط پبضاهتطّبی هتفبٍت ثطضؾی قسُ 

 اؾت. 

هؼطض خطیبى َّا یه هؿبلِ ثؿیبض ًبپبیساضی زیٌبهیىی یه ؾبظُ زض 

اٍلیي وؿی ثَز وِ ثِ  [10]ّبیی َّایی اؾت. خطزى ططاحی ؾبظُهْن زض 

ایي هؿبلِ پی ثطز. اظ آى ظهبى تحمیمبت ظیبزی زض ایي ظهیٌِ صَضت پصیطفتِ 

ل ایي تحمیمبت ضا هؿتٌسؾبظی  [12،13] 2ٍ ثیؿوبضن [11] 1اؾت. زاٍ

                                                           
1 Dowell 
2 Bismark 

ؾبزُ ثب اؾتفبزُ اظ ضٍـ لاگطاًػ هَضز  وطزًس. فلاتط یه ٍضق ثب قطایط هطظی

زض تحمیمبت زیگطی ضٍـ الوبى هحسٍز ثطای ثطضؾی  .[14] هطبلؼِ لطاض گطفت

ضفتبض ٍضق وبهپَظیتی ًیع . [15،16] هكرصبت فلاتط یه ٍضق ثطضؾی گطزیس

ثطذی اظ . [17،18] هَضز تَخِ هحممیي زض خطیبى هبفَق صَت ثَزُ اؾت

 اًسؾطػت فلاتط ثب اؾتفبزُ اظ پیعٍالىتطیه پطزاذتِهحممیي ثِ ثطضؾی وٌتطل 

[19]. 

ّطچٌس تحمیمبتی زض ظهیٌِ اضتؼبقبت ٍضق ثب خطم ًمطِ ای ٍ یب خطم       

تَظیغ قسُ ثِ صَضت زٍ ثؼسی ٍخَز زاضز، زض ًظط گطفتي خطم ثِ صَضت یه 

ًَاض ًبظن ٍ لحبظ وطزى آى ثِ صَضت تَظیغ یه ثؼسی تب وٌَى زض ًظط گطفتِ 

ؾط گیطزاض  ًكسُ اؾت. زض ایي پػٍّف اضتؼبقبت اخجبضی )فلاتط( یه ٍضق یه

-ثِ ّوطاُ خطم طَلی تَظیغ قسُ ضٍی آى  ثطضؾی قسُ اؾت. ایي هؿبلِ هی

تَاًس هسلی ؾبزُ اظ ثبل یه َّاپیوب ثبقس ٍ تَظیغ خطم ًیع هتؼلمبت ًصت 

ضٍاثط ایي هؿبلِ ثب  .قسُ ضٍی ثبل هبًٌس هَتَض ٍ یب هرعى ؾَذت ّؿتٌس

تمطیت اٍلیِ ثطای ٍضق اؾتفبزُ اظ اصل ّویلتَى اؾترطاج قسُ، ثِ ووه تَاثغ 

ضیتع ثِ هؿبلِ همساض ٍیػُ -یه ؾط گیطزاض حل قسُ ٍ ثِ ووه ضٍـ ضیلی

هٌدط قسُ اؾت. اثتسا  ثب ثبثت زض ًظط گطفتي فبصلِ خطم گؿتطزُ اظ ؾط 

گیطزاض ٍضق، اثط اًساظُ هَثط خطم یؼٌی اًساظُ گؿتطزگی ثط ؾطػت فلاتط ثطضؾی 

ثب ظاٍیِ چیٌی زض ازاهِ ثطای یه چٌس لایِ  قسُ اؾت.

 , , , ,       اثط تغییط ظاٍیِ زض حبلت ٍضق همبیؿِ قسُ اؾت. زض

هطحلِ ثؼس اثط طَل خطم گؿتطزُ ثط فلاتط ثطضؾی قسُ اؾت. زض ًْبیت زٍضی 

 ٍ ًعزیىی خطم ثِ ؾط گیطزاض ثطضؾی قسُ اؾت.

 هساله تعریف -2

Cٍضق هؿتطیلی ثب ػطض  1قىل  L، طَل   ضا ًكابى   hٍ ضربهت ولی  

هیسّس. قطایط هطظی ٍضق یه ؾطگیطزاض زض ًظط گطفتِ قسُ اؾت ثسیي هؼٌی 

وِ ٍضق اظ یه ططف زض ضاؾتبی ػطض ذَز گیطزاض ٍ اظ ؾاِ طاطف زیگاط آظاز    

اؾت. ثِ فبصلِ هكرص 
0L         اظ لجاِ گیاطزاض ٍضق خطهای ثاِ صاَضت تَظیاغ

هتمبضى یه ثؼسی ثط ضٍی ٍضق ؾَاض قسُ اؾت وِ گؿتطزگی آى 
0C ً ظط زض

قَز. زؾتگبُ هرتصبت ػوَهی زض لجِ صفحِ تؼطیا  قاسُ اؾات ٍ    گطفتِ هی

هطوع آى زض صفحِ هیبًی ٍضق لاطاض زاضز. زض ازاهاِ فاطض ثاط ایاي اؾات واِ        

 زض ؾِ خْت ثب ٍضق  ولی خبثدبیی , ,u v w   قاَز واِ زض   ًكبى زازُ های

زاهٌاِ   ضا زض ًظط گطفتِ قسُ اؾات.  wایي تحمیك فمط خبثدبیی ػطضی یؼٌی 

0صفحِ ثاِ صاَضت   ٌّسؾِ  x C  ٍ0 y L  ٍ
2 2

h h
z    

 قَز.تؼطی  هی

 
 ٌّسؾِ ٍضق یه ؾط گیطزاض وبهپَظیت ثب خطم اضبفِ قسُ 1شکل 
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 حاکن روابط -3

ضٍـ ضیلی ضیتع ثط پبیِ ایي فطض اؾتَاض اؾت وِ فطم ولی خَاة ثِ صَضت 

. تَاثغ پبیِ اٍلیِ ثبیؿتی [20] قَزخوغ ضطیجی اظ تَاثغ هؼلَم تمطیت ظزُ هی

ٌّسؾی ضا اضضبء وٌٌس. هعیت اؾتفبزُ اظ ضٍـ اًطغی ًؿجت ثِ قطایط هطظی 

هؼبزلِ زیفطاًؿیل ػسم ًیبظ ثِ اضضبی قطایط هطظی ًیطٍیی اؾت وِ زض 

ثؿیبضی اظ هؿبئل اظ خولِ صفحِ یه ؾط گیطزاض ًیبظ ًیؿت تَاثغ پبیِ اٍلیِ 

قطایط هطظی پیچیسُ ًیطٍیی ضا ًیع اضضبء وٌٌس. خٌؽ صفحِ چٌسلایِ 

قَز ثِ ی فطض قسُ اؾت. تَظیغ هكرصبت هبزُ ّط لایِ فطض هیوبهپَظیت

صَضت اضتَتطٍح اؾت. ضاثطِ وطًف ثب هَلفِ ًیطٍ ٍ هوبى زض یه چٌس لایِ ثِ 

 .[21] اؾت (1)صَضت ضاثطِ 

ثبقٌس. ای هیثِ تطتیت هوبى ذوكی ٍ ًیطٍی صفحِ   ٍ  ضاثطِ ایي زض

 .[21] قَزهی اؾترطاج (2) هؼبزلِ هطبثك صفحِ زاذل ؾرتی هبتطیؽ

 هؼبزلِ هطبثك صفحِ ذبضج ثب صفحِ زاذل ؾرتی ثیي وَپل هبتطیؽ

 ثسؾت (4) ضاثطِ اؾبؼ ثط صفحِ اظ ذبضج یب ذوكی ؾرتی ّوچٌیي ٍ (3)

 .[21] آیسهی

قَز وِ آى هحبؾجِ هی ثطای ّط لایِ ثط اؾبؼ ظاٍیِ  ijQهبتطیؽ 

آٍضزُ  [21]ته لایِ اؾت. ضٍاثط هطثَطِ زض هطخغ  1اًحطاف اظ ضاؾتبی 

اًس. وطًف ّب ٍ اًحٌبّبی صفحِ هیبًی چٌسلایِ ًیع ثِ صَضت ضٍاثط  قسُ

 .[21]قًَستؼطی  هی(5)

 ًَقت. تَاىهی( 6) ضاثطِ طجك وطًكی اًطغی تؼطی  ثِ تَخِ ثب

 هؼبزلِ وبهپَظیتی ٍضق یه ثطای وطًكی اًطغی ولی ضاثطِ ثِ خبگصاضی ثب ٍ

 [.22] آیسهی ثسؾت (7)

 ٍضق خٌجكی اًطغی ثرف زٍ زاضی (8) ضاثطِ هطبثك ًیع خٌجكی اًطغی

 .ثبقس-هی قسُ اضبفِ خطم ثطای خٌجكی اًطغی ٍ وبهپَظیتی

 ّوچٌیي ٍ ػطضی ّبیهىبى تغییط اظ ًبقی خٌجكی اًطغی ٍضق ثطای

 ثِ حبون هؼبزلِ (9) ضاثطِ. اؾت قسُ گطفتِ ًظط زض زٍضاًی ّبیایٌطؾی

 [.23]زّسهی ًكبى ضا ٍضق خٌجكی اًطغی اؾترطاج هٌظَض

 

 

 

 

 

(9)  
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   }      

 ّوچٌیي [.23]قًَسهی تؼطی  (10) هؼبزلِ هطبثك ّبزٍضاى ثبلا ضاثطِ زض وِ

 .قَزهی گطفتِ ًظط زض (11) هؼبزلِ هطبثك ایٌطؾی هوبى

(10) 
,x y

w w

x y
 

 
 
   

(11) /2
2

1
/2

h

h
I z dz


   

 ّبیتغییطهىبى اظ ًبقی ؾطػت قسُ اضبفِ خطم خٌجكی اًطغی ثطای

 ًكبى ضا اًطغی ایي (12) هؼبزلِ. اؾت قسُ گطفتِ ًظط زض خطم هحل زض ػطضی

 .زّسهی
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 [.20]گیطینهی ًظط زض ظیط (13) ضٍاثط ثؿط صَضت ثِ ضا ّب خبثدبیی

 آظاز زیگط ؾوت ؾِ اظ ٍ گیطزاض ؾط یه اظ قسُ گطفتِ ًظط زض صفحِ

      وٌٌس ٍ گبّی ضا اضضبء هیتَاثغ ذیع وِ قطایط تىیِ         . اؾت

 ضا اٍلیِ پبیِ تَاثغ [20] هطخغ اؾبؼ ثط ذبطط ّویي تَاثغ ظهبًی ّؿتٌس. ثِ

 :گیطینهی ًظط زض (19) الی (14) ضٍاثط صَضت ثِ
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 ثبلا ضٍاثط زض

) (17) زض ضاثطِ )x     آظاز ٍ -تبثغ قىل هَز تیاط ثاب قاطایط هاطظی آظاز

( )y   ِ2قىل هاَز تیاط یىؿاط گیاطزاض اؾات. ثاطای        (17)ضاثطm  

(19)هَزّبی خبثدبیی ٍ زٍضاًی زض ًظط گطفتِ قسُ اؾات ثٌابثطایي زض ضاثطاِ    

2A        زض ًظط گطفتِ قاسُ اؾات تاب هماساض تَاثاغ
1( )x  ٍ2 ( )x  زض

0x   ثب همساض تبثغ( )m x.ؾبظگبض ثبقس 

(19) 
1 2( ) , ( ) A 1 2

x
x A x

C
 

 
   

 

 

زض تَاثغ اؾتفبزُ قسُ توبهی قطایط هطظی ٌّسؾای ضػبیات قاسُ اؾات     

0yیؼٌی زض   ،0
w

u v w
y


   


 ثبقس.هی 

 تؼاساز  ثطاثط ثاب  اٍلیِ تمطیت تَاثغ اظ اؾتفبزُ زض ًیبظ هَضز ّبیخولِ تؼساز

 ثؿاتگی ثاِ    قسُ هحبؾجِ ّبیفطوبًؽ زلت ّوچٌیي. زاضز ًظط هَضز فطوبًؽ

 اصال  وابضثطز  ، صفحِ اخجبضی اضتؼبقبت ضفتبض زض .زاضز قسُ اؾتفبزُ پبیِ تَاثغ

 قَز.هی (20) هؼبزلِ ثِ هٌدط صفحِ حطوت ثطای ّویلتَى تغییطات

(20)  ∫ [          ]
  
  

      

تغییاطات اًاطغی      تغییاطات اًاطغی خٌجكای ٍضق ٍ        زض ضاثطِ ثبلا 

   وطًكی اؾت. تغییطات وبض هدبظی اًدبم قسُ تَؾط ًیطٍّبی ًبپبیؿتبض ثاب  

ًكبى زازُ قسُ اؾت. تغییطات وبض هدبظی ثَؾیلِ ًیطٍّبی ًبپبیؿتبض ثاب ضاثطاِ   

 قَز.ظیط ًكبى زازُ هی
 

(21) δ  ∫        

 ثاب  هطابثك . ثبقاس های  ٍضق ضٍی ثط آیطٍزیٌبهیىی ًیطٍی ∆P ضاثطِ ایي زض

 .[24]آیسهی ثسؾت "پیؿتَى تئَضی"
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      ػسز هبخ ٍ     زضضاثطِ ثبلا 
ثبقس وِ فكبض زیٌبهیىی هی    

ثبقاس.  اًاطغی خٌجكای ٍ    زاًؿیتِ ؾایبل های      ؾطػت خطیبى ؾیبل ٍ     

 آیس.ثسؾت هی (24)ٍ  (23)پتبًؿیل ٍضق ثب ضٍاثط 

 

 وِ  

 فكبضی آیطٍزیٌبهیه ػجبضتؿت اظ:وبض ًیطٍی 

 تبثغ ذیع ٍضق ضا   (26)تب  (23)اگط زض ضٍاثط 

 تَاى ثب  زض ًظط ثگیطین آًگبُ اًطغی خٌجكی ٍضق ضا هی

تاَاى هابتطیؽ خاطم ضا    لاگطاًػ های گطزز. حبل ثب اؾتفبزُ اظ تطم اٍل تؼطی  هی

 ثسؾت آٍضز.

ٍ 

 .ذَاّین زاقت (24)زض تطم اٍل ضاثطِ  (27)ثب خبیگصاضی 

گاطزز ٍ زض  زیگط اًطغی پتبًؿیل هحبؾجِ هیّبی ٍ ثِ ّویي تطتیت هبثمی تطم

 ًْبیت ثطای ثسؾت آٍضزى هبتطیؽ ؾرتی اظ ضاثطِ لاگطاًػ ذَاّین زاقت.
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 پطزاظین.  هیحبل ثِ هحبؾجِ وبض ًیطٍی فكبض آیطٍزیٌبهیىی 

 :ثب اؾتفبزُ اظ ضاثطِ لاگطاًػ ذَاّین زاقت
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هبتطیؽ زهپیٌگ آیطٍزیٌبهیه     هبتطیؽ ؾرتی آیطٍزیٌبهیه ٍ     وِ 

 آیس.ثسؾت هی (36)ثبقس. حبل هؼبزلِ زیٌبهیىی ثب ضاثطِ هی

 (36)ّبی طجیؼای ؾیؿاتن( ضاثطاِ    ثب ثسؾت آٍضزى همبزیط ٍیػُ )فطوبًؽ

تابثؼی اظ       ٍ     ّبی ثط حؿت ؾطػت خطیبى )ثب تَخِ ثِ ایٌىِ هبتطیؽ

تَاى ؾطػت فلاتط ضا تؼییي وطز. ثِ ػجبضتی ثب تغییط ؾطػت خطیبى ّؿتٌس(، هی

وٌاس. همابزیط ٍیاػُ    تغییط های     ٍ     ّبی ؾطػت خطیبى همساض  هبتطیؽ

ثبقس ٍ ثب تَخِ ثِ ایٌىاِ هابتطیؽ   ّبی طجیؼی ؾیؿتن هیفطوبًؽ (36)ضاثطِ 

ظبّط گكتِ اؾت فطوبًؽ طجیؼای زاضای لؿاوت    (36)زهپیٌگ ًیع زض ضاثطِ 

حمیمی ٍ هََّهی اؾت. زض حبلت ولای همابزیط ٍیاػُ ثصاَضت هؼبزلاِ ظیاط ٍ       

 ثبقٌس. هرتلط هی

(37) ω       

ّابی   تطتیات لؿاوت   هیطایی( ثِ   )       فطوبًؽ( ٍ   )      

هثجت اؾات، زاهٌاِ     وِ  حمیمی ٍ هََّهی ایي ػسز هرتلط ّؿتٌس. ٌّگبهی

یبثاس اهاب زض    ّبی ؾبظُ، ًبقی اظ حطوت ؾیبل ثب گصقت ظهبى افعایف هی ًَؾبى

  ،    ّاب وابّف های یبثاس. اگاط زض ؾاطػت       صَضتی وِ هٌفی ثبقس زاهٌِ آى

ؾاطػتی ثایي     )   زض ؾاطػت    هثجت ثبقس، هماساض     هٌفی ٍ زض ؾطػت 

بحیاِ ٍخاَز زاضز.   ( زٍ ً  ) اؾت( صفط اؾت. زض ّوؿابیگی ؾاطػت     ٍ   

هثجت اؾت. ظهابًی واِ     هٌفی اؾت ٍ زیگطی ٌّگبهی وِ  pیىی حبلتی وِ  

هثجت ثبقس ًبپبیاساض    هٌفی اؾت زض ایي حبلت ؾیؿتن پبیساض اؾت، اهب اگط   

یبثاس. ثٌابثطایي ثاطای     ثَزُ ٍ زاهٌِ ًَؾبًبت ؾیؿتن ثب گصقت ظهبى افعایف هی

وِ قطایط هؼبزلِ ظیاط ثطلاطاض    ب ٌّگبهیزّین ت تحلیل فلاتط، ؾطػت ضا تغییط هی

ًوبیاس. ؾاطػتی واِ ثاِ اظای آى،      قَز ٍ ایي حبلت قطایط فلاتط ضا هكرص هی

 ایي قطایط اتفبق ثیبفتس ؾطػت فلاتط هی ثبقس.

(38)         

 فلاتر( ًتایج)آًالیس -4

وٌاین.  صحِ گصاضی هی زض ایي هطحلِ ًتبیح حبصل اظ حل اضتؼبقبت اخجبضی ضا

ٍ  [0,90,0,90,0]لایاِ ثاب آضایاف     5ٍضق وابهپَظیتی اظ   [25]زض ایي هثابل  

 ثبقس.ثبقس. هكرصبت ٍضق ثِ قطح شیل هیزاضای قطایط تىیِ گبُ ؾبزُ هی
  

  
      

   

  
     

   

  
               

ω̅زض ایي همبلِ فطوابًؽ طجیؼای ثای ثؼاس ثاِ صاَضت         
   

   
√

 

  
تؼطیا    

(. ثاِ ّوایي تطتیات ثاطای فكابض          گطزز)واِ ضاربهت ٍ طاَل ٍضق     های 

  λ  )  λ آیطٍزیٌبهیىی ثی ثؼس
       

   
 

 

√     
    گطزز وِ ( تؼطی  هی 

هاسٍل الاؾاتیه ٍضق زض ضاؾاتبی       ضاربهت ٍضق،    ؾطػت خطیبى ؾیبل، 

    هااسٍل الاؾااتیه ٍضق زض ضاؾااتبی الیاابف،      ػوااَز ثااط خْاات الیاابف،

ثبقس. ًتابیح حال ثاطای ٍضق ثاب هكرصابت هاصوَض زض       زاًؿیتِ ؾیبل )َّا(هی

زّاس ثاب افاعایف فكابض     ًكابى های   2ًكابى زازُ قاسُ اؾات. قاىل      2قىل 

ّب قاطٍع ثاِ   وٌٌس. ثطذی اظ فطوبًؽّبی ٍضق تغییط هیآیطٍزیٌبهیىی فطوبًؽ

دن فطوابًؽ اٍل، زٍم ٍ پاٌ   2یبثٌس. زض قاىل  افعایف ٍ ثطذی زیگط وبّف هی

ثب افعایف ؾطػت خطیابى، افاطایف ٍ فطوابًؽ ؾاَم، چْابضم ٍ قكان وابّف        

ضؾاٌس ؾاطػت   یبثٌس. ووتطیي ؾطػتی وِ هٌحٌی زٍ فطوبًؽ ثِ یىسیگط هی هی

ثبقس. همبیؿِ فكبض آیطٍزیٌبهیىی ثی ثؼس ثحطاًای ٍ فطوابًؽ زض   فلاتط ٍضق هی

ط ضٍی زّس ًتبیح حبصل اظ حل ثطای صحِ گاصاضی فلاتاط ثا   ًكبى هی 1خسٍل 

 ٍضق وبهپَظیت لبثل لجَل اؾت.  

 
 فطوبًؽ ثی ثؼس فلاتط ثط حؿت فكبض آیطٍزیٌبهیىی ثی ثؼس فلاتط 2شکل 

 ثؼس همبیؿِ فكبض آیطٍزیٌبهیىی ثی ثؼس ثحطاًی ٍ فطوبًؽ ثی 1جدول 

 ̅ λ 
 هطبلؼِ حبضط [25]هطخغ  هطبلؼِ حبضط [25]هطخغ 
406/5 429/5 919 1/950 

557/6 548/6 998 1025 

741/9 714/9 1089 1135 

 M/M0تاثیر ًسبت  -4-1

زض هطحلِ ثؼس ثِ آًبلیع ٍضق یىؿطگیطزاض وِ زض اًتْبی آظاز آى خطم گؿتطزُ 

ًصت گطزیسُ اؾت. اثتسا اثط ًؿجت ٍظى خطم گؿتطزُ ًؿجت ثِ ٍضق هطبلؼِ 

تغییطات فطوبًؽ ثی ثؼس ٍ ضطیت زهپیٌگ ضا ثط حؿت  3قسُ اؾت. قىل 

 Mزّس)ضا ًكبى هی M/M0=0.25فكبض آیطٍزیٌبهیىی خطیبى ثطای ًؿجت 

ثبقس.(. ظهبًی وِ ضطیت زهپیٌگ تغییط خطم ٍضق هی M0خطم گؿتطزُ ٍ 

فطوبًؽ فلاتط، فطوبًؿی اؾت افتس ثِ ػجبضتی زّس فلاتط اتفبق هیػلاهت هی

بظُ صفط هی گطزز. ٍ ثطای تؼییي ؾطػت فلاتط ًوَزاض وِ هٌحٌی زهپیٌگ ؾ

گطزز ؾطػتی وِ زهپیٌگ ؾبظُ ثط حؿت ؾطػت خطیبى ؾیبل تطؾین هی

زّس ضا ؾطػت فلاتط  گصضز ٍ تغییط ػلاهت هیهٌحٌی زهپیٌگ ؾبظُ اظ صفط هی

قَز. ثب ثسؾت آٍضزى ؾطػت فلاتط اظ ضٍی ًوَزاض زهپیٌگ ثط حؿت  گفتِ هی

اظ ًوَزاض هتٌبظط یؼٌی ًوَزاض ؾطػت ؾیبل ثط حؿت  ؾطػت خطیبى ؾیبل،

ة( ضطیت زهپیٌگ ثطای  3زض قىل  .آیس فطوبًؽ ، فطوبًؽ فلاتط ثسؾت هی

هَزّبی هرتل  ٍضق ثب تغییط ؾطػت خطیبى تطؾین قسُ اؾت. هحل تغییط 

-فلاتط ضا ًكبى هی فكبض آیطٍزیٌبهیىیة(  3ػلاهت ضطیت زهپیٌگ زض قىل 

λزّس وِ ثطاثط ثب  )ؾطػت  فكبض آیطٍزیٌبهیىیاؾت. ثب پیسا وطزى     

آٍضین. وٌین ٍ فطوبًؽ فلاتط ضا ثسؾت هیال ( اؾتفبزُ هی 3فلاتط( اظ قىل 

λال ( فطوبًؽ ثی ثؼس فلاتط ثطای  3زض قىل  ̅ ثطاثط ثب            

ثبقس. ثب حل اؾت. زض ازاهِ همبلِ ضًٍس یبفتي ؾطػت فلاتط ثِ ّویي ططیك هی

(35) 

  ∫    
  

  
  

  

   

 
  

  
  

  ∫   
   

  
   

 

 ∫       ̇     
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     ̇ 

(36)   ̈      ̇             
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 4تغییطات ؾطػت ٍ فطوبًؽ فلاتط زض قىل  M/M0 ≥25.≤1 هؿبلِ ثطای

ًكبى  زازُ قسُ اؾت. ثب افعایف ًؿجت خطم گؿتطزُ ثِ خطم ٍضق،  فطوبًؽ 

زّس(. ّوچٌیي ثب افعایف ّبی وَچىتطی ضخ هی ϖیبثس)زضفلاتط  وبّف هی

M/M0 یبثس.فكبض آیطٍزیٌبهیىی فلاتط وبّف افعایف هی 

 -ال 

 

 -ة

 
زهپیٌگ ثط حؿت  -فطوبًؽ ثی ثؼس فلاتط ثط حؿت فكبض آیطٍزیٌبهیىی ة 3شکل 

 فكبض آیطٍزیٌبهیىی

 

 کاهپوزیتی  هایلایه زاویه اثر -4-2

 ثطضؾای  فلاتاط  آیطٍزیٌابهیىی  فكابض  ثط وبهپَظیت چیٌی لایِ اثط ثرف ایي زض

ِ  اؾات  قاسُ  تكاىیل  وبهپَظیت لایِ 5 اظ ٍضق. اؾت قسُ ِ  وا  همابزیط  اظای ثا

 فلاتاط  ثؼاس  ثی آیطٍزیٌبهیىی فكبض ، پبضاهتط(زضخِ 75 تب 0) ظاٍیِ الیبف هرتل 

 ٍ ثؼاس  ثای  فطوابًؽ  تغییاطات  5 قاىل . اؾات  ثسؾات آهاسُ   فلاتط فطوبًؽ ٍ

 زض. زّاس های  ًكابى   زضخِ 60 ظاٍیِ ثطای خطیبى ؾطػت حؿت ثط ضا زهپیٌگ

  حؿات  ثاط  فلاتاط  فطوابًؽ  ٍ ثؼاس  ثای  آیطٍزیٌابهیىی  فكابض  تغییطات 6 قىل

 فلاتط آیطٍزیٌبهیىی فكبض. اؾت قسُ زازُ ًكبى وبهپَظیت الیبف ظاٍیِ تغییطات

ِ  75 تاب  45 اظ ٍ افعایكی ضًٍس زضخِ 45 تب 15 اظ وبّكی، ضًٍس 15 تب 0 اظ  زضخا

 فكاابض هبًٌااس ثااِ فلاتااط فطواابًؽ تغییااطات. زاضز ضا وبّكاای ضًٍااس زٍثاابضُ

 ٍ افعایكای  ضًٍاس  15 تب 0 اظ ثطَضیىِ ًساضز یىٌَاذتی ضًٍس فلاتط آیطٍزیٌبهیىی

زلیال   .اؾات  وبّكی ؾپؽ ٍ افعایكی 45 تب 30 اظ ٍ وبّكی ضًٍس 30 تب 15 اظ

ِ  تغییطات  حؿت ثط فلاتط فطوبًؽ ٍ ثؼس ثی آیطٍزیٌبهیىی فكبض تغییطات  ظاٍیا

ِ  ّبی طجیؼی وبهپَظیات ثاب تغییاط   الیبف وبهپَظیت ایي اؾت وِ فطوبًؽ  ظاٍیا

ّابی   ثب تغییاط ظاٍیاِ الیابف ثطذای اظ فطوابًؽ      وٌس. ثِ ػجبضتیالیبف تغییط هی

قاًَس. ثاب لاطاض گاطفتي ٍضق زض خطیابى      طجیؼی ٍضق ون ٍ ثطذی زیگط ظیبز هی

ّبی ٍضق تب ؾطػت فلاتط تغییط ًیع ثب تغییاط  هبفَق صَت ضًٍس تغییطات فطوبًؽ

 وٌس.ظاٍیِ الیبف تغییط هی

 

 

فطوبًؽ ثی ثؼس  -ة M/M0فكبض آیطٍزیٌبهیىی ثی ثؼس فلاتط ثط حؿت  -ال  4شکل 

 M/M0فلاتط ثط حؿت 

 -ال 

 

 
 -فطوبًؽ ثی ثؼس فلاتط ثط حؿت فكبض آیطٍزیٌبهیىی ثی ثؼس ة -ال  5شکل 

 زهپیٌگ ثط حؿت فكبض آیطٍزیٌبهیىی ثی ثؼس
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فطوبًؽ ثی ثؼس  -فكبض آیطٍزیٌبهیىی ثی ثؼس فلاتط ثط حؿت ظاٍیِ  ة -ال  6شکل 

 فلاتط ثط حؿت ظاٍیِ

 
 اثر طول جرم -4-3

ثِ هٌظَض ثطضؾی اثط طَل خطم اضبفِ قسُ، خطهی ثب اًساظُ ّبی  هرتل   ثب  

ّبی هتفبٍت لطاض زازُ قسُ ٍ اثط آى ثط زض ػطض ٍضق ثب تطاون C0/Cًؿجت  

فلاتط ٍ فطوبًؽ فلاتط ٍضق ثطضؾی قسُ اؾت. فكبض آیطٍزیٌبهیىی ثی ثؼس 

ضٍی هحَض  C0/Cزّس طَل خطم ثِ صَضت ًكبى هی 1ّوبًطَض وِ قىل 

 7زّس. قىل افمی ًكبى زازُ قسُ اؾت هحل اثط خطم اضبفِ قسُ ضا ًكبى هی

 ضا ًكبى 75/0ثب  ثطاثط C0/Cتغییطات فطوبًؽ ثی ثؼس ٍ زهپیٌگ ضا ثطای 

فكبض  1تب  25/0اظ  C0/Cزّس ثب افعایف ًكبى هی 8زّس. قىل  هی

یبثس. فطوبًؽ  فلاتط اثتسا ضًٍس افعایكی ٍ ؾپؽ فلاتط افعایف هیآیطٍزیٌبهیىی 

 ضًٍس وبّكی زاضز.

 تاثیر فاصله ًصب جرم -4-4

زض هطحلِ آذط ثِ ثطضؾی اثط فبصلِ خطم اضبفِ قسُ اظ ؾط گیطزاض)زض هثبل ثبل 

زض طَل ٍضق  L0/Lَّاپیوب ضیكِ ثبل(، خطم ثب فبصلِ ّبی  هرتل   ثب  ًؿجت 

فلاتط ٍ فطوبًؽ فلاتط ٍضق فكبض آیطٍزیٌبهیىی لطاض زازُ قسُ ٍ اثط آى ثط 

 L0/Lیٌگ ضا ثطای تغییطات فطوبًؽ ثی ثؼس ٍ زهپ 9ثطضؾی قسُ اؾت.قىل 

 25/0اظ   L0/Lزّس ثب افعایف ًكبى هی  10زّس. قىل ضا ًكبى هی 5/0ثب  ثطاثط

یبثس ٍ ثؼس اظ آى ضًٍس وبّكی فلاتط افعایف هیفكبض آیطٍزیٌبهیىی  6/0تب 

 ضًٍس وبّكی زاضز.  L0/Lاؾت. فطوبًؽ فلاتط ثب افعایف 

 -ال 

 

 -ة

 
 -ثط حؿت فكبض آیطٍزیٌبهیىی ثی ثؼس ةفطوبًؽ ثی ثؼس فلاتط  -ال  7شکل 

 زهپیٌگ ثط حؿت فكبض آیطٍزیٌبهیىی ثی ثؼس
 

 

 

فطوبًؽ ثی ثؼس  -ة  C0/Cفكبض آیطٍزیٌبهیىی ثی ثؼس فلاتط ثط حؿت  -ال  8شکل 

 C0/Cفلاتط ثط حؿت 
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زهپیٌگ ثط  -فطوبًؽ ثی ثؼس فلاتط ثط حؿت فكبض آیطٍزیٌبهیىی ة -ال  9شکل 

 حؿت فكبض آیطٍزیٌبهیىی

 

 

 
فطوبًؽ  -ة  L0/Lفكبض آیطٍزیٌبهیىی ثی ثؼس فلاتط ثط حؿت  -ال  -ال  11شکل 

 L0/Lثی ثؼس فلاتط ثط حؿت 

 ًتیجه گیری  -5

زض ایي همبلِ ضفتبض اضتؼبقی ٍ فلاتط یه ٍضق وبهپَظیتی چٌس لایِ یه ؾط 

گیطزاض زض حضَض خطم گؿتطزُ ثطضؾی قسُ اؾت. اثتسا اثط ًؿجت ٍظى خطم 

  M/M0 گؿتطزُ ًؿجت ثِ ٍضق هطبلؼِ قسُ اؾت ثب حل هؿبلِ ثطای 

تغییطات فكبض آیطٍزیٌبهیىی ثحطاًی ٍ فطوبًؽ فلاتط ثسؾت آهسُ اؾت. ثب 

یبثس. افعایف ًؿجت خطم گؿتطزُ ثِ خطم ٍضق،  فطوبًؽ فلاتط وبّف هی

یبثس ثِ فكبض آیطٍزیٌبهیىی فلاتط وبّف هی M/M0ّوچٌیي ثب افعایف 

 یبثس.ػجبضتی ثب افعایف خطم هتصل قسُ ؾطػت فلاتط وبّف هی

ثؼس ثِ ثطضؾی اثط ظاٍیِ الیبف وبهپَظیت ثط فلاتط پطزاذتِ قس. فكبض زض هطحلِ 

زضخِ ضًٍس  45تب  15زضخِ ضًٍس وبّكی ، اظ  15 تب 0آیطٍزیٌبهیىی فلاتط اظ 

زضخِ زٍثبضُ ضًٍس وبّكی ضا زاضز. تغییطات فطوبًؽ  75تب   45افعایكی ٍ اظ 

تب  0فلاتط ثِ هبًٌس فكبض آیطٍزیٌبهیىی فلاتط ضًٍس یىٌَاذتی ًساضز ثطَضیىِ اظ 

افعایكی ٍ ؾپؽ  45تب  30ضًٍس وبّكی ٍ اظ  30تب  15ضًٍس افعایكی ٍ اظ  15

فكبض  1تب  25/0اظ   C0/Cًكبًِ قس ثب افعایف وبّكی اؾت. زض ازاهِ 

یبثس. فطوبًؽ  فلاتط اثتسا ضًٍس افعایكی ٍ ؾپؽ فلاتط افعایف هیآیطٍزیٌبهیىی 

فلاتط فكبض آیطٍزیٌبهیىی  6/0تب 25/0اظ  L0/Lثب افعایف . ضًٍس وبّكی زاضز

ٍ ثؼس اظ آى ضًٍس وبّكی اؾت.  یبثس )ؾطػت فلاتط افعایف یبفتِ(افعایف هی

 یىٌَاذت ضًٍس وبّكی زاضز.ثِ طَض  L0/Lفطوبًؽ فلاتط ثب افعایف 
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