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    چکیده

مخزن  یک یوارهمستقر در د یکآگزت یزنبوربا هسته لانه یلیمستط یچیورق ساندو  یکارتعاش آزاد  یهامشخصه یمقاله، به بررس یندر ا

 ی. براباشدمی   ینیوماز جنس آلوم  یکآگزت  یزنبورهسته لانه  یکو   ینیومیآلوم  یهشامل دو رو یچیپرداخته شده است. ورق ساندو   یالس

 یاستفاده شده است. برا  یزها )مدل تورنابن( نمدل  یدتریناز جد   یکیاز    یبسون،علاوه بر مدل مالک و گ  زنبوری،نههسته لا  یسازهمگن

با هم مقا  یبو معا   یااند و مزاداده شده   یشنهادپ  یلیسه نوع مدل تحل  یچیورق ساندو  یسازمدل  یلی نوع مدل تحل  ازاند.  شده   یسهآنها 

 یر،پذنا)تراکم  آلیده ا  یال،اند. ساستفاده شده   یالو در تماس با س  یرناو  یشرط مرز  یدارا  یچیساندو  ورق  یسازمدل  یمعادل برا  یهلاتک

غ  یرغ و  است.روشیچرخش  یرلزج  شده  گرفته  نظر  در  همگن  یها(  روابط  حاضر،  لانه  یسازحل  ر  ی،زنبورهسته  چارچوب   یاضی و 

صحت   یبعدالمان محدود سه یلحاصل از تحل  یجنتا   یزمحققان و ن  یرسا  یقاتتحق  یج با استفاده از نتا  سیال –  یچیکنش ورق ساندوبرهم

پارامترهاشده   یسنج ابعاد مخزن به طو  یاند. سرانجام اثر  ارتفاع س  لمختلف مانند نسبت  پا   یالورق،  لبه  در   یتورق، موقع  ییناز  ورق 

 اند.قرار گرفته یمرطوب مورد بررس یعیطب یهافرکانس  یبر رو یزنبورمخزن و هندسه سلول لانه یوارهد

 

Free vibration of auxetic-core sandwich panel in fluid by equivalent single layer 

theory 

Korosh Khorshidi
1*

, Alireza Pakrouyan
2
, Peyman Yousefi 2, Ali Pourmahdi

1
 

1- Department of mechanical engineering, Arak University, Arak, Iran 

2- Department of mechanical engineering, Islamic Azad University, Arak, Iran 

* P.O.B. 38156-88439, Arak, Iran, k-khorshidi@araku.ac.ir 

Keywords  

Free vibration 

Sandwich Panel 

Auxetic Core 

Fluid–Structure Interaction 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Abstract  

In this study, the free vibration characteristics of a rectangular sandwich panel with an auxetic 

honeycomb core mounted on the wall of a fluid-filled tank have been investigated. The sandwich panel 

consists of two aluminum face sheets and an auxetic honeycomb core made of aluminum. For the 

homogenization of the honeycomb core, in addition to the Gibson and Ashby model, one of the latest 

models (the Turna-Ban model) has been also employed. Three types of analytical models have been 

proposed for modeling the sandwich panel, and their advantages and disadvantages have been compared. 

An equivalent single-layer analytical model has been used to model the sandwich panel under Navier 

boundary conditions and in contact with fluid. The fluid has been considered ideal (incompressible, 

inviscid, and irrotational).The proposed solution methods, the homogenization relations of the 

honeycomb core, and the mathematical framework of the panel–fluid interaction have been validated 

using results from previous studies as well as three-dimensional finite element analysis. Finally, the 

effects of various parameters such as the tank-to-panel length ratio, fluid height from the bottom edge of 

the panel, the position of the panel on the tank wall, and the honeycomb cell geometry on the wet natural 

frequencies have been investigated. 

 

 مقدمه   1-
حوزه   یچیساندو  یهاورق  مهندس  یهادر  خودرو   یمختلف    ی، سازمانند 

ها  ورق  یندارند. ا یعیوس یعمران کاربردها یو مهندس یاییدر یعهوافضا، صنا

هسته سبک وزن )معمولاً از جنس فوم   یکبا مقاومت بالا و   یهمعمولاً از دو رو

تشکیزنبورلانه   یا ورق شده   یل(  هست  یچیساندو  یهااند.    ی زنبورلانه   ه با 

با  یمنف   پوآسون  نسبت)   یکآگزت مواد  به  نسبت  مثبت    پوآسون  نسبت( 

مورد توجه    یاررو بس  یندارند، از ا  ی بالاتر  یمقاومت ضربه بهتر و جذب انرژ

م براباشندیمحققان  د  یکیاستات   هاییل تحل   ی.    ی هاورق   ینامیکیو 

دق   ی واقع  یسازمدل   ی،زنبورلانه  رپاسخ   ترینیق هسته  مبه   ا ها    دهد، یدست 

را به مقدار قابل    یکل و به تبع آن زمان محاسبات  یتعداد درجات آزاد  یکنل 
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بهتردهدیم  یشافزا  یتوجه برا  ین.  ها،  آن  یلتحل   سازیساده   یروش 

  یک بتوان آن را بصورت  کهی طوراست به  زنبوریلانه رفتار هسته   یسازهمگن 

تحل   یک ارتوتروپ  یه لا ورق   یل معادل،  س   ی هاکرد.  با  تماس    ی هابخش  یال،در 

  یاری مخازن سوخت و بس یایی،در یهاسازه  ها،یردریاییز ها،یبدنه کشت یاصل 

نسبت  ورق   ینا  یارتعاش. رفتار  دهندی م  یلرا تشک   یگرد  یصنعت  یلاز وسا ها 

دل  به  و  بوده  متفاوت  حالت خشک  س   یل به  افزوده    ی هافرکانس  یال اثر جرم 

 . یابند ی ها کاهش مآن یعیطب

نسبت    یلدل به   یزنبورلانه   یچیساندو  هایورق  مانند  مطلوب  خواص 

به وزن بالا   ی هادر حوزه   یعیوس  یکاربردها  ،یعال   یو جذب انرژ  استحکام 

مهندس هوافضا  یمختلف  و   السیریع سر  یقطارها،    یاییدر  یعصنا،  مانند 

  ی هاورق   ینامیکیو د  یکیاستات   هاییل تحل   برای  اند.کرده   یداپ    یخودروساز

دق   ی واقع  یسازمدل   ی،زنبورلانه  به پاسخ   ترینیق هسته  را  مها    دهد، یدست 

را به مقدار قابل    یکل و به تبع آن زمان محاسبات  یتعداد درجات آزاد  یکنل 

بهتردهدیم  یشافزا  یتوجه برا  ین.  ها،  آن  یلتحل   سازیساده   یروش 

  یک بتوان آن را بصورت  کهی طوراست به  زنبوریلانه رفتار هسته   یسازهمگن 

تحل   یکارتوتروپ   یهلا به   یلمعادل،  پاسخ کرد.  قابل    یینها  یهامنظور حصول 

دق   یدبا  یزنبورهسته لانه   مؤثر اعتماد، خواص   امکان    شوند   یینتع   یقتا حد 

  ی ها در طراحپارامتر   ینترو شکل مودها، از مهم   یعیطب   یهافرکانس   تعیین

اسازه  هستند.  ممشخصه   ینها  قرار  به   توانندی ها  استفاده  مورد  مستقل  طور 

فرکانس   یرندگ را    یینتع  یعیطب  یها)مثلاً  نمادبه   توانمی شده  از    ی عنوان 

  ها یل تحل   یراز روند سا  یعنوان جزئبه   یاسازه در نظر گرفت( و    یخراب  یزانم

تحل  باشند.  توجه  ورق   یل مورد  آزاد  از    ی زنبورلانه   یچیساندو  یهاارتعاش 

است.    ی هاسال بوده  محققان  توجه  مورد  همکاران    یتراب  اخیراً دور  با    [1]و 

تئور از  تغ   یاستفاده  اول  تحل   یبرش  شکلییر مرتبه  فلاتر    یلبه  و  ارتعاش 

  [2] و همکاران  یدگلیپرداختند و ب  یاذوزنقه   یزنبورلانه  یچیساندو یهاورق 

با    انحناییدو   یزنبورلانه   یچیساندو  یهابا استفاده از آن ارتعاش آزاد پوسته 

  ی هاپاسخ   ی، تئور  ین کردند. با استفاده از هم  یرا بررس  یزوالکتریک پ  هاییه رو

رو  یکآگزت  یزنبورلانه   یچیساندو  یهاورق   یرخطیغ  ینامیکید   های یه با 

شده با    یتتقو  یزوتروپیکا  هاییه و با رو  [3]و فام    ینتوسط نگو  یزوتروپیکا

کو  یهاکننده سفت توسط  همکاران    نگ مشبک  با    [5]شدند.    یینتع  [4]و 

تئور از  رد  یاستفاده  سوم    ی هاورق   یرخطیغ   یعیطب   یهافرکانس   یمرتبه 

تع  یزنبورلانه   یچیساندو آن   یینرا  کاهش  کردند.  با  که  دادند  نشان  ها 

رو ب   هایه ضخامت  .  یابدی م  اهشک  ی و خط  یرخطیغ  یهافرکانس   یناختلاف 

تحل به  [6] عا  یلمنظور  و  آزاد   یچیساندو  یهاورق   یصوت  بندی یقارتعاش 

تابع  یکآگزت  یزنبورلانه  تئور  یمدرج  تانژانت    یبرش  ییرشکلتغ   یاز 

آن   یپربولیکها کردند.  تحل استفاده  از  استفاده  با  ارتعاش  یلها    –  یکوپل 

به   یعیطب   یهافرکانس   آکوستیکی مقادرا  دادند که  نشان  و  آوردند    یر دست 

نتافرکانس   ینا با  تحل   یجها  از  س  یل حاصل  آزاد  هستند.   یستم ارتعاش    برابر 

لا  یهاپوسته   برای پبه [7] هوانگ    یه،چند  شرط  اثر  اصلاح    یوستگی منظور 

مرتبه    یبه تئور  یبرش  یحتصح  یببا افزودن ضرا  ها،یه لا ینب  یبرش  یهاتنش

رد ضرا  ی،سوم  او  بهبود داد.  را  طر  یبرش  یحتصح  یبآن  از  با    یسه مقا  یقرا 

 کرد.  یینتع  یند تکراری فرآ یکو با استفاده از  یسیتهمعادلات الاست

برا  روش نسبتاً    یچیساندو  یهاورق   یقدق   یجنتا  یینتع  یپرکاربردتر 

منظور  به   [8]  یگمرتبه بالا است. فراست اییه لا  هایی استفاده از تئور یمضخ

با هسته نرم دو مدل    یچیساندو  یهااستخراج معادلات حاکم بر حرکت ورق 

جابجا و  اول(  )مدل  پ   ییمختلط  را  دوم(  آن   یشنهاد)مدل  مدل  دادند.  ها در 

برا تئور  هایه رو  یدوم  برا  یککلاس  یاز  و  کردند  هسته    یاستفاده 

عرض  یاصفحهدرون   هاییی جابجا به   یو  از    یبترت را  استفاده  با 

  های ورق   زدند.    یبدرجه سوم و دوم مختصه ضخامت تقر  هاییاجمله چند

س  با  تماس  کشت  یاصل   یهابخش  یال،در    ی هاسازه   ،هازیردریایی   ها،یبدنه 

.  دهندی م  یلرا تشک یگرد  یصنعت یلاز وسا  یاریمخازن سوخت و بس  یایی،در

به دل ورق   ینا  یرفتار ارتعاش بوده و  نسبت به حالت خشک متفاوت  اثر    یلها 

س افزوده  مآن  یعیطب  یهافرکانس  یالجرم  در  .  [10 -9]  یابندیها کاهش 

اخ متعدد  یردهه  زم   یمطالعات    یک   یعیطب   یهافرکانس   بینییش پ  ینهدر 

با    [11]و همکاران    یهاشم  ینیحس   انجام شده است.  یالورق در تماس با س

با    یالاثر س   یتزو روش حل ر  یبرش  ییرشکلمرتبه اول تغ   یاستفاده از تئور

ب رو  نهایت ی طول  بر  ورق   یهامشخصه   یرا  آزاد  و    یزوتروپیک ا  ی هاارتعاش 

  ی و بخشش  یدی و خورش  [12]  هادی و فر  یدیکردند. خورش  یبررس  یهچندلا

و مرتبه    یبرش ییرشکلمرتبه اول تغ  یک،کلاس  یبا استفاده از سه تئور  [13]

در تماس    ی و مدرج تابع  یهچندلا  یهاارتعاش آزاد ورق   یبرش  ییرشکل سوم تغ 

با استفاده از دو    [14]و همکاران  یدیکردند. خورش یمحدود را بررس یالبا س

  ی هاورق  یعیطب یهافرکانس یکیو آکوست یمودال ارتعاش یزآنال  یروش تجرب

دست آوردند و نشان دادند که  محدود را به  یالقائم در تماس با س یزوتروپیکا

با    [15]  یمیو کر  یدی برابر هستند. خورش یباًدو روش تقر  ینحاصل از ا  یجنتا

  یمی کر  ینو روش حل گالرک یبرش  لشک ییرمختلف تغ  هایی استفاده از تئور

و روش    یشکل برش  ییر مرتبه پنجم تغ  ی استفاده از تئوربا    [16] و همکاران  

ر م  یزوالکتریک پ  ی هانانوورق   یعی طب  یهافرکانس   یتز حل    های یکروورق و 

اثر    [17]  یو مهباد  یکردند. بخشش  یینرا تع   یالدر تماس با س  یمدرج تابع

  های یکروورق ارتعاش آزاد م یصورت جداگانه بر رورا به  یالسطح آزاد س واجام

تابع س  یمدرج  با  تماس  بررس  یالدر  آن   یمحدود  دادند که  کردند.  نشان  ها 

نوسان تقو  یالس  یحرکت  آن    یول   شودمی   یعیطب   یهافرکانس   یتباعث  اثر 

ورق   هم( و یوهباشد )مانند ج ینسنگ یلیخ یالملموس است که هم س یزمان

اخ  یلیخ باشد.  همکاران    یانرام  یراًنازک  بررس  [19-18]و  آزاد    یبه  ارتعاش 

افق   یچیساندو  یهاورق  و  س  یقائم  با  پرداختند. آن  یالدر تماس  ها  محدود 

  ین استفاده کردند. ا  یگ از مدل دوم فراست  یرپذهسته انعطاف   یسازمدل   یبرا

برخ اثر  مانند جنس لاپارامتر   یمطالعات  به  هیه ها  هسته  و نسبت ضخامت  ا 

رو  هایه رو بر  و  کردند  یبررس  یعیطب   یهافرکانس   یرا  خورشیدی   .

های  پایداری ورق ساندویچی با هسته آگزتیک و لایه به بررسی   ]20[نوروزیان

. معادلات با تئوری برشی  پرداختندشده در معرض نیروی آیروالاستیک  تقویت 

نتایج با مقالات معتبر مقایسه شده است.  اصلاح  شده و روش گلرکین حل و 

نانولوله کربنی  تأثیر پارامترهای هندسی، فشار   آیرودینامیکی و کسر حجمی 

می  نشان  نتایج  است.  شده  تحلیل  پایداری  نقش بر  پارامترها  این  که  دهد 

دیلک آتیلا یولجو و همکاران    .مهمی در افزایش یا کاهش پایداری سازه دارند

بر رفتار    یمرز  یطو شرا   یتیکساختار هسته آوکس  یالگو  یرتأث  به  [21] را 

دادند  یبررسمورد    یچیساندو  یهاپانل   یارتعاش هسته  قرار  نوع  سه   .

   یـرال و هگزاچ  تتراشیـرالی، آنت یـرالشامل تتراش  یبعدچاپ سه   یتیکآوکس

آزما  یل تحل    یاپوکس/یشهش   یافال   یتیکامپوز  هاییه با رو نتا  یشو    یج شدند. 

هسته  که  داد  د  یـرالهگزاچ  یهانشان  و    یبهتر  ینامیکیعملکرد  داشته 

ارتعاشات    [22] و همکاران خورشیدی . کنندیم یجادا یبالاتر یعیفرکانس طب

ای را  لایه، حاوی سیال غیرلزج و تحت بار ضربه ای سه اجباری پوسته استوانه 

هر سه کردندبررسی   از  .  مرکزی ساخته شده  و لایه  آلومینیوم  از جنس  لایه 

های  زنبوری درون رو لحاظ شده است. با استفاده از نظریه ساختار آگزتیک لانه 

سیستم   بر  حاکم  معادلات  همیلتون  اصل  و  بالا  مرتبه  برشی  شکل  تغییر 

باقیمانده وزنی گالرکین حل شده  اند. سیستم با هر  استخراج شده و از روش 
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تکیه  مرزی  شرایط  تکیه دو  و  ساده  بررسی  گاه  گیردار  و    کردند.گاه  فنگ 

  ی برا یقعم   یدیبر مدل تول  یمعکوس مبتن یروش طراح  یک  [23]همکاران 

است.    یافتهتوسعه    یمنف   پوآسونبا نسبت    یبعدسه   یکآگزت   یهاسلول   یدتول 

ت  دهندینشان م  یجنتا   ی بالاتر  یعیحاصل، فرکانس طب   یچیساندو  یرهایکه 

روش  به  ارتعاش  یهانسبت  رفتار  و  تأثآن   یمتداول دارند  تحت   یعوامل   یرها 

  یط و مح  یمرز  یطهسته، نسبت ضخامت ورق به هسته، شرا  یکربندیپ  ونچ

دارد.  یحرارت همکاران  حیدری   قرار  و    ی هاهسته   یرتأث  که  [24]سروشجانی 

و  یک آگزت   ی دارا  یچیساندو  یااستوانه   یهاپوسته   یارتعاش  هاییژگیبر 

نظر  یدگیبر از  استفاده  برش  ییرتغ   یهبا  تحل   یشکل  روش  و  اول   یلیمرتبه 

پ   یبررس روش  است.  به   یشنهادی شده  و    ی دوبعد  یکتکن  یری کارگبا 

پنل   بندی یمتقس به  دق   یهاپوسته  مدل   ییبالا  تمختلف،  با    ینواح  ی سازدر 

بر  یهندس  یاتجزئ مانند  همچن  هایدگیبالا  س  یجنتا  ین،دارد.    های یگنال با 

محدود    یاجزا  یسازروش نسبت به مدل  یشده و برتر  ییدتأ  یو صوت  یلرزش

   . شودمی اثبات 

  یچیورق ساندو  یکارتعاش آزاد    یهامشخصه   یهدف مقاله حاضر بررس

لانه   یلیمستط هسته  د  یک آگزت   ی زنبوربا  در  س  یک  یوارهمستقر    یال مخزن 

  ی زنبورهسته لانه   یک و    ینیومیآلوم   یه شامل دو رو  یچیساندو. ورق  باشدمی

آلوم  یکآگزت جنس  براباشدمی  ینیوماز  لانه   یسازهمگن   ی.    ی، زنبورهسته 

ها )مدل تورنابن(  مدل   یدتریناز جد  یکیاز    یبسون، علاوه بر مدل مالک و گ

 یلیسه نوع مدل تحل   یچیورق ساندو  یسازمدل   یاستفاده شده است. برا  یز ن

اند. از نوع مدل  شده   یسهآنها با هم مقا  یبو معا  یااند و مزاداده شده   یشنهادپ

برا  یه لاتک  یلیتحل  مرز  یدارا  یچیساندو  ورق   یسازمدل   ی معادل    ی شرط 

س  یرناو با  تماس  ساستفاده شده   یالو در    یر غ  یر،پذنا )تراکم  آلیده ا  یال،اند. 

غ  و  است. یچرخش  یر لزج  نظر گرفته شده  در  حل حاضر، روابط    یهاروش   ( 

 یچیکنش ورق ساندوبرهم  یاضیو چارچوب ر  ی، زنبورهسته لانه   یسازهمگن 

نتا  سیال  – از  استفاده  ن  یر سا  یقات تحق   یجبا  و  از    یجنتا  یزمحققان  حاصل 

  ی اند. سرانجام اثر پارامترهاشده  یصحت سنج  یبعدالمان محدود سه   یلتحل 

ورق،    ییناز لبه پا  یال مختلف مانند نسبت ابعاد مخزن به طول ورق، ارتفاع س

د  یتموقع در  لانه   یوارهورق  سلول  هندسه  و  رو  یزنبورمخزن    ی بر 

 اند.   قرار گرفته  سیمرطوب مورد برر یعیطب یهافرکانس 

 استخراج و حل معادلات حاکم  -2
شکل   تکیه   1مطابق  با  آلومینیومی  ساندویچی  ورق  و  گاهیک  ساده  های 

رو در دیواره  زنبوری درون های لانه های یکسان و هسته متشکل از سلول رویه 

یک مخزن سیال قرار داده شده است. طول، عرض، ضخامت و ضخامت هسته  

هستند. طول و عرض مخزن و ارتفاع   ℎ2و   𝑎  ،𝑏 ،ℎترتیب ورق ساندویچی به 

𝑂باشند. سیستم مختصات  می 𝑏1و   𝑎1  ،𝑐ترتیب  سیال به  − 𝑋𝑌𝑍   در گوشه

موقعیت ورق را در دیواره مشخص   𝑌0و  𝑋0پایین مخزن قرار داده شده است. 

 باشند. ها و کف مخزن صلب می کنند. سایر دیواره می

لانه 3 ر شکل  د ساندویچی  ورق  با شرایط  یک  آگزتیک خشک  زنبوری 

به  است،  نشان داده شده  لوی  نوع  لبه طوری مرزی  در  که  ورق  𝑥های  = و   0

𝑥 = 𝑎  های آن در گاه ساده هستند و لبه دارای تکیه𝑦 = 𝑦و   0 = 𝑏  ترکیبی

 باشند. از شرایط مرزی گیردار، ساده و آزاد می 

 

 

Fig. 1 Auxetic honeycomb sandwich plate with a coordinate system in 

contact with fluid 
با  ورق ساندویچی لانه  1  شکل در تماس  با یک سیستم مختصات  زنبوری آگزتیک  

 سیال
 

 
Fig. 2 Origin of the coordinate system located at the interface between 

the plate and the fluid 

 جایروی سطح تماس ورق و سیالمبدأ سیستم مختصات به   2شکل
 

 
Fig. 3 Geometry-dependent auxetic honeycomb sandwich panel 

 وابسته به هندسه زنبوری آگزتیکورق ساندویچی لانه 3شکل

 

 
Fig. 4 Geometric properties of a commercial re-entrant honeycomb cell 

 رو تجاریزنبوری درون مشخصات هندسی سلول لانه  4شکل 

سیستم    2و  3   هایشکلدر   از  ساندویچی  ورق  حرکت  توصیف  برای 

𝑜مختصات   − 𝑥𝑦𝑧   در که  تفاوت  این  با  است،  شده    مبدأ   1شکل  استفاده 

به  مختصات  و سیال  سیستم  ورق  تماس  روی سطح  ورق  میانی  جای سطح 

 قرار گرفته است. 

 میدان جابجایی 1-2-

ورق  نشان داده شده در شکل برای  ساندویچی  میدان  3و    1های  های  ابتدا   ،

سوم   مرتبه  تئوری  به  توجه  با  نوشته  به   برشیجابجایی  زیر    شود می صورت 

[20]  : 
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𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑔 (𝑧 + 𝜚
ℎ

2
)
𝜕𝑤0
𝜕𝑥

 

+𝑓 (𝑧 + 𝜚
ℎ

2
)𝜓𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑡)  

(a-1) 

𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑔 (𝑧 + 𝜚
ℎ

2
)
𝜕𝑤0
𝜕𝑦

 

+𝑓 (𝑧 + 𝜚
ℎ

2
)𝜓𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑡) 

(b-1) 

 
𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑤0(𝑥, 𝑦, 𝑡) (c-1) 

{𝑔(𝑧), 𝑓(𝑧)} = {−
4

3ℎ2
𝑧3, 𝑧 −

4

3ℎ2
𝑧3} 

(d-1)  
 

سیال،  طوری به  تماس  عدم  و  تماس  در  براب به  𝜚که    0و    1ر  ترتیب 

 . باشدمی

معادلا  میانی   𝑤0،  1  تدر  عرضی سطح   𝜓𝑦و   𝜓𝑥و    باشدمی جابجایی 

  𝑥و  𝑦های ناشی از خمش سطح میانی حول محورهای ترتیب بیانگر دورانبه 

مدل هستند.   محاسباتی  و سرعت  نتایج  لایه دقت  تئوری های  نوع  به  های  ای 

 ها بستگی دارد.  مورد استفاده برای لایه 

 کرنش  وروابط تنش 2-2-

 های کرنش خطی مولفه 1-2-2-

کوچک   فرض  تغییرشکل با  مولفه بودن  به   هایها،  خطی  زیر  کرنش  صورت 

 :[20]شوند می  بهمحاس
 

𝜀𝑥𝑥 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝑔 (𝑧 + 𝜚

ℎ

2
)
𝜕2𝑤0
𝜕𝑥2

+ 𝑓(𝑧 + 𝜚
ℎ

2
)
𝜕𝜓𝑥
𝜕𝑥

 
(a-2) 

𝜀𝑦𝑦 =
𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 𝑔 (𝑧 + 𝜚

ℎ

2
)
𝜕2𝑤0
𝜕𝑦2

+ 𝑓(𝑧 + 𝜚
ℎ

2
)
𝜕𝜓𝑦

𝜕𝑦
   

(b-2) 

𝛾𝑥𝑦 =
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥
= 2𝑔 (𝑧 + 𝜚

ℎ

2
)
𝜕2𝑤0
𝜕𝑥𝜕𝑦

+ 𝑓 (𝑧 + 𝜚
ℎ

2
)(
𝜕𝜓𝑥
𝜕𝑦

+
𝜕𝜓𝑦

𝜕𝑥
) 

(c-2) 

  
 

𝛾𝑥𝑧 =
𝜕𝑢

𝜕𝑧
+
𝜕𝑤

𝜕𝑥
= (1 + 𝑔′ (𝑧 + 𝜚

ℎ

2
))
𝜕𝑤0
𝜕𝑥

+ 𝑓 ′ (𝑧 + 𝜚
ℎ

2
) 𝜓𝑥 

(d-2) 

𝛾𝑦𝑧 =
𝜕𝑣

𝜕𝑧
+
𝜕𝑤

𝜕𝑦
= (1 + 𝑔′ (𝑧 + 𝜚

ℎ

2
))
𝜕𝑤0
𝜕𝑦

+ 𝑓 ′ (𝑧 + 𝜚
ℎ

2
) 𝜓𝑦 

(e-2) 

 

 کرنش –روابط تنش  2-2-2

با هسته لانه  زنبوری آگزتیک یک ورق چند لایه ارتوتروپیک  ورق ساندویچی 

 : [16] باشدمی صورت زیر کرنش آن به  –است که روابط تنش  

𝑄11
(𝑖) =

𝐸11
(𝑖)

1 − 𝜈12
(𝑖)𝜈21

(𝑖)
 

(a-3) 

𝑄22
(𝑖) =

𝐸22
(𝑖)

1 − 𝜈12
(𝑖)𝜈21

(𝑖)
 

(b-3) 

𝑄12
(𝑖) =

𝜈21
(𝑖)𝐸11

(𝑖)

1 − 𝜈12
(𝑖)𝜈21

(𝑖)
=

𝜈12
(𝑖)𝐸22

(𝑖)

1 − 𝜈12
(𝑖)𝜈21

(𝑖)
 

(c-3) 

 

𝑄44
(𝑖) = 𝜅23𝐺23

(𝑖) (d-3) 

𝑄55
(𝑖) = 𝜅13𝐺13

(𝑖) (e-3) 

𝑄66
(𝑖) = 𝐺12

(𝑖) (f-3) 

{
 
 

 
 
𝜎𝑥𝑥
𝜎𝑦𝑦
𝜏𝑥𝑦
𝜏𝑥𝑧
𝜏𝑦𝑧}
 
 

 
 
(𝑖)

=

[
 
 
 
 
𝑄11 𝑄12 0 0 0
𝑄12 𝑄22 0 0 0
0 0 𝑄66 0 0
0 0 0 𝑄55 0
0 0 0 0 𝑄44]

 
 
 
 
(𝑖)

{
 
 

 
 
𝜀𝑥𝑥
𝜀𝑦𝑦
𝛾𝑥𝑦
𝛾𝑥𝑧
𝛾𝑦𝑧}
 
 

 
 

    

(g-3) 

 
𝑖که  طوری به  = رویه  1,3 ایزنمایانگر  مدول وهای  با  یانگتروپیک  و   های 

همچنین  می 𝜌0و چگالی   𝜈0  پوآسون  نسبت ،  𝐺0و   𝐸0برشی   𝑖باشند.  = 2 

ای منفی صفحه درون  پوآسون  نسبت زنبوری آگزتیک با  دهنده هسته لانه نشان 

(𝜈12
𝜈21و  (2)

های هندسی  که مقدار این ضرایب به مشخصه طوری به   . باشدمی(  (2)

برای تعیین آن زنبوری درون سلول لانه  بوده و  های مالک  ها از مدلرو وابسته 

تورنابن    و گیبسون  [25] است  [26]و  نیز ضرایب   𝜅23و   𝜅13  استفاده شده 

 تصحیح برشی مربوط به تئوری بهبودیافته مرتبه سوم ردی هستند  

 کرنش هسته ارتوتروپیک  –روابط تنش  3-2-2-

اول   𝜅𝑠که  طوری به  مرتبه  تئوری  به  مربوط  برشی  تصحیح  ضریب  بیانگر 

برابر   آن  مقدار  و  است  برشی  𝜋2تغییرشکل  است.  ⁄12 شده  گرفته  نظر    در 

 : [20]کرنش هسته ارتوتروپیک عبارتند از  –همچنین روابط تنش 

 

𝝈(2) = {𝜎𝑥𝑥
(2) 𝜎𝑦𝑦

(2) 𝜎𝑧𝑧
(2) 𝜏𝑥𝑦

(2)}
T
= 𝑸𝜎

(2)𝜺(2)      (a-4) 

𝝉(2) = {𝜏𝑥𝑧
(2) 𝜏𝑦𝑧

(2)}
T
= 𝑸𝜏

(2)𝜸(2) (b-4) 

𝜺(2) = {𝜀𝑥𝑥
(2) 𝜀𝑦𝑦

(2) 𝜀𝑧𝑧
(2) 𝛾𝑥𝑦

(2)}
T
 (c-4) 

 های کرنشی الاستیک و جنبشی انرژی 4-2-2-
𝑸𝜎های سفتی  که تعاریف ماتریسطوری به 

𝑸𝜏و  (2)
 : [20]عبارتند از  (2)

 

𝑸𝜏
(2) = [

𝑄55
(2) 0

0 𝑄44
(2)
] = [

𝐺13
(2) 0

0 𝐺23
(2)
] 

(a-5) 

 

𝑸𝜎
(2) =

[
 
 
 
 
 𝑄11
(2) 𝑄12

(2) 𝑄13
(2) 0

𝑄12
(2) 𝑄22

(2) 𝑄23
(2) 0

𝑄13
(2) 𝑄23

(2) 𝑄33
(2) 0

0 0 0 𝑄66
(2)
]
 
 
 
 
 

 

(b-5) 

Δ(2) = 1− 𝜈12
(2)𝜈21

(2) − 𝜈23
(2)𝜈32

(2) − 𝜈31
(2)𝜈13

(2)

− 2𝜈12
(2)𝜈23

(2)𝜈31
(2) (6) 

 

مدل این  انرژی در  ساندویچی  ها،  ورق  و جنبشی  الاستیک  های کرنشی 

 :[20]شوند محاسبه می  (8)و  (7)ترتیب با استفاده از معادلات به 

 

𝑈𝑆 =
1

2
∫∫ ∫ ∑[𝜎𝑥𝑥

(𝑖)𝜀𝑥𝑥 + 𝜎𝑦𝑦
(𝑖)𝜀𝑦𝑦 + 𝜏𝑥𝑦

(𝑖)𝛾𝑥𝑦  

3

𝑖=1

𝑧𝑖
∗∗

𝑧𝑖
∗

𝑏

0

𝑎

0

+ 𝜏𝑥𝑧
(𝑖)𝛾𝑥𝑧  +𝜏𝑦𝑧

(𝑖)𝛾𝑦𝑧] 𝑑𝑧𝑖𝑑𝑦𝑑𝑥  (7) 
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𝑇𝑃 =
1

2
∫∫ ∫ ∑𝜌(𝑖) [(

𝜕𝑢

𝜕𝑡
)

2

+ (
𝜕𝑣

𝜕𝑡
)

23

𝑖=1

𝑧𝑖
∗∗

𝑧𝑖
∗

𝑏

0

𝑎

0

+ (
𝜕𝑤

𝜕𝑡
)

2

]𝑑𝑧𝑖𝑑𝑦𝑑𝑥 
(8) 

{𝑧1
∗; 𝑧1

∗∗} = {−
ℎ

2
𝜚 +

ℎ2
2
;  
ℎ

2
(1 − 𝜚)} 

(a-9) 

{𝑧2
∗; 𝑧2

∗∗} = {−
ℎ

2
𝜚 −

ℎ2
2
;  −
ℎ

2
𝜚 +

ℎ2
2
} 

(b-9) 

 

سازی  زنبوری، مدل های لانه های استاتیکی و دینامیکی ورق برای تحلیل 

دهد، لیکن تعداد درجات آزادی  دست میها را به ترین پاسخ واقعی هسته دقیق 

می افزایش  توجهی  قابل  مقدار  به  را  محاسباتی  زمان  آن  تبع  به  و  دهد.  کل 

برای   روش  آن  سازیساده بهترین  همگنتحلیل  هسته  ها،  رفتار  سازی 

که بتوان آن را بصورت یک لایه ارتوتروپیک معادل،  طوری است به   زنبوریلانه 

هسته    مؤثرهای نهایی قابل اعتماد، خواص  منظور حصول پاسخ تحلیل کرد. به 

اشبی  لانه  و  گیبسون  شوند.   تعیین  دقیق  امکان  حد  تا  باید  با    [6]زنبوری 

بودن دیواره سلول، روابط پارامتری معادل هسته لانه  زنبوری را  فرض غشائی 

 ها ساده بوده ولی دقت خوبی ندارند. ارائه دادند. روابط آن 

با در نظر گرفتن اثر نقاط موجود در محل تقاطع     [25]مالک و گیبسون

 های افقی و مورب، مدل خود را ارائه دادند. دیواره 

رو کلاسیک )ضخامت  زنبوری درون مشخصات هندسی سلول لانه   4شکل  

نشان مییکسان دیواره  ها شامل  دهد که این مشخصههای افقی و مورب( را 

( 𝑡ها )( و ضخامت آن 𝑙( و مورب )𝑑های افقی ) (، طول دیواره 𝜃زاویه سلول )

های افقی و های داخلی دیواره ترتیب طول قسمت به  𝑙𝑏و  𝑑𝑏هستند. همچنین  

می تعیین  سلول  پارامترهای  حسب  بر  که  هستند  به  مورب  توجه  با  شوند. 

شکل اگر زاویه صفر باشد سلول مستطیلی بوده و اگر زاویه مثبت باشد سلول  

قسمت باشدمیضلعی  شش تماس  عدم  برای  لازم  شرط  شکل،  مطابق  های  . 

 صورت زیر بیان کرد: به  توانمیداخلی را 
 

sin(−𝜃) <
1

2

𝑑𝑏
𝑙𝑏
        

(10) 

 

زنبوری کلاسیک  هسته لانه   مؤثر بر اساس مدل مالک و گیبسون، خواص  

 :[25]صورت زیر محاسبه نمود به  توانمیرا 

 

𝜌(2) = 𝜌0 [1 −
𝑙𝑏(𝑑𝑏 + 𝑙𝑏 sin𝜃)

𝑙(𝑑 + 𝑙 sin 𝜃)
] 

(a-11) 

𝐸11
(2) = 𝐸0((

2𝑡

𝑙𝑏
)
2

(
𝑑

𝑙
+ sin𝜃))/(cos3 𝜃 [1 

+(
2𝑡

𝑙𝑏
)
2

(2.4 + 1.5𝜈0+ tan
2 𝜃 

+2
𝑑𝑏
𝑙𝑏
sec2 𝜃)]) 

(b-11) 

𝐸22
(2) = 𝐸0((

2𝑡

𝑙𝑏
)
3

cos 𝜃)/((
𝑑

𝑙
+ sin 𝜃) sin2 𝜃 [1 

+(
2𝑡

𝑙𝑏
)2(2.4 + 1.5𝜈0+ cot

2 𝜃)]) 
(c-11) 

G12
(2) = E0

(
2t

lb
)
3

(
d

l
+ sin θ)

(
db

lb
)
2
cos θ G12

∗
 

(d-11) 

𝐺12
∗ = 1+ 2

𝑑𝑏
𝑙𝑏

 
(e-11) 

+(
2𝑡

𝑙𝑏
)
2

[

𝑑

𝑙
+ sin 𝜃

(
𝑑𝑏

𝑙𝑏
)
2 [(

𝑑

𝑙
+ sin 𝜃) tan2 𝜃 

+sin 𝜃] +
2.4 + 1.5𝜈0

𝑑𝑏

𝑙𝑏

 (2 +
𝑑

𝑙
+ sin 𝜃)] 

𝐺13
(2) = 

𝐺0
(
2𝑡

𝑙
)
 

(
𝑑

𝑙
+ sin 𝜃) cos 𝜃

[
𝑙𝑏
𝑙
sin2 𝜃 +

𝑑𝑏
2𝑙

+
3

2

𝑡

𝑙
tan 𝜃 −

𝑡

𝑙

sin2 𝜃 (2 sin𝜃 − 1)

cos 𝜃
] 

(f-11) 

𝐺23
(2) = 𝐺0

(
2𝑡

𝑙
)
 

(
𝑑

𝑙
+ sin 𝜃) cos 𝜃

 [
𝑙𝑏
𝑙
cos2 𝜃 

+
3

2

𝑡

𝑙
tan 𝜃 −

𝑡

𝑙
cos 𝜃 (2 sin 𝜃 − 1)] 

(g-11) 

𝜈12
(2) = ((𝑠𝑖𝑛𝜃 (

𝑑

𝑙
+ 𝑠𝑖𝑛𝜃))/(𝑐𝑜𝑠2 𝜃))/ 

    ((1 + (
2𝑡

𝑙𝑏
)
2

(1.4 + 1.5𝜈0))   / (1 

+(
2𝑡

𝑙𝑏
)2(2.4 + 1.5𝜈0+ tan

2 𝜃 + 2
𝑑𝑏
𝑙𝑏
sec2 𝜃))) 

(h-11) 

𝜈21
(2) = [cos2 𝜃 / sin𝜃 (

𝑑

𝑙
+ sin 𝜃)][1 + (

2𝑡

𝑙𝑏
)
2

 

 (1.4 + 1.5𝜈0)) /(1 + (
2𝑡

𝑙𝑏
)

2

(2.4 + 1.5𝜈0

+ cot2 𝜃)] (i-11) 

𝑙𝑏 = 𝑙 −
𝑡

cos 𝜃
   

(j-11) 
 

𝑑𝑏 = 𝑑 −
2𝑡(1 − sin 𝜃)

cos 𝜃
 

(k-11) 

 

زنبوری تجاری را  هسته لانه   مؤثربر اساس مدل مالک و گیبسون، خواص  

 :   [25]صورت زیر محاسبه نمود به  توانمی

 

𝜌(2) = 𝜌0 [1 −
𝑙 cos 𝜃 (𝑑𝑏 + 𝑙 sin 𝜃)

(𝑙 cos 𝜃 + 𝑡)(𝑑 + 𝑙 sin 𝜃)
  ] 

(a-12) 

 

𝐸11
(2) = [𝐸0(

𝑡

𝑙𝑏
)
3

(
𝑑

𝑙
+ sin 𝜃)]/ 

[cos3 𝜃 (1 + (
𝑡

𝑙𝑏
)2(2.4 + 1.5𝜈0+ tan

2 𝜃

+
𝑑𝑏
𝑙𝑏
sec2 𝜃))] 

(b-12) 

 

𝐸22
(2) = 𝐸0((

𝑡

𝑙𝑏
)3 cos 𝜃 )/((

𝑑

𝑙
+ sin 𝜃) 

 sin2 𝜃 [1 + (
𝑡

𝑙𝑏
)2(2.4 + 1.5𝜈0 + cot

2 𝜃)]) 
(c-12) 

 

𝐺12
(2) = 𝐸0

(
𝑡

𝑙𝑏
)
3

(
𝑑

𝑙
+ sin𝜃)

(
𝑑𝑏

𝑙𝑏
)
2
cos 𝜃 𝐺12

∗
 

(d-12) 

 

مدل قبلی پیشنهادی توسط سوروهان و همکاران    [26] اخیراً تورنابن و همکاران

، مدول برشی عرضی مؤثرکه در میان خواص الاستیک را ارتقاء دادند. از آنجایی    [27]

𝐺13
گذارد، تورنابن  های طبیعی ورق ساندویچی اثری قابل توجه میبر روی فرکانس (2)

ای برای محاسبه این مدول برشی عرضی پیشنهاد دادند و از رابطه،  [26]  و همکاران
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سه  محدود  المان  تحلیل  با  مقایسه  مدلشان دو  –بعدی  طریق  که  دادند  نشان  بعدی 

است.نسبت به مدل بالاتری برخوردار  دقت  از  پیشین  تورنابن و همکاران    های تئوری 

𝐺13مدول برشی عرضی   [26]
صورت زیر محاسبه زنبوری کلاسیک را  بههسته لانه (2)

 : [26]نمودند 

 

𝐺13
(2) = 𝐺13𝐿

(2) +

2

5

ℎ2

𝑙

3

4
(
ℎ2

𝑙
)
2
+
1

4

(𝐺13𝑈
(2) − 𝐺13𝐿

(2)
) (a-13) 

 

𝐺13𝐿
(2) = 𝐺0

𝑡

𝑙
(
𝑑

𝑙
+ sin 𝜃)

(1 + 2
𝑑

𝑙
)cos 𝜃

  (b-13) 
 

 

𝐺13𝑈
(2) = 𝐺0

𝑡

𝑙
(
𝑑

𝑙
+ 2 sin2 𝜃)

2 (
𝑑

𝑙
+ sin 𝜃) cos 𝜃

 
(c-13)  

 

خواص   لانه   مؤثر سایر  به هسته  کلاسیک  محاسبه  زنبوری  زیر  صورت 

 :  [26-27]شوند می

 

𝐸11
(2) = [𝐸0(

𝑡

𝑙
)3(
𝑑

𝑙
+ sin 𝜃)] 

/[cos3 𝜃 [1 + (
𝑡

𝑙
)2(2.4 + 1.5𝜈0+ tan

2 𝜃

+ 2
𝑑

𝑙
sec2 𝜃)]] 

(a-14) 
 

𝐸33
(2) = 𝐸0

𝑡

𝑙
(
𝑑

𝑙
+ 2)

2 (
𝑑

𝑙
+ sin 𝜃) cos 𝜃

 (c-14) 
 

𝜌(2) = 𝜌0𝐸33
(2) 𝐸0⁄  (d-14) 

 

𝐺12
(2) = 𝐸0

4 (
𝑡

𝑙
)
3

(
𝑑

𝑙
+ sin𝜃)

(
𝑑

𝑙
)
2

(4 +
𝑑

𝑙
) cos 𝜃

 (e-14) 

 

𝐺23
(2) = 𝐺0

𝑡

𝑙
cos 𝜃

𝑑

𝑙
+ sin 𝜃

   (f-14) 

 

𝜈12
(2) = 

[(
𝑑

𝑙
+ sin 𝜃) sin 𝜃 (1 + (

𝑡

𝑙
)2(1.4 + 1.5𝜈0))]/ 

[cos2 𝜃 [1 + (
𝑡

𝑙
)
2
(2.4 + 1.5𝜈0+ tan

2 𝜃 +

2
𝑑

𝑙
sec2 𝜃)]] (g-14) 

𝜈21
(2) = [cos2 𝜃 (1 + (

𝑡

𝑙
)
2

(1.4 + 1.5𝜈0))] 

 / [(
𝑑

𝑙
+ sin 𝜃) sin 𝜃 (1 + (

𝑡

𝑙
)
2

(2.4 + 1.5𝜈0

+ cot2 𝜃))] (h-14) 

𝜈13
(2) = 𝜈0

𝐸11
(2)

𝐸33
(2)
        (i-14) 

 

𝜈23
(2) = 𝜈0

𝐸22
(2)

𝐸33
(2)
         

(k-14) 

𝜈31
(2) = 𝜈32

(2) = 𝜈0  (i-14) 

 

𝐺13مدول برشی عرضی  [26]تورنابن و همکاران  
را  هسته لانه (2) تجاری  زنبوری 

 :[26]صورت زیر محاسبه نمودند  به

 

𝐺13
(2) = 𝐺13𝐿

(2) +

2

5

ℎ2

𝑙

3

4
(
ℎ2

𝑙
)
2
+
1

4

(𝐺13𝑈
(2) − 𝐺13𝐿

(2)
)    (a-15) 

 

𝐺13𝐿
(2) = 𝐺0

𝑡

𝑙
(
𝑑

𝑙
+ sin 𝜃)

(1 +
𝑑

𝑙
)cos 𝜃

     (b-15) 
 

𝐺13𝑈
(2) = 𝐺0

𝑡

𝑙
(
𝑑

𝑙
+ sin2 𝜃)

(
𝑑

𝑙
+ sin 𝜃) cos 𝜃

      (c-15) 
 

 

خواص   لانه   مؤثرسایر  به هسته  تجاری  محاسبه  زنبوری  زیر  صورت 

 : [27,26]شوندمی
 

𝐸11
(2) = [𝐸0(

𝑡

𝑙𝑏
)
3

(
𝑑

𝑙
+ sin 𝜃)] 

/[cos3 𝜃 (1 + (
𝑡

𝑙𝑏
)
2

(2.4 + 1.5𝜈0+ tan
2 𝜃

+ 2
𝑑

𝑙
sec2 𝜃))] 

(a-16) 

𝐸22
(2) = [𝐸0(

𝑡

𝑙
)
3

cos 𝜃]/ 

[(
𝑑

𝑙
+ sin𝜃) sin2 𝜃 (1 + (

𝑡

𝑙
)
2

(2.4 + 1.5𝜈0 

+cot2 𝜃))] (b-16) 

𝐸33
(2) = 𝐸0

𝑡

𝑙
(
𝑑

𝑙
+ 1)

(
𝑑

𝑙
+ sin 𝜃) cos 𝜃

 

(c-16) 

𝜌(2) = 𝜌0𝐸33
(2) 𝐸0⁄  (d-16) 

𝐺12
(2) = 𝐸0

(
𝑡

𝑙
)
3

(
𝑑

𝑙
+ sin 𝜃)

(
𝑑

𝑙
)
2

(1 +
𝑑

4𝑙
) cos 𝜃

 

(e-16) 

𝐺23
(2) = 𝐺0

𝑡

𝑙
cos 𝜃

𝑑

𝑙
+ sin 𝜃

   
(f-16) 

 

ایده  مخزن  داخل  سیال  سیال  یعنی  است،  شده  گرفته  نظر  در  آل 

کوچک،  تراکم سیال  نوسانات  بعلاوه  است.  چرخشی  غیر  و  لزج  غیر  ناپذیر، 

اند. مطابق شرط پیوستگی تابع پتانسیل سرعت  هارمونیک و خطی فرض شده 

 : [15]باید معادله لاپلاسرا ارضاء نماید 

 

∇2𝜑 =
𝜕2𝜑

𝜕𝑋2
+
𝜕2𝜑

𝜕𝑌2
+
𝜕2𝜑

𝜕𝑍2
 

(a-17) 
∇2𝜑 = ∇2𝜑𝐵 + ∇

2𝜑𝑆 = 0    (b-17)  
⇒∇2𝜑𝐵 = 0, ∇2𝜑𝑆 = 0   (c-17) 

 

بالجینگ  به  𝜑𝑆و   𝜑𝐵که  طوری به  مودهای  پتانسیل سرعت  توابع  ترتیب 

)حرکت سیال ناشی در اثر ارتعاش ورق( و اسلاشینگ )امواج سطح آزاد سیال  

 باشند. در اثر گرانش( می 

𝑌کف مخزن ) = 𝑋( و سه دیواره قائم 0 = 0, 𝑎1  و𝑍 = 𝑐   صلب و نفوذ

 نوشت:  توانمی ناپذیر هستند، بنابراین برای مودهای بالجینگ و اسلاشینگ 

 
𝜕𝜑𝐵
𝜕𝑋
|
𝑋=0, 𝑎1

= 0        (a-18) 

 
𝜕𝜑𝐵
𝜕𝑌
|
𝑌=0

= 0     
(b-18) 

 

𝜕𝜑𝐵
𝜕𝑍
|
𝑍=𝑐

= 0   
(c-18) 

 

𝜕𝜑𝑆
𝜕𝑋
|
𝑋=0, 𝑎1

= 0     
(a-19) 
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𝜕𝜑𝑆
𝜕𝑌
|
𝑌=0

= 0    
(b-19) 

 

𝜕𝜑𝑆
𝜕𝑍
|
𝑍=𝑐

= 0    
(c-19) 

 

 

قائم   دیواره  در  دینامیکی  کوپلینگ  𝑍شرایط  = مودهای   0 )برای 

 صورت زیر بیان نمود: به  توانمی بالجینگ و اسلاشینگ( را 

 
𝜕𝜑𝐵
𝜕𝑍
|
𝑍=0

= 

{

𝜕𝑤0
 

𝜕𝑡
;    𝑋0 ≤ 𝑋 ≤ 𝑋0 + 𝑎;   𝑌0 ≤ 𝑌 ≤ 𝑏1

 

0;   در  ناحیه دیواره  صلب مرطوب  
 

(20) 

 

   
𝜕𝜑𝑆
𝜕𝑍
|
𝑍=0

= 0 
(21) 

 

برای مود بالجینگ   برابر صفر است، بنابراین  نسبی در سطح آزاد سیال  فشار 

 نوشت:  توانمی

 

−𝜌𝐹
𝜕𝜑𝐵
𝜕𝑡
|
𝑌=𝑏1

= 0
 
⇒

 
𝜕𝜑𝐵
𝜕𝑡
|
𝑌=𝑏1

= 0 

harmonic
⇒      𝜑𝐵 = 0   𝑎𝑡 𝑌 = 𝑏1       (22) 

 

برای حل دو معادله لاپلاس موجود در    چگالی سیال است. 𝜌𝐹که طوری به 

برای این منظور  از روش    (17)ه  معادل  جداسازی متغیرها استفاده شده است. 

به  اسلاشینگ  و  بالجینگ  مودهای  سرعت  پتانسیل  توابع  زیر  ابتدا  صورت 

 اند: نوشته شده 

 
𝜑𝐵(𝑋, 𝑌, 𝑍, 𝑡) = 𝑇̇𝐵(𝑡). 𝑋̂𝐵(𝑋). 𝑌̂𝐵(𝑌). 𝑍̂𝐵(𝑍) 

(23) 

𝜑𝑆(𝑋, 𝑌, 𝑍, 𝑡) = 𝑇̇𝑆(𝑡). 𝑋̂𝑆(𝑋). 𝑌̂𝑆(𝑌). 𝑍̂𝑆(𝑍) (24) 

 

𝑇̇𝐵که  طوری به  (𝑡)   و𝑇̇𝑆(𝑡)  مودهای  به زمان  به  وابسته  ضرایب  ترتیب 

 صورت زیر بیان کرد: ها را به آن توانمی و  بالجینگ و اسلاشینگ هستند
 

   {
𝑇̇𝐵(𝑡)

𝑇̇𝑆(𝑡)
} = −i𝜔 {

𝑇𝐵
𝑇𝑆
} exp(−i𝜔𝑡) 

(25) 

 

طبیعی 𝜔که  طوری به  فرکانس  ثانیه    بیانگر  بر  رادیان  بر حسب  سیستم 

جای  معادلات  است.با  معادله    (24)و    (23)گذاری  زیر  ،  (17)در  معادلات 

 شوند: حاصل می

 
1

𝑋̂𝐵(𝑋)

𝑑2𝑋̂𝐵
𝑑𝑋2

+
1

𝑌̂𝐵(𝑌)

𝑑2𝑌̂𝐵
𝑑𝑌2

+
1

𝑍̂𝐵(𝑍)

𝑑2𝑍̂𝐵
𝑑𝑍2

= 0 
(26) 

1

𝑋̂𝑆(𝑋)

𝑑2𝑋̂𝑆
𝑑𝑋2

+
1

𝑌̂𝑆(𝑌)

𝑑2𝑌̂𝑆
𝑑𝑌2

+
1

𝑍̂𝑆(𝑍)

𝑑2𝑍̂𝑆
𝑑𝑍2

= 0 
(27) 

 

به از هر یک   صورت زیر  از معادلات فوق، سه معادله دیفرانسیل معمولی 

 قابل استخراج است: 

1

𝑋̂𝐵(𝑋)

𝑑2𝑋̂𝐵
𝑑𝑋2

= −Π𝑋
𝐵2

      
⇒ 
𝑑2𝑋̂𝐵
𝑑𝑋2

+Π𝑋
𝐵2. 𝑋̂𝐵(𝑋) = 0 

(28) 

1

𝑌̂𝐵(𝑌)

𝑑2𝑌̂𝐵
𝑑𝑌2

= −Π𝑌
𝐵2

      
⇒ 
𝑑2𝑌̂𝐵
𝑑𝑌2

+Π𝑌
𝐵2. 𝑌̂𝐵(𝑌) = 0 

(29) 

 

1

𝑍̂𝐵(𝑍)

𝑑2𝑍̂𝐵
𝑑𝑍2

= Π𝑋
𝐵2 +Π𝑌

𝐵2
      
⇒  

𝑑2𝑍̂𝐵
𝑑𝑍2

− (Π𝑋
𝐵2+Π𝑌

𝐵2) 𝑍̂𝐵(𝑍) = 0     

(30) 

1

𝑋̂𝑆(𝑋)

𝑑2𝑋̂𝑆
𝑑𝑋2

= −Π𝑋
𝑆2
      
⇒ 
𝑑2𝑋̂𝑆
𝑑𝑋2

+Π𝑋
𝑆2 . 𝑋̂𝑆(𝑋) = 0 

(31) 

1

𝑌̂𝑆(𝑌)

𝑑2𝑌̂𝑆
𝑑𝑌2

= Π𝑋
𝑆2 + Π𝑍

𝑆2
      
⇒  

𝑑2𝑌̂𝑆
𝑑𝑌2

− (Π𝑋
𝑆2 +Π𝑍

𝑆2) 𝑌̂𝑆(𝑌) = 0 

(32) 

1

𝑍̂𝑆(𝑍)

𝑑2𝑍̂𝑆
𝑑𝑍2

= −Π𝑍
𝑆2
      
⇒ 
𝑑2𝑍̂𝑆
𝑑𝑍2

+Π𝑍
𝑆2. 𝑍̂𝑆(𝑍) = 0 

(33) 

 

Π𝑋با این فرض که  
𝐵   و    (28)یک عدد موهومی خالص است، از معادلات

 : شودمی  نتیجه (18)

 

𝑋̂𝐵(𝑋) = cos (
𝑘1𝜋

𝑎1
𝑋) ;  (𝑘1 = 0, 1, 2, …)    

(34) 

 

Π𝑌طور با این فرض که  همین 
𝐵   یک عدد موهومی خالص است، از معادلات

 : شودمی نتیجه   (22)و  (18)، (29)

 

   𝑌̂𝐵(𝑌) = cos (
(2𝑘2 + 1)𝜋

2𝑏1
𝑌) ; (𝑘2 = 0, 1, 2, …) 

(35) 

 

نتیجه    (18)همراه شرط مرزی به   (30)سرانجام با حل معادله دیفرانسیل 

 : شودمی
 

𝑍̂𝐵(𝑍) = cosh(𝑝𝑘1𝑘2𝑍) 

     −tanh(𝑝𝑘1𝑘2𝑐) sinh(𝑝𝑘1𝑘2𝑍)      
(36-a) 

 

𝑝𝑘1𝑘2 = 𝜋√(
𝑘1
𝑎1
)
2

+ (
(2𝑘2 + 1)

2𝑏1
)

2

 (36-b) 
 

 

و اضافه نمودن ترم   (23)در معادله  (36)تا   (34)گذاری معادلات با جای 

 آید:  دست میبه  𝜑𝐵های فوریه،  زمانی در قالب سری 
 

𝜑𝐵(𝑋, 𝑌, 𝑍, 𝑡)

= ∑ ∑ 𝑇̇𝐵𝑘1𝑘2(𝑡)

𝑁𝐵

𝑘2=0

𝑀𝐵

𝑘1=0

𝑋̂𝐵𝑘1(𝑋)𝑌̂𝐵𝑘2(𝑌)𝑍̂𝐵𝑘1𝑘2(𝑍) 

 (37) 

 

ضرایب وابسته به زمان مود بالجینگ    (20)در    (37)  معادلهگذاری  با جای 

𝑇̇𝐵𝑘1𝑘2)یعنی 
(𝑡)  ( بر حسب توابعی از جابجایی عرضی ورق ساندویچی )یعنی

𝑤0
 آیند: دست می ( به  

 

𝑇̇𝐵𝑘1𝑘2(𝑡) =
2(2 − 𝛿0𝑘1)

−𝑎1𝑏1𝑝𝑘1𝑘2 tanh(𝑝𝑘1𝑘2𝑐)
 

(38) 
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∫ ∫
𝜕𝑤0

 

𝜕𝑡
𝑋̂𝐵𝑘1(𝑋)𝑌̂𝐵𝑘2(𝑌)𝑑𝑌

𝑏1

𝑌0

𝑑𝑋           

𝑋0+𝑎

𝑋0

 

 
 

فرض که   این  با  مشابه  طریق  Π𝑋به 
𝑆   از است،  خالص  موهومی  یک عدد 

 : شود مینتیجه  (22)و  (25)معادلات 
 

𝑋̂𝑆(𝑋) = cos (
𝑘1𝜋

𝑎1
𝑋) ; (𝑘1 = 0, 1, 2, …) 

(39) 
 

Π𝑍1با این فرض که   طورهمین 
𝑆   یک عدد موهومی خالص است، از معادلات

 : شود مینتیجه  (21)و  (19)، (33)

 

𝑍̂𝑆(𝑋) = cos (
𝑘2𝜋

𝑐
𝑍) ;  (𝑘2 = 0, 1, 2, …) 

(40) 
 

نتیجه    (19)همراه شرط مرزی  به   (48)با حل معادله دیفرانسیل    سرانجام

 : شودمی
 

𝑌̂𝑆(𝑌) = cosh(𝑞𝑘1𝑘2𝑌) (a-41) 

𝑞𝑘1𝑘2 = 𝜋√(
𝑘1
𝑎1
)
2

+ (
𝑘2
𝑐
)
2

 
(b-41) 

 

و اضافه نمودن ترم   (24)در معادله   (41)تا  (39)گذاری معادلات با جای 

 آید:دست می به  𝜑𝑆،  فوریههای زمانی در قالب سری 
 

𝜑𝑆(𝑋, 𝑌, 𝑍, 𝑡)

= ∑ ∑ 𝑇̇𝑆𝑘1𝑘2(𝑡)

𝑁𝑆

𝑘2=0

𝑀𝑆

𝑘1=0

𝑋̂𝑆𝑘1(𝑋)𝑌̂𝑆𝑘1𝑘2(𝑌)𝑍̂𝑆𝑘2(𝑍) 

 (42) 

 

 لایه معادل معادله اسلاشینگ خطی در سطح آزاد سیال برای تئوری تک 3-2-

ناویر   ایده   –معادله  سیال  آزاد  سطح  در  به استوکس  زیر  آل  صورت 

 : باشدمی

 
𝐷(∇⃗⃗ 𝜑)

𝐷𝑡
|
𝑌=𝑏1+𝛥𝐹.𝑆

= g⃗  
(a-43) 

 

{
 
 
 

 
 
 
𝐷(𝜑,𝑋)

𝐷𝑡
|
𝑌=𝑏1+𝛥𝐹.𝑆

𝐷(𝜑,𝑌)

𝐷𝑡
|
𝑌=𝑏1+𝛥𝐹.𝑆

𝐷(𝜑,𝑍)

𝐷𝑡
|
𝑌=𝑏1+𝛥𝐹.𝑆}

 
 
 

 
 
 

= {
0
−g
0
}                               

(b-43) 
 

𝐷شتاب گرانشی است و   g  کهطوریبه

𝐷𝑡
صورت  دهنده مشتق مادی به نشان  

 زیر است:  

𝐷(? )

𝐷𝑡
=
𝜕(? )

𝜕𝑡
+ (∇⃗⃗ 𝜑). (∇⃗⃗ (? )) 

(44) 

 

به  𝛥𝐹.𝑆همچنین   است،  سیال  آزاد  سطح  زیر  طوری جابجایی  رابطه  که 

 : باشدمی برای آن برقرار 

 
𝜕𝛥𝐹.𝑆
𝜕𝑡

=
𝜕𝜑

𝜕𝑌
|
𝑌=𝑏1

=
𝜕𝜑𝐵
𝜕𝑌
|
𝑌=𝑏1

+
𝜕𝜑𝑆
𝜕𝑌
|
𝑌=𝑏1

 
(45) 

 

 آیند: دست می سه رابطه زیر به  (44)و (43) با توجه به معادلات 
 

𝜕

𝜕𝑋
[
𝜕𝜑

𝜕𝑡
+
1

2
[(
𝜕𝜑

𝜕𝑋
)

2

+ (
𝜕𝜑

𝜕𝑌
)

2

+ (
𝜕𝜑

𝜕𝑍
)

2

]] = 0 

   𝑎𝑡 𝑌 = 𝑏1 + 𝛥𝐹.𝑆 (46) 

𝜕

𝜕𝑌
[
𝜕𝜑

𝜕𝑡
+
1

2
[(
𝜕𝜑

𝜕𝑋
)

2

+ (
𝜕𝜑

𝜕𝑌
)

2

+ (
𝜕𝜑

𝜕𝑍
)

2

]] = −g    

   𝑎𝑡 𝑌 = 𝑏1 + 𝛥𝐹.𝑆 (47) 

𝜕

𝜕𝑍
[
𝜕𝜑

𝜕𝑡
+
1

2
[(
𝜕𝜑

𝜕𝑋
)

2

+ (
𝜕𝜑

𝜕𝑌
)

2

+ (
𝜕𝜑

𝜕𝑍
)

2

]] = 0    

   𝑎𝑡 𝑌 = 𝑏1 + 𝛥𝐹.𝑆 (48) 

 

معادله   صرف   (47)در  از  ترم پس  از  عملیات  نظر  انجام  و  غیرخطی  های 

 آید:دست می گیری نامعین، رابطه زیر به انتگرال 
 

𝜕𝜑

𝜕𝑡
|
𝑌=𝑏1+𝛥𝐹.𝑆

= −g𝑌 + 𝑐𝑡𝑒 = −g𝛥𝐹.𝑆 − g𝑏1 + 𝑐𝑡𝑒 
(49) 

 

 با اعمال بسط تیلور بازنویسی نمود:   توانمیسمت چپ معادله فوق را 

 
𝜕𝜑

𝜕𝑡
|
𝑌=𝑏1+𝛥𝐹.𝑆

=
𝜕𝜑

𝜕𝑡
|
𝑌=𝑏1

+ 𝛥𝐹.𝑆
𝜕

𝜕𝑌
(
𝜕𝜑

𝜕𝑡
)|
𝑌=𝑏1

+ ⋯

≈
𝜕𝜑

𝜕𝑡
|
𝑌=𝑏1

 
 (50) 

 

مشتق   (49)در    (50)  معادلات  گذاریجای با   انجام  از  و  زمانی  گیری 

 آید: دست میبه طرفین معادله حاصله، رابطه زیر 

 
𝜕2𝜑

𝜕𝑡2
|
𝑌=𝑏1

+ g
∂𝛥𝐹.𝑆
∂𝑡

= 0 
(51) 

 

در معادله فوق، معادله زیر حاصل    (45)  و (22)   معادلات  گذاریجای با  

 : شودمی

 
𝜕2𝜑𝑆
𝜕𝑡2

|
𝑌=𝑏1

+ g (
𝜕𝜑𝐵
𝜕𝑌
|
𝑌=𝑏1

+
𝜕𝜑𝑆
𝜕𝑌
|
𝑌=𝑏1

) = 0 

 (a-52) 

 
 
⇒  ∫ ∫ [

𝜕2𝜑𝑆

𝜕𝑡2
|
𝑌=𝑏1

+ g(
𝜕𝜑𝐵

𝜕𝑌
|
𝑌=𝑏1

+
𝑐

0

𝑎1
0

𝜕𝜑𝑆

𝜕𝑌
|
𝑌=𝑏1

)] 𝛿𝜑𝑆(𝑋, 𝑏1,𝑍, 𝑡)𝑑𝑍 𝑑𝑋 = 0  
(b-52) 

 

 عملگر تغییراتی است.  𝛿که  طوری به 
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 لایه معادلهای جنبشی سیال برای تئوری تکانرژی 4-2-
 : شودمی صورت زیر محاسبه کند، به انرژی جنبشی که سیال به ورق وارد می 

 

𝑇𝐹 =
1

2
𝜌𝐹 ∫ ∫ ∫(∇⃗⃗ 𝜑)(∇⃗⃗ 𝜑)𝑑𝑍𝑑𝑌𝑑𝑋

𝑐

0

𝑌0+𝑏

𝑌0

𝑋0+𝑎

𝑋0

 

(53) 

 

 : شود میصورت زیر ساده با استفاده از قضیه دیورژانس، معادله فوق به 

 

𝑇𝐹 = −
1

2
𝜌𝐹 ∫ ∫ (𝜑

𝜕𝜑

𝜕𝑍
)|
𝑍=0
𝑑𝑌

𝑌0+𝑏

𝑌0

𝑑𝑋

𝑋0+𝑎

𝑋0

 

 (a-54) 

 
⇒𝑇𝐹 = 𝑇𝐹𝐵 + 𝑇𝐹𝑆 = −

1

2
𝜌𝐹 ∫ ∫ (𝜑𝐵|𝑍=0

𝑌0+𝑏

𝑌0

𝑋0+𝑎

𝑋0

+ 𝜑𝑆|𝑍=0)
𝜕𝑤0

 

𝜕𝑡
𝑑𝑌 𝑑𝑋 

(b-54) 
 

انرژی به  𝑇𝐹𝑆و   𝑇𝐹𝐵  کهطوریبه و  ترتیب  بالجینگ  مودهای  جنبشی  های 

 اسلاشینگ سیال هستند. 

 لایه معادل استخراج معادلات حاکم و شرایط مرزی برای تئوری تک -2-5
منظور استخراج معادلات حرکت و شرایط مرزی از اصل همیلتون استفاده  به 

 شده است: 

 

∫𝛿 (𝑇𝑃 − 𝑈𝑆 + 𝜚(𝑇𝐹𝐵 + 𝑇𝐹𝑆))

𝑡

0

𝑑𝑡 = 0 

(55) 

 

معادلات  با جای  انجام    (54)و  (8) ،  (7)گذاری  فوق،  معادله    عملیاتدر 

مولفهانتگرال  ضرایب  دادن  قرار  صفر  مساوی  و  جزء  به  جزء  های  گیری 

 آیند:دست می جابجایی مجازی، معادلات دیفرانسیل زیر به 
 

𝛿𝑤0
 
⇒ 

∑[−
𝜕2𝑀𝑥𝑥

(𝑖)

𝜕𝑥2
− 2

𝜕2𝑀𝑥𝑦
(𝑖)

𝜕𝑥𝜕𝑦
−
𝜕2𝑀𝑦𝑦

(𝑖)

𝜕𝑦2
+
𝜕𝑇𝑥𝑧

(𝑖)

𝜕𝑥
+
𝜕𝑇𝑦𝑧

(𝑖)

𝜕𝑦

3

𝑖=1

 

−𝐼0
(𝑖)𝑤̈0 + 𝐼1

(𝑖)(
𝜕2𝑤̈0
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑤̈0
𝜕𝑦2

) + 𝐼3
(𝑖)(
𝜕𝜓̈𝑥
𝜕𝑥  

+
𝜕2𝜓̈𝑦

𝜕𝑦 
) 

+𝜚𝜌𝐹(𝜑̇𝐵(𝑋, 𝑌, 0, 𝑡) +
1

2
𝜑̇𝑆(𝑋, 𝑌, 0, 𝑡))] = 0 

(56) 

𝛿𝜓𝑥
 
⇒ 

∑[
𝜕𝑃𝑥𝑥

(𝑖)

𝜕𝑥
+
𝜕𝑃𝑥𝑦

(𝑖)

𝜕𝑦
− 𝑇𝑥𝑧

(𝑖)− 𝐼2
(𝑖)𝜓̈𝑥− 𝐼3

(𝑖) 𝜕𝑤̈0
𝜕𝑥  
]

3

𝑖=1

= 0 

 (57) 

𝛿𝜓𝑦
 
⇒ 

∑[
𝜕𝑃𝑥𝑦

(𝑖)

𝜕𝑥
+
𝜕𝑃𝑦𝑦

(𝑖)

𝜕𝑦
− 𝑇𝑦𝑧

(𝑖)− 𝐼2
(𝑖)𝜓̈𝑦 − 𝐼3

(𝑖) 𝜕𝑤̈0
𝜕𝑦 
]

3

𝑖=1

= 0 

 (58) 

 

ممان طوری به  فوق،  معادلات  در  منتجه که  و  اینرسی  جرمی  های  های 

 شوند: صورت زیر تعریف می تنش به 

(𝐼0
(𝑖)

, 𝐼1
(𝑖)

, 𝐼2
(𝑖)

, 𝐼3
(𝑖)
) = ∫ (1, 𝑔2(𝑧 + 𝜚

ℎ

2
),

𝑧𝑖
∗∗

𝑧𝑖
∗

 

       𝑓2(𝑧 + 𝜚
ℎ

2
), 𝑔(𝑧 + 𝜚

ℎ

2
)𝑓(𝑧 + 𝜚

ℎ

2
))𝜌(𝑖)𝑑𝑧𝑖 

 (59) 

(𝑀𝑥𝑥
(𝑖)

, 𝑀𝑥𝑦
(𝑖)

, 𝑀𝑦𝑦
(𝑖)
) = ∫ (𝜎𝑥𝑥

(𝑖)
, 𝜏𝑥𝑦
(𝑖)

, 𝜎𝑦𝑦
(𝑖)
)𝑔 (𝑧

𝑧𝑖
∗∗

𝑧𝑖
∗

+ 𝜚
ℎ

2
)𝑑𝑧𝑖  (a-60) 

(𝑃𝑥𝑥
(𝑖)

, 𝑃𝑥𝑦
(𝑖)

, 𝑃𝑦𝑦
(𝑖)) = ∫ (𝜎𝑥𝑥

(𝑖)
, 𝜏𝑥𝑦
(𝑖)

, 𝜎𝑦𝑦
(𝑖))𝑓(𝑧

𝑧𝑖
∗∗

𝑧𝑖
∗

+ 𝜚
ℎ

2
)𝑑𝑧𝑖  

 (b-60) 

(𝑇𝑥𝑧
(𝑖)

, 𝑇𝑦𝑧
(𝑖)
) = ∫ (𝜏𝑥𝑧

(𝑖)
, 𝜏𝑦𝑧
(𝑖)
)𝑓 ′(𝑧 + 𝜚

ℎ

2
) 𝑑𝑧𝑖

𝑧𝑖
∗∗

𝑧𝑖
∗

 

 (c-60) 

 

(  ییجابجاهمچنین با استفاده از اصل همیلتون، شرایط مرزی ضروری )یا 

آیند. در حالت تماس  دست می ورق ساندویچی به هایلبه و طبیعی )یا نیرو( در  

گاه ساده هستند )شرایط  با سیال فرض شده است که هر چهار لبه دارای تکیه 

𝑥های که در حالت عدم تماس سیال، لبه مرزی ناویر(، در حالی = 𝑥و  0 = 𝑎 

𝑦های گاه ساده بوده و لبه دارای تکیه  = 𝑦و   0 = 𝑏  هایی دلخواه  دارای ترکیب

 از شرایط مرزی گیردار، ساده و آزاد هستند )شرایط مرزی نوع لوی(. 

𝑥های گاه ساده در لبه شرایط مرزی تکیه  = 𝑥و   0 = 𝑎  : 

 
𝑤0 = 0    (61) 

𝜓𝑦 = 0 (62) 

∑𝑀𝑥𝑥
(𝑖)

3

𝑖=1

= 0 
(63) 

∑𝑃𝑥𝑥
(𝑖)

3

𝑖=1

= 0 
(64) 

 

𝑦های  شرایط مرزی گیردار در لبه  = 𝑦و  0 = 𝑏  : 

 
𝑤0 = 0 (65) 
𝜕𝑤0
𝜕𝑦

= 0 
(66) 

𝜓𝑥 = 0   (67) 

𝜓𝑦 = 0 (68) 

 

𝑦های گاه ساده در لبه شرایط مرزی تکیه  = 𝑦و   0 = 𝑏  : 

 
𝑤0 = 0 (69) 

𝜓𝑥 = 0 (70) 

∑𝑀𝑦𝑦
(𝑖)

3

𝑖=1

= 0 
(71) 

∑𝑃𝑦𝑦
(𝑖)

3

𝑖=1

= 0 
(72) 

 

𝑦های  مرزی آزاد در لبه  شرایط = 𝑦و   0 = 𝑏 : 
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∑(2
𝜕𝑀𝑥𝑦

(𝑖)

𝜕𝑥
+
𝜕𝑀𝑦𝑦

(𝑖)

𝜕𝑦
− 𝑇𝑦𝑧

(𝑖)− 𝐼1
(𝑖) 𝜕𝑤̈0
𝜕𝑦

− 𝐼3
(𝑖)𝜓̈𝑥)

3

𝑖=1

= 0 (73) 

∑𝑀𝑦𝑦
(𝑖)

3

𝑖=1

= 0   
(74) 

∑𝑃𝑥𝑦
(𝑖)

3

𝑖=1

= 0    
(75) 

∑𝑃𝑦𝑦
(𝑖)

3

𝑖=1

= 0 
(76) 

 

را  منتجه  تنش  مولفه به   توانمی های  برحسب  زیر  روابط  های  صورت 

 جابجایی بیان نمود: 

 

𝑀𝑥𝑥
(𝑖) = 𝐴1

(𝑖)𝑤0,𝑥𝑥 + 𝐵1
(𝑖)𝑤0,𝑦𝑦 + 𝐴0

(𝑖)𝜓𝑥,𝑥

+ 𝐵0
(𝑖)𝜓𝑦,𝑦 

(a-77) 

 

𝑀𝑥𝑦
(𝑖) = 2𝐷1

(𝑖)𝑤0,𝑥𝑦 +𝐷0
(𝑖)
(𝜓𝑥 ,𝑦 +𝜓𝑦,𝑥)  (b-77) 

𝑀𝑦𝑦
(𝑖) = 𝐵1

(𝑖)𝑤0,𝑥𝑥 + 𝐶1
(𝑖)𝑤0,𝑦𝑦 + 𝐵0

(𝑖)𝜓𝑥,𝑥

+ 𝐶0
(𝑖)𝜓𝑦,𝑦 

(c-77) 
 

𝑃𝑥𝑥
(𝑖) = 𝐴0

(𝑖)𝑤0,𝑥𝑥 + 𝐵0
(𝑖)𝑤0,𝑦𝑦 + 𝐴2

(𝑖)𝜓𝑥,𝑥

+ 𝐵2
(𝑖)𝜓𝑦,𝑦 

(d-77) 
 

𝑃𝑥𝑦
(𝑖) = 2𝐷0

(𝑖)𝑤0,𝑥𝑦 + 𝐷2
(𝑖)
(𝜓𝑥 ,𝑦 +𝜓𝑦,𝑥)   

(e-77) 

 

𝑃𝑦𝑦
(𝑖) = 𝐵0

(𝑖)𝑤0,𝑥𝑥 + 𝐶0
(𝑖)𝑤0,𝑦𝑦 + 𝐵2

(𝑖)𝜓𝑥,𝑥

+ 𝐶2
(𝑖)𝜓𝑦,𝑦 

(f-77) 

 

𝑇𝑥𝑧
(𝑖) = (𝐸0

(𝑖)+ 𝐸2
(𝑖)
)𝑤0,𝑥 + 𝐸1

(𝑖)𝜓𝑥   
(g-77) 

 

𝑇𝑦𝑧
(𝑖) = (𝐹0

(𝑖) + 𝐹2
(𝑖)
)𝑤0,𝑦 + 𝐹1

(𝑖)𝜓𝑦    
(h-77) 

 

[

A0 A1 A2
B0 B1 B2
C0 C1 C2
D0 D1 D2

]

(i)

= ∫ {

Q11
Q12
Q22
Q66

}

(i)
zi
∗∗

zi
∗

 

{g (z + ϱ
h

2
) f (z + ϱ

h

2
) g2 (z + ϱ

h

2
) f 2 (z + ϱ

h

2
)} dzi 

 

(a-78) 

 

[
E0 E1 E2
F0 F1 F2

]
(i)

= ∫ {
Q55
Q44
}
(i)

zi
∗∗

zi
∗

 

    ∫ {f ′ (z + ϱ
h

2
) f ′

2 (z + ϱ
h

2
) g′ (z + ϱ

h

2
) f ′ (z + ϱ

h

2
)}

zi
∗∗

zi
∗

dzi 
(b-78) 

 

معادلات    (77)معادله    گذاریجای با   حاکم   ،(58)تا    (56)در  معادلات 

 آیند: دست میهای جابجایی به برحسب مولفه 
 

𝛿𝑤0
 
⇒ 𝐿11𝑤0(𝑥, 𝑦, t) + 𝐿12𝜓𝑥(𝑥, 𝑦, t) +

𝐿13𝜓𝑦(𝑥, 𝑦, t) = 0   (79) 

𝛿𝜓𝑥
 
⇒ 𝐿21𝑤0(𝑥, 𝑦, t) + 𝐿22𝜓𝑥(𝑥, 𝑦, t)

+ 𝐿23𝜓𝑦(𝑥, 𝑦, t) = 0 (80) 

𝛿𝜓𝑦
 
⇒ 𝐿31𝑤0(𝑥, 𝑦, t) + 𝐿32𝜓𝑥(𝑥, 𝑦, t)

+ 𝐿33𝜓𝑦(𝑥, 𝑦, t) = 0    (81) 

 کهطوری به 

 

𝐿11 =∑[−𝐴1
(𝑖) 𝜕

4

𝜕𝑥4
− 𝐶1

(𝑖) 𝜕
4

𝜕𝑦4

3

𝑖=1

  

−2(𝐵1
(𝑖) + 2𝐷1

(𝑖)
)

𝜕4

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
 

+(𝐸0
(𝑖)+ 𝐸2

(𝑖)
)
𝜕2

𝜕𝑥2
+ (𝐹0

(𝑖)+ 𝐹2
(𝑖)
)
𝜕2

𝜕𝑦2
 

−𝐼0
(𝑖) 𝜕

2

𝜕𝑡2
+𝐼1
(𝑖)(

𝜕4

𝜕𝑥2𝜕𝑡2
+

𝜕4

𝜕𝑦2𝜕𝑡2
)] 

(82) 

𝐿12 = −𝐿21 = 

∑[−𝐴0
(𝑖) 𝜕

3

𝜕𝑥3
− (𝐵0

(𝑖)+ 2𝐷0
(𝑖))

𝜕3

𝜕𝑥𝜕𝑦2

3

𝑖=1

+(𝐸0
(𝑖)

+ 𝐸2
(𝑖))

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝐼3

(𝑖) 𝜕3

𝜕𝑥𝜕𝑡2
]  

(83) 

𝐿13 = 𝐿31  =  

∑[−𝐶0
(𝑖) 𝜕

3

𝜕𝑦3
− (𝐵0

(𝑖)+ 2𝐷0
(𝑖)
)
𝜕3

𝜕𝑥2𝜕𝑦

3

𝑖=1

 

 + (𝐹0
(𝑖)+ 𝐹2

(𝑖)
)
𝜕

𝜕𝑦
+ 𝐼3

(𝑖) 𝜕3

𝜕𝑦𝜕𝑡2
] 

(84) 

𝐿22 =∑[𝐴2
(𝑖) 𝜕

2

𝜕𝑥2

3

𝑖=1

+𝐷2
(𝑖) 𝜕

2

𝜕𝑦2
− 𝐸1

(𝑖)− 𝐼2
(𝑖) 𝜕

2

𝜕𝑡2
] 

(85) 

𝐿23 =∑(𝐵2
(𝑖) +𝐷2

(𝑖)
)
𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦

3

𝑖=1

= −𝐿32 
(86) 

𝐿33 =∑[−𝐷2
(𝑖) 𝜕

2

𝜕𝑥2
− 𝐶2

(𝑖) 𝜕
2

𝜕𝑦2

3

𝑖=1

+𝐹1
(𝑖)+ 𝐼2

(𝑖) 𝜕
2

𝜕𝑡2
] 

(87) 

 محاسبه ضرایب تصحیح برشی  -6-2
ها  های برشی عرضی بین لایه منظور اصلاح اثر پیوستگی تنشدر این بخش به 

تفاده شده است. در گام نخست  سا [28] از روش توسعه داده شده توسط هوان

های کرنشی برشی عرضی برای ورق ساندویچی با استفاده از روابط زیر انرژی 

 :[28]شوند محاسبه می 

 

𝑈𝑆13 =
1

2
∫∫∑𝑄55

(𝑖) ∫ 𝛾𝑥𝑧
2𝑑𝑧𝑖

𝑧𝑖
∗∗

𝑧𝑖
∗

3

𝑖=1

𝑑𝑦

𝑏

0

𝑑𝑥

𝑎

0

 

(88) 

𝑈𝑆23 =
1

2
∫∫∑𝑄44

(𝑖) ∫ 𝛾𝑦𝑧
2𝑑𝑧𝑖

𝑧𝑖
∗∗

𝑧𝑖
∗

3

𝑖=1

𝑑𝑦

𝑏

0

𝑑𝑥

𝑎

0

 

(89) 

 
الاستیسیته سه  معادلات  مطابق  طرفی  برشی عرضی  بعدی، تنش از  های 

 : [28]باشند  صورت زیر میبه 

 

𝜏̂𝑥𝑧
(𝑖) = ∫ (𝜌(𝑖)𝑢̈ − 𝜎𝑥𝑥

(𝑖)

,𝑥
− 𝜏𝑥𝑦

(𝑖)

,𝑦
)𝑑𝑧𝑖

𝑧𝑖
∗∗

𝑧𝑖
∗

+ 𝜏̂𝑥𝑧
(𝑖−1)

 

(90) 

𝜏̂𝑦𝑧
(𝑖) = ∫ (𝜌(𝑖)𝑣̈ − 𝜏𝑥𝑦

(𝑖)

,𝑥
− 𝜎𝑦𝑦

(𝑖)

,𝑦
) 𝑑𝑧𝑖

𝑧𝑖
∗∗

𝑧𝑖
∗

+ 𝜏̂𝑦𝑧
(𝑖−1)

 

(91) 

 
دست آمده از معادلات الاستیسیته  ( بیانگر مقادیر به ̂ که علامت ) طوری به 

 بعدی است. سه

معادلات   به  توجه  انرژی (91) و    (90)با  عرضی  ،  برشی  کرنشی  های 

 : [28]آیند دست می صورت زیر به به 
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𝑈̂𝑆13 =
1

2
∫∫∑

1

𝑄55
(𝑖)
∫ 𝜏̂𝑥𝑧

(𝑖)2𝑑𝑧𝑖

𝑧𝑖
∗∗

𝑧𝑖
∗

3

𝑖=1

𝑑𝑦

𝑏

0

𝑑𝑥

𝑎

0

 

(92) 

𝑈̂𝑆23 =
1

2
∫∫∑

1

𝑄44
(𝑖)
∫ 𝜏̂𝑦𝑧

(𝑖)2𝑑𝑧𝑖

𝑧𝑖
∗∗

𝑧𝑖
∗

3

𝑖=1

𝑑𝑦

𝑏

0

𝑑𝑥

𝑎

0

 

(93) 

 
برشی   تصحیح  معادلات   𝜅13ضریب  مقایسه  طریق    (90)و    (88)از 

می به  برشی  دست  تصحیح  ضریب  و  معادلات   𝜅23آید  مقایسه  طریق  از  نیز 

میبه   (93)و    (89) به دست  روی  آید.  بر  ضرایب  این  توجه  قابل  تأثیر  علت 

های طبیعی، مطابق معادلات زیر از یک فرآیند تکراری برای محاسبه  فرکانس 

 : [22]ها استفاده شده است آن

 

𝜅13
𝑘+1 =

𝑈𝑆13
𝑘

𝑈̂𝑆13
𝑘  

(94) 

𝜅23
𝑘+1 =

𝑈𝑆23
𝑘

𝑈̂𝑆23
𝑘     

(95) 

 
همگرایی   𝑘که  طوری به  به  رسیدن  تا  فوق  فرآیند  است.  تکرار  شمارنده 

تکرار   جای شودمی مطلوب  با  معادله  .  در  فوق  معادلات  و    (13)گذاری 

انرژی جای همیلتون،  اصل  در  حاصله  معادلات  برشی  گذاری  کرنشی  های 

های کرنشی سازگار  عرضی سازگار با تئوری مرتبه سوم ردی جایگزین انرژی 

سه  الاستیسیته  معادلات  میبا  مرتبه  بعدی  تئوری  نقیصه  نتیجه  در  و  شوند 

   .شودمی های ساندویچی از دیدگاه انرژی اصلاح سوم ردی برای ورق 

تک   -7-2 تئوری  برای  حاکم  معادلات  حل  مرزی فرآیند  شرایط  معادل،  لایه 

 لوی و در حالت عدم تماس سیال 
تکیه  مرزی  شرایط  به  توجه  لبه با  در  ساده  𝑥های  گاه  = 𝑥و   0 = 𝑎   ،

ای ساده کرد که شرایط مرزی ضروری  گونه به   توانمی های جابجایی را  مولفه

 را ارضاء نمایند.   (62)و  (61)یعنی معادلات 

 

𝑤0(𝑥, 𝑦, t) = ∑ 𝑊0𝑚(𝑦) sin(𝜇𝑚𝑥) exp(−i𝜔𝑚𝑡)

∞

𝑚=1

 
(96) 

𝜓𝑥(𝑥, 𝑦, t) = ∑ 𝛹𝑥𝑚(𝑦) cos(𝜇𝑚𝑥) exp(−i𝜔𝑚𝑡)

∞

𝑚=1

 

 (97) 

𝜓𝑦(𝑥, 𝑦, t) = ∑ 𝛹𝑦𝑚(𝑦) sin(𝜇𝑚𝑥) exp(−i𝜔𝑚𝑡)

∞

𝑚=1

 
(98) 

 
جای  معادلات  با  در  فوق  معادلات  زیر    (81)تا    (79)گذاری  معادلات 

 آیند:دست می به 

 

𝐿11
′ (𝑚)𝑊0𝑚(𝑦) + 𝐿12

′ (𝑚)𝛹𝑥𝑚(𝑦) + 𝐿13
′ (𝑚)𝛹𝑦𝑚(𝑦)

= 0  (99) 

𝐿21
′ (𝑚)𝑊0𝑚(𝑦) + 𝐿22

′ (𝑚)𝛹𝑥𝑚(𝑦) + 𝐿23
′ (𝑚)𝛹𝑦𝑚(𝑦)

= 0  (100) 

𝐿31
′ (𝑚)𝑊0𝑚(𝑦) + 𝐿32

′ (𝑚)𝛹𝑥𝑚(𝑦) + 𝐿33
′ (𝑚)𝛹𝑦𝑚(𝑦)

= 0  (101) 

 
 کهطوری به 

 

𝐿11
′(𝑚) = 𝜉1

(𝑚) 𝑑
4

𝑑𝑦4
+ 𝜉2

(𝑚) 𝑑
2

𝑑𝑦2
+ 𝜉3

(𝑚) = 

∑[−𝐴1
(𝑖)
(
𝑚𝜋

𝑎
)
4

− 𝐶1
(𝑖) 𝑑

4

𝑑𝑦4

3

𝑖=1

 

+2(𝐵1
(𝑖) + 2𝐷1

(𝑖)
)(
𝑚𝜋

𝑎
)
2 𝑑2

𝑑𝑦2
 

−(𝐸0
(𝑖)+ 𝐸2

(𝑖)
) (
𝑚𝜋

𝑎
)
2

+ (𝐹0
(𝑖) + 𝐹2

(𝑖)
)
𝑑2

𝑑𝑦2
 

+𝐼0
(𝑖)𝜔𝑚

2 + 𝐼1
(𝑖)𝜔𝑚

2 (
𝑚𝜋

𝑎
)
2

−
𝑑2

𝑑𝑦2
] 

(102) 

𝐿12
′(𝑚) = 𝐿21

′(𝑚) = 𝜉4
(𝑚) 𝑑

2

𝑑𝑦2
+ 𝜉5

(𝑚) = 

∑[−𝐴0
(𝑖)
(
𝑚𝜋

𝑎
)
3

+ (𝐵0
(𝑖) + 2𝐷0

(𝑖)
)
𝑚𝜋

𝑎

𝑑2

𝑑𝑦2

3

𝑖=1

 

−(𝐸0
(𝑖)+ 𝐸2

(𝑖)
)
𝑚𝜋

𝑎
+ 𝐼3

(𝑖)𝑚𝜋

𝑎
𝜔𝑚
2 ] 

(103) 

𝐿13
′(𝑚) = 𝐿31

′(𝑚) = 𝜉6
(𝑚) 𝑑

3

𝑑𝑦3
+ 𝜉7

(𝑚) 𝑑

𝑑𝑦
= 

∑[−𝐶0
(𝑖) 𝑑

3

𝑑𝑦3
+ (𝐵0

(𝑖) + 2𝐷0
(𝑖)
) (
𝑚𝜋

𝑎
)
2 𝑑

𝑑𝑦

3

𝑖=1

 

+(𝐹0
(𝑖)+ 𝐹2

(𝑖)
)
𝑑

𝑑𝑦
− 𝐼3

(𝑖)𝜔𝑚
2
𝑑

𝑑𝑦
] 

(104) 

𝐿22
′(𝑚) = 𝜉8

(𝑚) 𝑑
2

𝑑𝑦2
+ 𝜉9

(𝑚) = 

∑[−𝐴2
(𝑖)
(
𝑚𝜋

𝑎
)
2

+ 𝐷2
(𝑖) 𝑑

2

𝑑𝑦2
+ 𝐼2

(𝑖)𝜔𝑚
2 − 𝐸1

(𝑖)]

3

𝑖=1

 
(105) 

𝐿23
′(𝑚) = 𝐿32

′(𝑚) =∑[𝐵2
(𝑖)+ 𝐷2

(𝑖)
]

3

𝑖=1

𝑚𝜋

𝑎

𝑑

𝑑𝑦
= 𝜉10

(𝑚) 𝑑

𝑑𝑦
 

(106) 

𝐿33
′(𝑚) = 𝜉11

(𝑚) 𝑑
2

𝑑𝑦2
+ 𝜉12

(𝑚) = 

∑[𝐷2
(𝑖)
(
𝑚𝜋

𝑎
)
2

− 𝐶2
(𝑖) 𝑑

2

𝑑𝑦2
− 𝐼2

(𝑖)𝜔𝑚
2 + 𝐹1

(𝑖)
]

3

𝑖=1

 
(107) 

 
کرامر قانون  اعمال  از  معادلات     پس  روی    توانمی   (100)و    (99)بر 

 نوشت: 

 

|
𝐿12
′(𝑚) 𝐿13

′(𝑚)

𝐿22
′(𝑚) 𝐿23

′(𝑚)
|𝛹𝑥𝑚(𝑦) = − |

𝐿11
′(𝑚) 𝐿13

′(𝑚)

𝐿21
′(𝑚) 𝐿23

′(𝑚)
|𝑊0𝑚(𝑦) 

(108) 

 

|
𝐿12
′(𝑚) 𝐿13

′(𝑚)

𝐿22
′(𝑚) 𝐿23

′(𝑚)
|𝛹𝑦𝑚(𝑦) = |

𝐿11
′(𝑚) 𝐿12

′(𝑚)

𝐿21
′(𝑚) 𝐿22

′(𝑚)
|𝑊0𝑚(𝑦) 

(109) 

 
 نوشت: توانمی  (101)گذاری معادلات فوق در معادله س از جایپ

 

(𝐿31
′(𝑚) + 𝐿32

′(𝑚)

−|
𝐿11
′(𝑚) 𝐿13

′(𝑚)

𝐿21
′(𝑚) 𝐿23

′(𝑚)
|

|
𝐿12
′(𝑚) 𝐿13

′(𝑚)

𝐿22
′(𝑚) 𝐿23

′(𝑚)
|

 

+𝐿33
′(𝑚)
|
𝐿11
′(𝑚) 𝐿12

′(𝑚)

𝐿21
′(𝑚) 𝐿22

′(𝑚)
|

|
𝐿12
′(𝑚) 𝐿13

′(𝑚)

𝐿22
′(𝑚) 𝐿23

′(𝑚)
|

)𝑊0𝑚(𝑦) = 0
 
⇒ 

(110) 
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(𝐿31
′(𝑚) |

𝐿12
′(𝑚) 𝐿13

′(𝑚)

𝐿22
′(𝑚) 𝐿23

′(𝑚)
| − 𝐿32

′(𝑚) |
𝐿11
′(𝑚) 𝐿13

′(𝑚)

𝐿21
′(𝑚) 𝐿23

′(𝑚)
| 

+𝐿33
′(𝑚) |

𝐿11
′(𝑚) 𝐿12

′(𝑚)

𝐿21
′(𝑚) 𝐿22

′(𝑚)
|)  𝑊0𝑚(𝑦) = 0

 
⇒ 

|

𝐿11
′(𝑚) 𝐿12

′(𝑚) 𝐿13
′(𝑚)

𝐿21
′(𝑚) 𝐿22

′(𝑚) 𝐿23
′(𝑚)

𝐿31
′(𝑚) 𝐿32

′(𝑚) 𝐿33
′(𝑚)

|𝑊0𝑚(𝑦) = 0 

 
صورت معادلات دیفرانسیل زیر  به   توانمیرا   (110)تا   (108)معادلات 

 بازنویسی نمود: 

 

𝑔5
(𝑚) 𝑑

5𝛹𝑥𝑚(𝑦)

𝑑𝑦5
+ 𝑔3

(𝑚) 𝑑
3𝛹𝑥𝑚(𝑦)

𝑑𝑦3
 

+𝑔1
(𝑚) 𝑑𝛹𝑥𝑚(𝑦)

𝑑𝑦
= (𝜉4

(𝑚)𝜉6
(𝑚) − 𝜉1

(𝑚)𝜉10
(𝑚)
) 

𝑑5𝑊0𝑚(𝑦)

𝑑𝑦5
+ (𝜉4

(𝑚)𝜉7
(𝑚)+ 𝜉5

(𝑚)𝜉6
(𝑚) 

−𝜉2
(𝑚)𝜉10

(𝑚))
𝑑3𝑊0𝑚(𝑦)

𝑑𝑦3
+ (𝜉5

(𝑚)𝜉7
(𝑚) 

−𝜉3
(𝑚)𝜉10

(𝑚))
𝑑𝑊0𝑚(𝑦)

𝑑𝑦
 

(111) 

 

𝑔5
(𝑚)
𝑑5𝛹𝑦𝑚(𝑦)

𝑑𝑦5
+ 𝑔3

(𝑚)
𝑑3𝛹𝑦𝑚(𝑦)

𝑑𝑦3

+ 𝑔1
(𝑚)
𝑑𝛹𝑦𝑚(𝑦)

𝑑𝑦
 

= (𝜉1
(𝑚)𝜉8

(𝑚)
)
𝑑6𝑊0𝑚(𝑦)

𝑑𝑦6
 

+(𝜉1
(𝑚)𝜉9

(𝑚)+ 𝜉2
(𝑚)𝜉8

(𝑚)− 𝜉4
(𝑚)2

)
𝑑4𝑊0𝑚(𝑦)

𝑑𝑦4
 

+(𝜉2
(𝑚)𝜉9

(𝑚)− 𝜉3
(𝑚)𝜉8

(𝑚) 

−2𝜉4
(𝑚)𝜉5

(𝑚))
𝑑2𝑊0𝑚(𝑦)

𝑑𝑦2
 

+(𝜉3
(𝑚)𝜉9

(𝑚)− 𝜉5
(𝑚)2)𝑊0𝑚(𝑦) (112) 

 
 کهطوری به 

 

𝐾8
(𝑚) 𝑑

8𝑊0𝑚(𝑦)

𝑑𝑦8
+𝐾6

(𝑚) 𝑑
6𝑊0𝑚(𝑦)

𝑑𝑦6
 

+𝐾4
(𝑚) 𝑑

4𝑊0𝑚(𝑦)

𝑑𝑦4
+𝐾2

(𝑚) 𝑑
2𝑊0𝑚(𝑦)

𝑑𝑦2
 

+𝐾0
(𝑚)𝑊0𝑚(𝑦) = 0 (113) 

𝐾8
(𝑚) = 𝜉1

(𝑚)𝜉8
(𝑚)𝜉11

(𝑚) − 𝜉8
(𝑚)𝜉6

(𝑚)2         
 (a-114) 

 

𝐾6
(𝑚) = 𝜉1

(𝑚)
(𝜉8
(𝑚)𝜉12

(𝑚)+ 𝜉9
(𝑚)𝜉11

(𝑚)
) 

+𝜉2
(𝑚)𝜉8

(𝑚)𝜉11
(𝑚)  + 2𝜉4

(𝑚)𝜉6
(𝑚)𝜉10

(𝑚)
 

−2𝜉6
(𝑚)𝜉7

(𝑚)𝜉8
(𝑚)− 𝜉9

(𝑚)𝜉6
(𝑚)2− 𝜉1

(𝑚)𝜉10
(𝑚)2

 

−𝜉11
(𝑚)𝜉4

(𝑚)2
 

(b-114) 

 
  

𝐾4
(𝑚) = 

𝜉1
(𝑚)𝜉9

(𝑚)𝜉12
(𝑚) + 𝜉2

(𝑚)
(𝜉8
(𝑚)𝜉12

(𝑚)+ 𝜉9
(𝑚)𝜉11

(𝑚)
) 

+𝜉3
(𝑚)𝜉8

(𝑚)𝜉11
(𝑚)+ 2𝜉10

(𝑚)(𝜉4
(𝑚)𝜉7

(𝑚)
 

+𝜉5
(𝑚)𝜉6

(𝑚)) −  𝜉8
(𝑚)𝜉7

(𝑚)2− 2𝜉6
(𝑚)𝜉7

(𝑚)𝜉9
(𝑚)

 (c-114) 

−𝜉2
(𝑚)𝜉10

(𝑚)2− 𝜉12
(𝑚)𝜉4

(𝑚)2− 2𝜉4
(𝑚)𝜉5

(𝑚)𝜉11
(𝑚)    

𝐾2
(𝑚) = 𝜉2

(𝑚)𝜉9
(𝑚)𝜉12

(𝑚) + 𝜉3
(𝑚)(𝜉8

(𝑚)𝜉12
(𝑚) 

+𝜉9
(𝑚)𝜉11

(𝑚)) 2𝜉5
(𝑚)𝜉7

(𝑚)𝜉10
(𝑚) − 𝜉9

(𝑚)𝜉7
(𝑚)2 

−𝜉3
(𝑚)𝜉10

(𝑚)2− 𝜉11
(𝑚)𝜉5

(𝑚)2 

−2𝜉4
(𝑚)𝜉5

(𝑚)𝜉12
(𝑚)   

 (d-114) 
 

𝐾0
(𝑚) = 𝜉3

(𝑚)𝜉9
(𝑚)𝜉12

(𝑚) − 𝜉12
(𝑚)𝜉5

(𝑚)2      (h-114) 

 
 و همچنین

 

{

𝑔1
(𝑚)

𝑔3
(𝑚)

𝑔5
(𝑚)

} = {

𝜉5
(𝑚)𝜉10

(𝑚) − 𝜉7
(𝑚)𝜉9

(𝑚)

𝜉4
(𝑚)𝜉10

(𝑚)− 𝜉6
(𝑚)𝜉9

(𝑚)− 𝜉7
(𝑚)𝜉8

(𝑚)

−𝜉6
(𝑚)𝜉8

(𝑚)

}   

(115) 

 

زده  به   (113)تا    (11)دیفرانسیل    معادلاتپاسخ   تخمین  زیر  صورت 

 شوند: می

 

𝑊0𝑚(𝑦) = {𝑐1
(𝑚) … 𝑐8

(𝑚)}{

exp (𝜆1
(𝑚)𝑦)

⋮

exp (𝜆8
(𝑚)𝑦)

} 

(116) 

𝛹𝑥𝑚(𝑦) = {𝑐1̅
(𝑚) … 𝑐8̅

(𝑚)} {

exp (𝜆1
(𝑚)𝑦)

⋮

exp (𝜆8
(𝑚)𝑦)

} 

(117) 

𝛹𝑦𝑚(𝑦) = {𝑐1̿
(𝑚) … 𝑐8̿

(𝑚)}{

exp (𝜆1
(𝑚)𝑦)

⋮

exp (𝜆8
(𝑚)𝑦)

} 

(118) 

 
معادلات    (113)تا    (111)گذاری معادلات فوق در معادلات  پس از جای 

 آیند:دست می زیر به 

 

{𝑐1̅
(𝑚). . . 𝑐8̅

(𝑚)}[𝐺(𝑚)] = {𝑐1
(𝑚). . . 𝑐8

(𝑚)
} [𝐴(𝑚)] (119) 

{𝑐1̿
(𝑚). . . 𝑐1̿

(𝑚)
} [Λ(𝑚)][𝐺(𝑚)] = {𝑐1

(𝑚). . . 𝑐8
(𝑚)
} [𝐵(𝑚)]  (120) 

 
   های مربعیماتریس [𝐵(𝑚)]و   [𝐴(𝑚)]،   [𝐺(𝑚)]های  که ماتریس طوری به 

 شوند: صورت زیر تعریف می به  کههستند  8 ×  8

 

[𝐺(𝑚)] = 𝑔5
(𝑚)[Λ(𝑚)]

4
+ 𝑔3

(𝑚)[Λ(𝑚)]
2
+ 𝑔1

(𝑚)[I]  (121) 

[𝐴(𝑚)] = (𝜉4
(𝑚)𝜉6

(𝑚)− 𝜉1
(𝑚)𝜉10

(𝑚)
)[Λ(𝑚)]

4
 

+(𝜉4
(𝑚)𝜉7

(𝑚)+ 𝜉5
(𝑚)𝜉6

(𝑚) − 𝜉2
(𝑚)𝜉10

(𝑚)
)[Λ(𝑚)]

2
 

+(𝜉5
(𝑚)𝜉7

(𝑚)− 𝜉3
(𝑚)𝜉10

(𝑚)
) [I]   (122) 

[𝐵(𝑚)] = (𝜉1
(𝑚)𝜉8

(𝑚)
)[𝛬(𝑚)]

6
+ (𝜉1

(𝑚)𝜉9
(𝑚) 

+𝜉2
(𝑚)𝜉8

(𝑚)− 𝜉4
(𝑚)2)[𝛬(𝑚)]

4
+ (𝜉2

(𝑚)𝜉9
(𝑚) 

−𝜉3
(𝑚)𝜉8

(𝑚)− 2𝜉4
(𝑚)𝜉5

(𝑚))[𝛬(𝑚)]
2
+ (𝜉3

(𝑚)𝜉9
(𝑚) 

−𝜉5
(𝑚)2)[I]   (123) 

با   ماتریس قطری  [𝛬(𝑚)]ماتریس همانی است. همچنین  [I]که طوری به 

𝜆𝑟عناصر روی قطر  
(𝑚)(𝑟 = 1,2, .  است.   (8.

های طبیعی ورق ساندویچی با شرایط مرزی نوع  منظور تعیین فرکانسبه 

صورت مجزا در هر یک از مجموعه معادلات  به   (118)تا   (113)لوی، معادلات 
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شوند. پس از  گذاری میجای   (76)تا   (73)و   (72)تا   (69)،   (68)تا   (65)

با  مرتب  معادلات خطی  یک دستگاه  و    8سازی  به   8معادله  زیر  مجهول  فرم 

 . شود میحاصل  

 

∑𝑅𝑗𝑘
(𝑚)𝑐𝑘

(𝑚)

8

𝑘=1

= 0; (𝑗 = 1,2, . .8) 
(124) 

 
بدیهی باشد، لازم است  دستگاه معادلات فوق، دارای جواب غیر  کهاین برای 

 که دترمینان ماتریس ضرایب برابر صفر قرار داده شود. 

 

𝑑𝑒𝑡 ([𝑅𝑗𝑘
(𝑚)
]) = 0; (𝑗, 𝑘 = 1,2, . .8) (125) 

 نتایج و بحث  -3
نتایج حاصل از تحلیل ارتعاش آزاد ورق ساندویچی  بررسی  به  در این بخش 

تئوری لانه  سیال  با  تماس  در  ناویر  مرزی  شرایط  با  آگزتیک  های  زنبوری 

لایه معادل  و شرایط مرزی لوی بدون سیال پرداخته شده است. در اکثر  تک 

به بخش به ها  اصلی،  ماده  جنس  و  اندازه  اثرات  حذف  فرکانس  منظور  جای 

صورت زیر محاسبه شده و مورد بررسی قرار  بعد به طبیعی، فرکانس طبیعی بی 

 گرفته است.  

 

𝜔 = 𝜔
𝑎2

ℎ
√
12𝜌0(1 − 𝜈0

2)

𝐸0
 

(126) 

 
نرم   نوشته شده در  نتایج حاصل از کدهای کامپیوتری  قبل از استخراج 

در  متمتیکا  افزار   شده  استفاده  جملات  تعداد  برحسب  نتایج  همگرایی   ،

 است.  های مورد استفاده در روش گالرکین بررسی شده سری

 

لایه معادل، شرط مرزی ناویر و در حالت  همگرایی نتایج برای تئوری تک 1-3-

 تماس با سیال

فرکانس  همگرایی  لانه مطالعات  ساندویچی  ورق  یک  طبیعی  زنبوری  های 

به  سیال  با  تماس  در  تجاری  در  آگزتیک  لازم  آزادی  درجات  تعیین  منظور 

  𝑀کار رفته در روش گالرکین برای ورق ساندویچی )یعنی  های فوریه به سری

(  (41)در معادله 𝑁𝐵و  𝑀𝐵و مود بالجینگ سیال )یعنی   (90)  در معادله  𝑁و 

اند. برای آلومینیوم، چگالی، مدول  نشان داده شده   2و    1ترتیب در جداول  به 

و   یانگ  برابر  به   پوآسون   نسبت الاستیسیته  متر    2700ترتیب  بر  کیلوگرم 

باشند. نسبت ضخامت هسته به ورق برابر  می 3.0و    گیگاپاسکال 69،   مکعب

برابر  باشدمی   0.8 نیز  بر متر مکعب است. سایر    1000. چگالی آب  کیلوگرم 

 باشند.  می  4و  3مشخصات هندسی ورق ساندویچی و مخزن مطابق جداول 

در جداول   موجود  نتایج  در    2و    1مطابق  است که  تصمیم گرفته شده 

در   𝑁𝐵و  𝑀𝐵و مقادیر   4برابر   ( 90)در معادله     𝑁و  𝑀روش گالرکین، مقادیر 

از دلایل اختلاف نتایج مودهای    . در نظر گرفته شوند.  10برابر   (41)معادله  

بودن ورق    توانمیدر جداول فوق    (1  و   2)و    (2  و  1) به غیر ایزوتروپیک 

ساندویچی و همچنین متفاوت بودن اثر جرم افزوده سیال در جهت محورهای  

𝑥   و𝑦    .اشاره نمود 

فرکانس1   جدول لانههمگرایی  ساندویچی  ورق  برای  )هرتز(  طبیعی  زنبوری های 

𝑁 (𝑀𝐵  و 𝑀حسب   آگزتیک در تماس با سیال بر = 𝑁𝐵 = 10) 

Table 1 Convergence of natural frequencies (Hz) for an auxetic 

honeycomb sandwich plate in contact with fluid versus M and N (M_B 

= N_B = 10) 

𝑀 = 𝑁 (1 1و) مود  و  2)  1) و  1)   مود  2) و  2)   مود  2) مود    

4 610.4814 1349.6818     1322.5616     2126.45703    

5 610.4802 1349.6776     1322.561143   2126.45654    

6 610.48002 1349.67736    1322.561104   2126.456508   

7 610.47997 1349.677309   1322.561099   2126.4564819 

8 610.47997 1349.677265   1322.561079   2126.4564811 

 

برا  یع یطب  یهافرکانس  ییهمگرا2 جدول   ساندو  ی)هرتز(   یزنبورلانه  ی چیورق 

𝑁𝐵 (𝑀و  𝑀𝐵در تماس با سیال بر حسب   کیآگزت = 𝑁 = 4) 

Table 2 Convergence of natural frequencies (Hz) for an auxetic 

honeycomb sandwich plate in contact with fluid versus M_B and N_B 

(M = N = 4) 

𝑀𝐵 = 𝑁𝐵 (1و 1)  مود  (1و 2)   مود  (2و 1)  مود   (2و 2)  مود   

6 611.7894 1354.1145     1330.5463     2139.1545     

7 611.2586 1353.0529     1324.7662     2134.0951     

8 610.796 1351.1392     1324.5179     2130.7498     

9 610.6548 1350.1069     1322.8915     2127.3314     

10 610.4814 1349.6818     1322.5616     2126.45703    

 
   زنبوری آگزتیکخواص هندسی ورق ساندویچی لانه  3جدول 

Table 3 Geometric properties of the auxetic honeycomb sandwich plate 

روزنبوری درونسلول لانه  ورق ساندویچی   

𝑎 (m) 𝑏 𝑎⁄  ℎ 𝑎⁄   𝜃 (°) 𝑙 𝑎⁄  𝑑 𝑙⁄  𝑡 𝑙⁄  
0.5 1 0.1  -30 0.05 2 0.04 

 

 مشخصات هندسی ناحیه سیال  4جدول 

Table 4 Geometric specifications of the fluid domain 

ابعاد مخزن به طول ورق نسبت   موقعیت قرارگیری ورق در دیواره مخزن   

𝑎1 𝑎⁄  𝑐 𝑎⁄   𝑋0 𝑎1⁄  𝑌0 𝑏⁄  
2 0.3  0.25 0.5 

 

معادل، شرایط مرزی لوی و در حالت لایه  همگرایی نتایج برای تئوری تک 2-3-

 عدم تماس سیال
در روش حل مورد استفاده برای شرایط مرزی لوی، معادله مشخصه فرکانسی  

لبه  مرزی  شرایط  به  توجه  𝑦های  با  = 𝑦و   0 = 𝑏     و    شودمی استخراج

ریشه فرکانس  جستجوی  طریق  از  مختلف  مودهای  طبیعی  این های  های 

می تعیین  سری معادله  همگرایی  پس  کاربرد  شوند.  مدل  این  در  فوریه  های 

 ندارد. 

 سنجی نتایج صحت3-3-

 های طبیعی ورق ایزوتروپیک بدون سیال فرکانسسنجی صحت1-3-3-

با مساوی صفر قرار دادن  در تئوری تک  به   ℎ2لایه معادل،  ، ورق ساندویچی 

می  تبدیل  ایزوتروپیک  ورق  مربعی  شودیک  ورق  یک  طبیعی  فرکانس  پنج 

ایزوتروپیک با شرایط مرزی ناویر، با استفاده از تئوری مرتبه سوم ردی )همراه  

با  با روش  لوی( و تئوری مرتبه اول میندلین )همراه  های حل گالرکین و نوع 
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شده  محاسبه  گالرکین(  حل  جدول  روش  در  و  در    5اند  موجود  نتایج  با 

ارسنجانی   و  هاشمی  همکاران  [28] تحقیقات حسینی  و  هاشمی  و حسینی 

گیگاپاسکال،   69اند. ورق از جنس آلومینیوم با مدول یانگ مقایسه شده   [29]

و    2700چگالی   مکعب  متر  بر  نتایج  باشدمی   0.3  پوآسون  نسبتکیلوگرم   .

این    5جدول   در  شده  استفاده  تحلیلی  مدل  سه  هر  بالای  دقت  از  حاکی 

 تحقیق برای ورق ایزوتروپیک با شرایط مرزی ناویر است. 

 
بعد یک ورق مربعی ایزوتروپیک نوع ناویر با مقایسه پنج فرکانس طبیعی بی   5  جدول

 0.1نسبت ضخامت به طول 

Table 5 Comparison of the first five dimensionless natural frequencies 

of a Navier-type isotropic square plate with a thickness-to-length ratio 

of 0.1 

 ( 3و1)مود ( 2و2)مود ( 1و2)مود (2و1مود) ( 1و1)مود روش

 85.065    69.8093 45.4869    45.4869 19.0653   1روش

    85.0846    69.8107    45.4892     45.487 19.0653   2روش

 [28] 19.084 45.5845    45.5845    70.0219    85.3654    

 [29] 19.0653 45.4869    45.4869    69.8093    85.0846    

 باشد می،  روش حاضر ردی 2، روش حاضر گلرکین و روش  1روش 

 

پنج فرکانس طبیعی یک ورق مربعی ایزوتروپیک با شرایط مرزی لوی با  

محاسبه شده  ردی  مرتبه سوم  تئوری  از  در جدول  استفاده  و  نتایج    6اند  با 

اند. مشخصات هندسی و مادی  موجود در تحقیقات سایر محققان مقایسه شده

می  قبل  بخش  مطابق  نتایج جدول  ورق،  و    6باشند.  مناسب  دقت  از  حاکی 

با   ایزوتروپیک  ورق  برای  تحقیق  این  در  استفاده شده  تحلیلی  مدل  کارآیی 

 شرایط مرزی لوی است. 

فرکانسصحت2-3-3- لانهسنجی  ساندویچی  ورق  طبیعی  بدون های  زنبوری 

 سیال

با  های طبیعی ورق ساندویچی لانه سنجی فرکانس صحت  بدون سیال  زنبوری 

در این بخش، شش فرکانس طبیعی    محققان:  سایرنتایج موجود در تحقیقات  

های  زنبوری با شرایط مرزی ناویر با استفاده از تئوری یک ورق ساندویچی لانه 

های حل گالرکین و نوع لوی( و تئوری  یافته ردی )همراه با روش ردی و بهبود 

با روش حل گالرکین( محاسبه شده لایه  با نتایج    7اند و در جدول  ای )همراه 

و  [32] یوان و دیو  ،[31]ژو و لی   ، [30]موجود در تحقیقات راویله و یوئنگ 

دسائی   و  شده  [33]رائو  ضخامت  مقایسه  و  کل  ضخامت  عرض،  طول،  اند. 

به  ساندویچی  ورق  برابر  هسته    7.1628متر،  1.2192متر،    1.8288ترتیب 
و  میلی نسبت  میلی   6.35متر،  یانگ،  مدول  همچنین  هستند.  و    پوآسونمتر 

به  کیلوگرم    2768و    0.33گیگاپاسکال،    68.948ترتیب برابر  چگالی آلومینیوم 

برشی عرضی  زنبوری مدول بر متر مکعب هستند. بعلاوه برای هسته لانه  های 

𝐺13
𝐺23و   (2)

مگاپاسکال هستند و    51.71مگاپاسکال و 134.45 ترتیب برابر به  (2)

برابر   نیز  به   121.83چگالی  است.  مکعب  متر  بر  با  کیلوگرم  سازگاری  منظور 

یوئنگ   و  تجربی راویله  درونمولفه  [30]مطالعه  هسته  صفحه های سفتی  ای 

شده  گرفته  نظر  در  صفر  جدول  برابر  نتایج  مناسب    7اند.  دقت  از  حاکی 

بهبود تئوری  لایه های  و  ردی  لانه یافته  ساندویچی  ورق  برای  با  ای  زنبوری 

 شرایط مرزی ناویر است.  

 

 
 

بعد یک ورق مربعی ایزوتروپیک نوع لوی با  مقایسه پنج فرکانس طبیعی بی   6  جدول

 0.1نسبت ضخامت به طول  

Table 6 Comparison of the first five dimensionless natural frequencies 
of a Levy-type isotropic square plate with a thickness-to-length ratio of 
0.1 

شرایط 
 مرزی

 مود سوم مود دوم مود اول روش
مود 

 چهارم 

مود 

 پنجم 

SSSC  مود 

   (1و1)

 مود

   (2و1)

 مود

   (1و2)

 مود

 (2و2)

 مود

 (3و1)

 
    86.190    74.046    52.998    47.066 2.3124 1روش

[28] 22.426 47.224    52.324    74.401    86.219    

[29] 22.401 47.130    52.232    74.225    85.931    

SCSC 
    86.849     78.68    58.899    49.014 26.466 1روش

[28] 26.736 49.260    59.480    79.195    87.207    

  [29] 26.7084 49.1756   59.4159   79.0783   86.9397   

SFSS 
    57.986    53.852    38.472     27.55 11.615 1روش

[28] 11.38 21.91     38.361    53.852    55.762    

[29] 11.373 26.157    38.290    53.257    55.634    

SFSF 
    43.414    36.477    36.348    16.562 9.5189 1روش

 [28] 9.445 15.405    33.91     36.477    42.887    

 [29] 9.441 15.391    33.91     36.348    42.800    

SFSC 
     65.02     56.53    38.837    31.975 12.58 1روش

 [28] 12.26 30.47     38.71     55.97     62.95     

  [29] 12.25 30.43     38.64     55.85     62.84     

 

 . باشدمی حاضر ردی  ، روش1روش  6که در جدول 

 

زنبوری مستطیلی با های طبیعی )هرتز( یک ورق ساندویچی لانه فرکانس 7 جدول

 شرایط مرزی ناویر

Table 7 Natural frequencies (Hz) of a rectangular honeycomb sandwich 
plate with Navier boundary conditions 

 روش
 مود

 (1و1)
 مود

 (1و2)
 مود

   (2و1)
 مود

   (1و3)
 مود

 (2و2)
 مود

 (3و2)
 128.45 93.061   80.818 71.718 45.39 23.464 1روش

 2روش
23.35 /44.77 70.539 80.156 91.418 125.93   

 125.45 91.06   80.817 71.717 45.44 23.46 3روش

 125.92   91.415 80.156 70.537 44.70 23.35 4روش

 125.9 91.41 80.15 70.35 44.77   23.35 5روش

 129 92 78 69 45 - 6روش

 126 91 80 71 45 23 7روش

[31] 23. 29 44.47 71.15 78.78 91.75 125.1 

[32] 23.41 44.46 71.5 79.26 91.92 125.94 

 125 91.42 80.16 70.55 44.77 23.46 10روش

 126.5 91.78 79.97 70.77 44.61 23.26 11روش

 

جدول در  گالرکین    ، 1روش   7که  حل  روش  –روش  و  ردی  ،    2تئوری 

  –، روش حل نوع لوی 3تئوری بهبودیافته ردی و روش –روش حل گالرکین 

،  5یافته ردی و روش بهبود   تئوری –، روش حل نوع لوی 4تئوری ردی و روش

،  7و روش    [30] یوئنگ و  راویله  تجربی ازروش ، 6روشروش حل گالرکین و 

  لایه معادل تئوری تک ، روش  10و روش  [30] یوئنگو  راویله  تئوری ازروش 

رائو و دسائی   رائو و دسائی    ایتئوری لایه روش    ،11و روش  [33]از    [33]از 

 . باشدمی
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ساندو  یعی طب  یهافرکانس  ی سنجصحت4-3-  یکآگزت  یزنبورلانه   یچی ورق 

 المان محدود یلبا تحل یالدر تماس با س یرنوع ناو یتجار

ر  ینا چارچوب  که  دارد  نظر  در  ورق  برهم   یاضیاتیبخش  را    سیال   –کنش 

ساندو  یک  ی برا مقاد  یتجار  یکآگزت  یزنبورلانه   یچیورق  با    یر مرطوب 

از    یناناطم  ی. برایدنما  یورق بررس  یینیاز لبه پا  یالس  بعدی مختلف ارتفاع ب

خطاها همگن  یناش  یحذف  روابط  فقط   بوری،زنلانه   یهاهسته   یسازاز 

هسته   یچیساندو  یهاورق  در    یسازمعادل   یهابا  تورنابن  مدل  توسط  شده 

  8.0اند. نسبت ضخامت هسته به ورق برابر  شده   یلو تحل   یسازمدل   یسانس

  یط مح  در .باشند ی محدود م  یالس  یهورق و ناح  یخواص هندس  یراست و سا

نرم افزار انس   یکیمودال آکوست   یزآنال  ناح   یچیورق ساندو  یس،در    یال س  یهو 

به    ی بندمش   220فلوآید و    186  یدسال   یهابا استفاده از المان   یب ترتمحدود 

و  یشش وجه یبعدتوپر سه  یکیالمان آکوست  یک  220ید اند. المان فلوآشده

ساندو  یاگره   20 ورق  و      186الید المان س  2704شامل    یچیاست.  است 

المان    14976است،    0.9ورق برابر    یینی از لبه پا  یالس  بعد یارتفاع ب  کهی زمان

رفته به   یالس  یهناح  یبرا  220یدفلوآ چهار    (b)5تا    (a)5  هایشکل  اند.کار 

طب گالرکبه   بعدی ب  یعیفرکانس  حل  روش  از  آمده  مدل   یندست  با   همراه 

(  A-1)مدل  یرد یافته و بهبود  یرد هایی تورنابن )همراه با تئور یسازهمگن 

  ی بعدالمان محدود سه   یل حاصل از تحل   یج(( را با نتاB)مدل    اییه لا یو تئور

 . کنندیم یسهمقا

 

  

  

Fig. 5 Variations of the dimensionless natural frequency of the 

sandwich plate 
 بعد مود ورق ساندویچی تغییرات فرکانس طبیعی بی   5شکل 

 

ر: 1- که  شودمی مشاهده    5dتا    5a  یهااز شکل    یاضیاتیچارچوب 

 اییه و لا یرد  یافتهبهبود هایی تئور  ی برا یالس  -  یچیکنش ورق ساندوبرهم 

بالا لبه پا  یالارتفاع س  یشبا افزا. 2-برخوردار است  ییاز دقت  ورق،    یینیاز 

تا    یالمثلاً با اضافه شدن س  کهی طوربه  یابند،یکاهش م  یعیطب   یهافرکانس 

( ورق  نصف  𝑏1)یعنی ارتفاع  − 𝑌0) 𝑏⁄ = که    یجهنت   توانمی (،  0.5 گرفت 

جرم افزوده    یشامر، افزا  ینا  یل. دل یابدی کاهش م  %36  یه پا  یعیفرکانس طب 

 است.  یچیبه ورق ساندو  یالس

 

 

 نتایج و بحث 5-3-

ساندویچی 1-5-3- ورق  مرطوب  پایه  فرکانس  روی  بر  مخزن  ابعاد  اثر  بررسی 

 زنبوری آگزتیک نوع ناویرلانه 

بعد مرطوب را برحسب نسبت طول مخزن به  نمودار فرکانس پایه بی   6شکل  

برای نسبت  نشان می ورق  به طول ورق  دهد. لازم  های مختلف عرض مخزن 

نظر گرفته شده است.    صفر برابر   𝑋0بذکر است که   طور که مشاهده  همان در 

افزایش    شودمی را  پایه  فرکانس  ورق،  طول  به  مخزن  طول  نسبت  افزایش 

دهد. علاوه براین در یک نسبت طول مخزن به طول ورق مشخص، افزایش  می

مقدار   یک  به  رسیدن  تا  را  پایه  فرکانس  ورق،  طول  به  مخزن  نسبت عرض 

دهد، زیرا با افزایش ظرفیت مخزن، سرعت سیال کاهش  مجانبی افزایش می

 . شودمییافته که این امر سبب افزایش فرکانس طبیعی ورق ساندویچی 

 

 
Fig. 6  Wet dimensionless fundamental frequency vs. tank-to-plate 

length ratio (𝑎1 𝑎⁄ ) for various ratios of tank width to the plate length 

(𝑐 𝑎⁄ ). 
پایه بی تغییرات   6 شکل بعد مرطوب برحسب نسبت طول مخزن به طول  فرکانس 

 های مختلف عرض مخزن به طول ورق ورق برای نسبت

بررسی اثر موقعیت ورق در دیواره مخزن بر روی فرکانس پایه مرطوب 2-5-3-

 زنبوری آگزتیک نوع ناویرورق ساندویچی لانه 

 

 
Fig. 7  Effects of horizontal ( 𝑋0 𝑎1⁄ ) and vertical (𝑌0 𝑏⁄ ) non-

dimensional locations of the plate at the wall on the wet dimensionless 

fundamental frequency. 
بعد مرطوب برحسب موقعیت افقی ورق در دیواره  فرکانس پایه بی تغییرات   7 شکل

 برای مقادیر مختلف موقعیت قائم ورق در دیواره مخزن 

بی 3-5-3- پایه  فرکانس  برروی  سلول  زاویه  اثر  ساندویچی بررسی  ورق  بعد 

 سیال زنبوری آگزتیک تجاری نوع ناویر در تماس با لانه 

بی   8شکل   پایه  فرکانس  سلول  تغییرات  زاویه  برحسب  را  مرطوب  بعد 

به لانه  اندازه زنبوری  ) ازاء  مختلف  سلول  𝑙های  𝑎⁄ می نشان  مشاهده  (  دهد. 

از    شودمی سلول  زاویه  تغییر  با  ابتدا    60+تا    60-که  پایه  فرکانس  درجه، 

 ( b-ب) ( a-)الف

 ( d-د) ( c-ج)
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که در یک زاویه   شودمی یابد. علاوه بر این مشاهده افزایش و سپس کاهش می 

𝑙سلول مشخص، افزایش   𝑎⁄   به شودمی باعث افزایش فرکانس پایه که طوری ، 

 رو مشهودتر است. زنبوری درون های لانه این اثر افزایشی، در سلول 

 

 
Fig. 8  Wet dimensionless fundamental frequency vs. cell angle (𝜃) for 

different cell sizes (𝑙 𝑎⁄ ). 

بی تغییرات    8  شکل پایه  برای  فرکانس  سلول  زاویه  برحسب  مرطوب  بعد 

𝑙های مختلف نسبت  𝑎⁄ 

پایه  4-5-3- فرکانس  برروی  سلول  جداره  به طول  ضخامت  نسبت  اثر  بررسی 

ورق  بی  لانه بعد  تماس ساندویچی  ناویر در  نوع  تجاری  زنبوری آگزتیک 

 با سیال

بی   9شکل   پایه  فرکانس  به  تغییرات  ضخامت  نسبت  برحسب  را  مرطوب  بعد 

لانه  سلول  مورب  جداره  ) طول  𝑡𝑙زنبوری  𝑙⁄ به نسبت (  ابعاد  ازاء  مختلف  های 

 ( 𝑑سلول  𝑙⁄ می نشان  مشاهده  (  ضخامت جداره،    شودمی دهد.  افزایش  با  که 

می افزایش  پایه  مشاهده  فرکانس  این  بر  علاوه  افزایش    شود می یابد.  با  که 

𝑑نسبت طول جداره افقی به جداره مورب سلول )  𝑙⁄ یابد. ( فرکانس کاهش می 
 

 
Fig. 9  Dimensionless changes of the wet fundamental frequency with 

respect to the cell angle for different ratios (𝑙 𝑎⁄ ). 
پایه بی تغییرات    9  شکل برای نسبتفرکانس  زاویه سلول  های  بعد مرطوب برحسب 

𝑙مختلف   𝑎⁄ 

  یبرش  یحتصح  یبضرا  یاثر نسبت ضخامت هسته به ورق بر رو  یبررس  6-3-

 یرد یافتهبهبود یدر تئور

 یشافزا یبرش یحتصح یبضر ها،یه با نازک شدن رو1- : (a) 10شکل که از

ا  یابد،یم معنا  ینکه  به  تئور  یشافزا  ی امر    ی هاورق   ی برا  یرد  ی دقت 

رو  یچیساندو است.  هاییه با  𝜅13  یبرش  یح تصح  یبضر 2- نازک 
  ی برا    

  ین امر به ا یناست. ا یککلاس هایی زنبوراز لانه  یشترب  یتجار هایی زنبورلانه 

𝐺13 یعرض  یبرش  یسفت  یبسون، است که بر اساس مدل مالک و گ  یلدل 
در   (2)

شماره   3- . است  یککلاس  هایی زنبوراز لانه   یشترب  یتجار  هایی زنبورلانه 

چندان اثر  رو  یمود  شکل ندارد.  یبرش  یح تصح   یب ضر  ی بر  که  :  (b)   10از 

𝜅23  یبرش  یحتصح  یبضر
لانه   یتجار  هایی زنبورلانه   یبرا     هایی زنبورو 

ا  یکسان  یباًتقر  یککلاس ا  یناست.  به  مدل    یلدل   ینامر  اساس  بر  است که 

گ و  𝐺23  یعرض  یبرش  یسفت  یبسون،مالک 
لانه   (2) و    یتجار   هایی زنبوردر 

تغ  یباًتقر  یککلاس است.  𝜅13  یبرش  یحتصح  یبضر  ییراتبرابر 
حسب    بر 

مدل   گرفتن  نظر  در  با  ورق  به  هسته  ضخامت  برانسبت  هسته    ی تورنابن 

  با (c)   10شکل یسهنشان داده شده است. از مقا (c) 10شکل در یزنبورلانه 

𝜅13  یبرش  یحتصح  یبضر  ییراتکه درصد تغ  شود میمشاهده  (a)  10شکل
  

بر حسب نسبت ضخامت هسته به ورق، در مدل تورنابن نسبت به مدل مالک  

𝜅23  یبرش یحتصح یبضر ییراتاست. تغ  یشترب یبسونو گ
بر حسب نسبت     

  ی زنبورهسته لانه   یضخامت هسته به ورق با در نظر گرفتن مدل تورنابن برا

 10 (d) شکلشکل با  ینا یسهنشان داده شده است. از مقا 10 (b) شکلدر 

تغ   شودمی مشاهده   درصد  𝜅23  یبرش  یح تصح   یبضر  ییراتکه 
حسب       بر 

  یباً تقر  یبسونتورنابن و مالک و گ  یهانسبت ضخامت هسته به ورق، در مدل 

 برابر است. 

  

  

Fig. 10  Variations of the shear correction factor versus the ratio of 

core thickness to plate thickness . 
 بر حسب نسبت ضخامت هسته به ورق  یبرش یحتصح یبضر تغییرات  10شکل 

 جمع بندی و نتیجه گیری - 4
مشخصه  بررسی  به  تحقیق،  این  ساندویچی در  ورق  یک  آزاد  ارتعاش  های 

لانه  هسته  با  سیال  مستطیلی  مخزن  یک  دیواره  در  مستقر  آگزتیک  زنبوری 

پرداخته شده است. ورق ساندویچی شامل دو رویه آلومینیومی و یک هسته  

سازی هسته  ها است. برای همگن زنبوری آگزتیک از جنس آلومینیوم رویه لانه 

مدللانه  جدیدترین  از  یکی  از  گیبسون،  و  مالک  مدل  بر  علاوه  ها زنبوری، 

است.   استفاده شده  نیز  تورنابن(  ساندو  یسازمدل   یبرا)مدل  سه    یچیورق 

تحل  مدل  مزاداده شده   یشنهادپ  یلینوع  و  معا  یا اند  مقا  یبو  هم  با    یسه آنها 

نوع مدل تحل شده برا  یهلاتک  یلیاند. از   یچیساندو  ورق   یسازمدل   یمعادل 

با س  یرناو  یشرط مرز  یدارا  آلیده ا  یال،اند. ساستفاده شده   یالو در تماس 

حل   یها( در نظر گرفته شده است.روش یچرخش یرلزج و غ یرغ  یر،پذنا )تراکم

همگن  روابط  لانه   یسازحاضر،  ر  ی،زنبورهسته  چارچوب  کنش برهم   یاضیو 

ساندو نتا  سیال  –  یچیورق  از  استفاده  ن  یرسا  یقاتتحق   یجبا  و    یز محققان 

اند. سرانجام  شده   یصحت سنج  یبعدالمان محدود سه   یلحاصل از تحل   یجنتا

از    یالمختلف مانند نسبت ابعاد مخزن به طول ورق، ارتفاع س  یاثر پارامترها

بر    ی زنبورمخزن و هندسه سلول لانه   یواره ورق در د  یتورق، موقع  یینلبه پا

 اندقرار گرفته  سیمرطوب مورد برر یعیطب   یهافرکانس یرو
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ورق   (1 برشی  در  تنش  برای  ردی  سوم  مرتبه  تئوری  ساندویچی،  های 

تکه  پیوسته  توزیع  یک  ضخامت  راستای  در  می عرضی  نظر  در  را  گیرد،  ای 

برای ورق به  نتایج دقیق  همین دلیل این تئوری  های ساندویچی قادر به ارائه 

تئوری   در  برشی  تصحیح  ضرایب  محاسبه  طریق  از  نقیصه  این  نیست. 

 . شود مییافته مرتبه سوم ردی از دیدگاه انرژی اصلاح بهبود 

نازک شدن رویه   (2 ها ضرایب  در تئوری بهبودیافته مرتبه سوم ردی، با 

مقدار   به  و  یافته  افزایش  برشی  می  1تصحیح  به  نزدیک  امر  این  که  شوند، 

ورق  در  ردی  سوم  مرتبه  تئوری  دقت  افزایش  با  معنای  ساندویچی  های 

 های نازک است. رویه 

بهبود   ( 3 تئوری  خطای  تحلیل  درصد  به  نسبت  ردی  سوم  مرتبه  یافته 

از   کمتر  محدود  لایه 3المان  تئوری  خطای  درصد  که  حالی  در  است،  ای % 

 . باشدمی% 0.1نسبت به تحلیل المان محدود کمتر از 

3تعداد درجات آزادی برای تئوری بهبودیافته ردی برابر    ( 4 m n  

15ای برابر  و برای تئوری لایه  m n   .هستند 

مرزی    ( 5 برای شرایط  تحقیق  این  در  استفاده  مورد  تحلیلی  روش حل 

ریشه  لوی شامل جستجوی  از  نوع  استفاده  با  فرکانسی  مشخصه  معادله  های 

نیوتن  روش مانند  عددی  فرآیندی    –های  که  است   ... و  سکانت  رافسون، 

بر است. از طرفی از آنجا که اساس این روش حل بر عملیات جبری روی  زمان 

برهم  حالت  در  روش  این  است،  استوار  دیفرانسیلی  ورق  اپراتورهای    –کنش 

 سیال کاربرد ندارد. 

لانه   ( 6 ساندویچی  ورق  سیال،  در  با  تماس  در  تجاری  آگزتیک  زنبوری 

گیر  باعث افزایش چشم 04.0تا   01.0افزایش نسبت ضخامت به طول ورق از  

 . شودمی فرکانس پایه 

لانه   ( 7 ساندویچی  ورق  بدون  برای  حالت  در  تجاری،  آگزتیک  زنبوری 

به ورق برابر   به ماکزیمم    85.0سیال، فرکانس پایه در نسبت ضخامت هسته 

می حالیخود  از  رسد، در  نسبت  این  افزایش  با  سیال،  با  تماس  حالت  در  که 

 یابد. ، فرکانس پایه کاهش می 95.0تا  45.0

لانه   ( 8 ساندویچی  ورق  وقتیدر  سیال،  با  تماس  در  تجاری  که  زنبوری 

به  پایه  فرکانس  است،  کوچک  خیلی  سلول  سلول اندازه  مستطیلی ازاء  های 

بیشینه   درجه(  صفر  سلول  زاویه  سلول،  باشدمی )یعنی  اندازه  افزایش  با   .

رو )زوایای سلول منفی( میل  های درون ماکزیمم فرکانس پایه به سمت سلول 

 کند.می

ورق   ( 9 لانه در  ساندویچی  با  های  سیال،  با  تماس  در  تجاری  زنبوری 

که افزایش فرکانس  طوری یابد، به افزایش اندازه سلول فرکانس پایه افزایش می 

 رو مشهودتر است. های درون در سلول 

ورق   ( 10 لانه در  ساندویچی  با  های  سیال،  با  تماس  در  تجاری  زنبوری 

 یابد. فرکانس پایه کاهش می  5تا  1/ 5افزایش نسبت ابعاد سلول از  

ورق   ( 11 لانه در  ساندویچی  با  های  تماس  در  تجاری  آگزتیک  زنبوری 

 یابد. رو فرکانس پایه افزایش می های سلول درون سیال، با ضخیم شدن دیواره 

مقدار   ( 12 به  پایه  فرکانس  ورق،  پایینی  لبه  از  سیال  ارتفاع  افزایش  با 

می  به زیادی کاهش  ارتفاع نصف  طوری یابد،  تا  سیال  اضافه شدن  با  مثلاً  که 

 یابد. % کاهش می 36ارتفاع ورق، فرکانس پایه  

به   ( 13 پایه  فرکانس  مخزن،  ظرفیت  افزایش  افزایش  با  مجانبی  صورت 

 یابد.  می

فرکانس  وقتی   ( 14 دارد،  قرار  سلول  دیواره  مرکز  در  ساندویچی  ورق  که 

 پایه بیشینه است. 

لانه   ( 15 ساندویچی  ورق  بدون  برای  حالت  در  تجاری،  آگزتیک  زنبوری 

روی   بر  سلول،  مورب  جداره  طول  به  ضخامت  نسبت  افزایش  اثر  سیال، 

به ورق  است.  مشهودتر  مقیدتر  مرزی  دارای شرایط  و  طوری های  بیشترین  که 

 . باشدمی  SFSFو   SCSCترتیب مربوط به شرایط مرزی  کمترین اثر آن به 
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