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 چکیده

و بدون نیاز به استفاده   تحلیلی  کاملاًبه روشی  جدار نازک  کامپوزیتی    چندلایهها در پوسته کروی یک مخزن  به دست آوردن مقادیر تنش

تحلیلی به کمک    کاملاًنشده است. در این مقاله با استفاده از حلی    بررسی  تاکنونموضوعی است که    های عددی در حل معادلات،از روش

. در این  آمده است به دست  کامپوزیتی جدار نازک    چندلایهمخزن  در هر لایه از پوسته کروی    هاها، مقادیر تنش تئوری کلاسیک پوسته

  یافتهدورانمعادلات حاکم بر پوسته    ،جابجایی  – جابجایی و انحنا    - با استفاده از معادلات تعادل، قانون هوک، روابط کرنش  روش حل  

عادلات سازگاری م. در ادامه به کمک اندآمده و سپس معادلات حاکم بر پوسته کروی متقارن به دست گردیده عمومی کامپوزیتی استخراج 

های طولی و محیطی تنشپس از آن و  انداستخراج شده و استوانه کامپوزیتی  پوسته کروی ها در تقاطع نیروها و تنشجابجایی و چرخش، 

تحلیلی بر مبنای   کاملاًنتایج حل    درنهایت.  اندبه دست آمده داخلی در هر لایه    فشارتحتمخزن کامپوزیتی جدار نازک  پوسته کروی    در

مقادیر تنش حاصل از نتایج تحلیلی انطباق    ه استمقایسه شده و نشان داده شد  اجزاء محدود با نتایج حل عددی  ها  پوستهتئوری کلاسیک  

.مخازن کامپوزیتی را به صورت بهینه طراحی نمود یتحلیلحل توان با استفاده از نتایج این د و می نعددی دارحل خوبی با نتایج 
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Abstract  

Obtaining stress values in spherical shell of a thin-walled composite multi-layer vessel in a completely 

analytical way and independent of numerical methods in solving the equations is a subject that has not been 
investigated so far.  In this article, using a fully analytical solution based on classical shell theory, the stress 

values in each layer of the spherical shell are obtained. In this solution method, by using equilibrium 

equations, Hooke's law, strain-displacement and curvature-displacement relations, the governing equations 
of  general composite shells of revolution are extracted and then the governing equations of a symmetric 

spherical shell are obtained.  In the following, using displacement and rotation consistency equations, forces 

and stresses at the intersection of the spherical and cylindrical composite shell are calculated, and then the 
longitudinal and circumferential stresses due to internal pressure are extracted in each layer. Finally, the 

results are compared with the results of the finite element numerical solution and it is shown that the stress 

values obtained from the analytical results are in good agreement with the results of the numerical solution 
and it is possible to use the results of this analytical solution to make optimally designed composite vessels. 

 

 مقدمه  1- 

برای   تحلیلی ابزارهای گسترش و کامپوزیتی مواد حوزه در فناوری پیشرفت  با

روز   هوافضا همچون خودرویی و مختلف صنایع  در ها آن به کارگیری مواد، این

کامپوزیت  ترینمهماز   است. افزایش حال در روز به صنایع  کاربردهای  در  ها 

جدار نازک    چندلایههای کامپوزیتی  توان به ساخت بدنهخودرویی و هوافضا می

نمود.  فشار تحت  به صنایع این در مواد این از استفاده هر چند  داخلی اشاره 

  دارد  چشمگیری مزایای فلزی، مواد مقابل در بالا وزن  به استحکام دلیل نسبت

به رشد است  مواردی در تواندمی مواد این ایسازه در مقابل تحلیل اما و رو 

در    تنشها، تحلیل  یکی از این پیچیدگی باشد. ترفلزی پیچیده مواد به نسبت

   است.ای چندلایه  مخزن 



 غلامحسین رحیمی    و   حسین فرج الهی                ها پوسته   یک کلاس   ی به کمک تئور   ی فشار داخل جدار نازک تحت   یتی کامپوز   یه مخزن چندل   ی ها در پوسته کرو تنش   یلی حل تحل 
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ها در مخازن فلزی و کامپوزیتی  پیشینه پژوهش برای به دست آوردن تنش       

نازک   را می  فشارتحتجدار  و  داخلی  تحلیلی، عددی  به سه دسته کلی،  توان 

  شود نمود. از میان این سه دسته به حل تحلیلی پرداخته می بندی دستهتجربی 

اند  ، مراجعی که حل عددی را انجام دادهبا روش عددی  گذاری صحه  و به دلیل

بررسی می به صورت اجمالی  از حل  1]  بتی در مرجع.  شوندنیز  استفاده  با   ،]

کرونه در   ها را در مخزن کامپوزیتی به دست آورد.، تنشدوبعدیعددی و مدل 

ها را در مخزن  تنش  بعدیسه، با استفاده از حل عددی و انتخاب مدل  [2]  مرجع

نمود. ماتالونی د با استفاده از حل عددی و  [3]  ر مرجعکامپوزیتی استخراج   ،

ها را در مخزن کامپوزیتی به  ، تنشبعدیسهو    دوبعدیهای  گیری از مدلبهره

مرجع   در  ارتوران  آورد.  با  [4]دست  عددی  نتایج حل  مقایسه  از  استفاده  با   ،

ها را در مخزن کامپوزیتی استخراج  ، تنشآزمونبا نتایج    دوبعدیاستفاده از مدل  

  بعدی سه، با استفاده از مقایسه نتایج حل عددی مدل  [5]نمود. بتن در مرجع  

حیدری رارانی در مرجع    ها را در مخزن کامپوزیتی به دست آورد.، تنشآزمونو  

  اجزاء محدودحل  مخزن کامپوزیتی با استفاده از    سازی مدل، به تشریح نحوه  [6]

کامپوزیتی با    مخزن   سازی مدل، نحوه  [8]و  [7]جع  ادر مرپرداخت. صفرآبادی  

حل   از  محدوداستفاده  نمود  اجزاء  بررسی  مورد    را  را  پیچش  بهینه  زوایای  و 

،  آزمونبا استفاده از    [10]و کومار در مرجع    [9]آکار در مرجع    بررسی قرار داد.

ای به  ، اشاره[10-1]ها را در مخزن کامپوزیتی استخراج نمودند. در مراجع  تنش

، [11]  ها با استفاده از حل تحلیلی نشده است. هاوگتون در مرجع استخراج تنش

  فشارتحتروابط تحلیلی برای به دست آوردن ناپیوستگی تنش در مخزن فلزی 

کروی را ارائه نمود. سپس با استفاده از روابط    عدسیداخلی در تقاطع استوانه با  

  کروی و استوانه را به دست آورد. راوو در مرجع   عدسیتحلیلی توزیع تنش در  

ها  ، از روش تحلیلی با استفاده از تئوری کلاسیک برای به دست آوردن تنش[12]

  در هر لایه از مخزن کامپوزیتی فشار داخلی استفاده نمود. موستهاک در مرجع 

، از روش تحلیلی با استفاده از تئوری برشی مرتبه اول برای به دست آوردن  [13]

کامپوزیتی  تنش مخزن  از  لایه  هر  در  نمود.    فشارتحتها  استفاده  داخلی 

استفاده از بار معادل به جای    [13]  و  [12]نگارندگان مراجع  محدودیت روش  

ای به  ها را فقط در بخش استوانهها بود و توزیع تنشعدسیدر نظر گرفتن اثر  

[، از روش تحلیلی با استفاده از تئوری برشی  14] مدهوی در مرجع دست آورد.

ها در هر لایه از مخزن کامپوزیتی  مرتبه اول و سوم برای به دست آوردن تنش

به    فشارتحت بار معادل  از  استفاده  نمود. محدودیت روش وی  استفاده  داخلی 

به   ناقص  نظر گرفتن مخروط  و در  پوسته  تقاطع دو  نیروها در  جای استخراج 

 معادل بود.  عدسیای و  ها در بخش استوانهکروی و استخراج تنش  عدسیجای  

ها در مخزن کامپوزیتی اورتوتروپیک  ها و تنش، جابجایی[15]اکولد در مرجع  

با    فشارتحت مرجع  عدسی داخلی  در  کومار  آورد.  دست  به  را  ، [16]  کروی 

تنشجابجایی و  اورتوتروپیک  ها  کامپوزیتی  مخزن  در  با    داخلی  فشار تحتها 

  های مراجع های تخت، بیضوی و مخروطی را به دست آورد. از محدودیتعدسی

به جای پوسته کرویاستفاده از پوسته استوانه  ،[16] و    [15] در محاسبه    ای 

اورتوتروپیک و استفاد  ،نیروهای تقاطع دو پوسته از خواص  استفاده از فرض  ه 

ای  ، فقط در بخش استوانههاو تنش  هاجابجایی  محاسبهها و  معادل برای کل لایه

 ها نشده است.عدسیای به روابط در بخش  اشاره نمود و در این تحقیقات اشاره

، با استفاده از روش خمشی و به کارگیری تئوری برشی،  [17]  والری در مرجع

کامپوزیتی برای هر لایه به دست آورد. محدودیت  روابط تحلیلی را برای پوسته  

این روابط تعداد بالای معادلات و مرتبه بالای معادلات بود که خود مانع از حل  

به حل عددی معادلات داشت. همچنین وی در این   نیاز  بود و  تحلیلی روابط 

اشاره ناپیوستگیمرجع  به دست آوردن  به روش  تقاهای تنشای  طع دو  ها در 

لاو در   .نداشت  عدسیدر  ها  ستوانه و همچنین استخراج تنشو ا  عدسیپوسته  

ای با استفاده از تئوری خمشی برای پوسته  ، به بررسی رفتار سازه[18]  مرجع

پرداخت.   تنش  ناپیوستگی  نمودن  کمینه  هدف  با  اورتوتروپیک  کامپوزیتی 

ط نهایی  محدودیت این بررسی فرض اورتوتروپیک بودن و نیاز به حل عددی رواب 

، رفتار مخزن کامپوزیتی با آستری فلزی را بررسی  [19]  رحیمی در مرجع بود.

بر اساس تئوری خمشی روابط    .نمود بود  تنها در بخش آستری که فلزی  وی 

های کروی  عدسیتحلیل تنش    ، به [20] پادووک در مرجع   تحلیلی را ارائه نمود.

گیری از تئوری  تئوری غشایی و بهرها استفاده از  یک مخزن کامپوزیتی بو ژئودز 

کلاسیک در هر لایه و بدون در نظر گرفتن ناپیوستگی تنش پرداخت. ردی در  

تحلیلی تنش[21]مرجع   به منظور استخراج  تئوری خمشی  ،  از  استفاده  با  ها 

بهره با  و  انحنا  دو شعاع  با  پوسته  اول  برای یک  مرتبه  برشی  تئوری  از  گیری 

چینی اورتوتروپ ویژه و شرط مرزی خاص روابط  توانست در حالت خاص لایه

محدودیت از  نماید.  ارائه  را  در  تحلیلی  تحلیلی  جواب  وجود  بررسی  این  های 

بود )طراحی مخزن کامپوزیتی  لایه است    یاگونهبهچینی و شرط مرزی خاص 

  همچنین در این مرجع   ی اورتوتروپ ویژه استفاده نمود(.چینتوان از لایهکه نمی

آندر در    ها در تقاطع دو پوسته نشده است.ای به استخراج ناپیوستگی تنشاشاره

تحلیلی  22]  مرجع از حل  استفاده  با  تئوری    دوبعدی   الاستیسیته[،  مبنای  بر 

با اعمال شرایط تنش صفحه بارگذاری فشار داخلی،  اثر  ای و  لخنیستکی و در 

به دست آورد.  چندلایه ها را در مخزن کامپوزیتی ، تنشایچندجملهتابع تنش 

حلیلی و  ، با استفاده از حل ت[24] و تاکایاناگی در مرجع [23راموس در مرجع ]

با   بعدی سه  الاستیسیتهتئوری   تنش  و  توابع  از  مقادیر استفاده  را در  تنش  ،  ها 

[، با استفاده  25]  ویگنولی در مرجع   .ندبه دست آورد چندلایه مخزن کامپوزیتی  

داخلی به دست    فشار تحتها را در مخزن کامپوزیتی  از روش چند مقیاسی تنش

آورد. وی با استفاده از روابط خواص الیاف و رزین خواص معادل هر لایه را به  

و تئوری لخنیستیکی   بعدیسهدست آورد و سپس با استفاده از حل الاستیسیته  

  را   هاجابجایی، تنش  –، قانون هوک و روابط کرنش   و به کارگیری توابع تنش

 .استخراج نمودو کسرهای حجمی متفاوت الیاف    چینیلایهبرای زوایای متفاوت  

در نظر گرفتن    [25] [ و  24]  ،[23[، ]22محدودیت روش نویسندگان مراجع ]

نیروی معادل و استخراج تنش  عدسیاثر   ای بود و  ها تنها در پوسته استوانهبا 

های تقاطع دو پوسته را به دست  و همچنین تنش  عدسی ها در  نتوانستند تنش

مرور  ادامه  در  مخزن کامپوزیتی کروی است    عدسی هندسه    که   جا از آن  د.آورن 

از    یبه معرف  خچه،ی تار در   .پرداخته خواهد شد  زین   قاتیتحق  نی ابرخی  سایاد 

ها در پوسته کروی را  با استفاده از تئوری برشی مرتبه بالا تنش  ،[26]  مرجع

توا است از  مقاله  این  در  وی  نمود.  برشی  خراج  تنش  مختلفی    ایچندجملهبع 

با  های برشی عرضی در راستای ضخامت را  استفاده نمود و توانست توزیع تنش

جواب تحلیلی  ارائه  به دست آورد. محدودیت روش وی  استفاده از روش ناویر  

با استفاده از تئوری    [،27]  قانسان در مرجع   فقط در حالت شرط مرزی ساده بود.

ها  برشی مرتبه اول و بالاتر و با استفاده از روش اصل انرژی پتانسیل کمینه، تنش

را برای شرایط مرزی مختلف در پوسته کروی به دست آورد. محدودیت روش  

تخمین جابجایی  تحلیلینیمهوی حل   از سریو  استفاده  با  بود.  ها  فوریه  های 

با استفاده از حل الاستیسیته   [،29]  و الاوندی در مرجع  [28]  سالواتور در مرجع

با دو شعاع    بعدی سه ناویر معادلات تعادل را در پوسته  به کارگیری روش  و با 

ها را به صورت تحلیلی به دست  و تنش  ندمرزی ساده حل نمودانحنا و با شرط  

  گاهی تکیهها تنها در حالت شرط  استخراج تنش  ها آن. محدودیت روش  ندآورد

بود.   مرجع  ساده  در  الاستیسیته  [،  30]جین  از حل  استفاده  با  و    بعدی سهبا 

برای شرایط مرزی مختلف    ،استفاده از روش ریلی ریتز در پوسته  معادلات را 

حل نمود. محدودیت روش وی استفاده از روش حل عددی برای استخراج  کروی  

   ها بود.جواب
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کامپوزیتی جدار    چندلایه ها در پوسته کروی مخزن  تنشاز مراجع،    کدام هیچدر   

در مقاله حاضر با استفاده از    تحلیلی به دست نیامده است.  کاملاًنازک به روش  

های عددی در حل معادلات(  نیاز به استفاده از روش)بدون  تحلیلی    کاملاً ی  حل

  چندلایه ها در پوسته کروی مخزن  ها، تنشپوستهتئوری کلاسیک    به کمکو  

نازک   به دست    فشار تحتکامپوزیتی جدار  به  آمده استداخلی  نتایج  . سپس 

با حل عددی   اند و  هصحه سنجی شد  اجزاء محدوددست آمده از حل تحلیلی 

 نشان داده شد انطباق خوبی بین نتایج وجود دارد.

 و الگوریتم حل مسئله  یمعرف 2-

نازک،    چندلایهمخزن کامپوزیتی   با    فشارتحتجدار  چینی متقارن  لایهداخلی 

(±φ)𝑠 استوانه نشان داده    1در شکل  ای و کروی است که  شامل دو پوسته 

   شده است.

 
Fig. 1 Schematic of thin wall composite vessel with symmetrical 
layering under internal pressure 

 داخلی  فشارتحتمتقارن    چینیخزن جدار نازک کامپوزیتی با لایهشماتیک م  1شکل  

        𝑙 ای، طول بخش استوانه𝑅   ،شعاع مخزن𝑝    ،فشار داخلی𝜔   جابجایی در

نیروی برشی در تقاطع دو پوسته در لبه   𝑄0چرخش،   𝑉راستای عمود بر پوسته، 

نیروی   𝑄1ای،  گشتاور خمشی در تقاطع دو پوسته در لبه استوانه 𝑀0ای،  استوانه

گشتاور خمشی در تقاطع   𝑀1کروی،    عدسی برشی در تقاطع دو پوسته در لبه  

، 𝜙زاویه نسبت به   𝜓،  النهارینصفراستای   𝜙کروی،    عدسیدو پوسته در لبه  

φ چینی و  زاویه لایه𝑥   و𝑟   جهت مثبت جابجایی رو    .هستنددستگاه مختصات

و   استوانه  برای  و همچنین جهت مثبت چرخش  بیرون    گردساعت،  عدسیبه 

در مخزن کامپوزیتی نسبت به    𝑠(φ±)چینیبا توجه به متقارن بودن لایه است.

سطح میانی و همچنین بارگذاری متقارن، پوسته متقارن محوری در نظر گرفته  

   شده است.

در این مقاله معادلات حاکم بر پوسته کامپوزیتی  که اشاره شد    گونههمان

در    گردد و کروی به روش تحلیلی و با استفاده از تئوری کلاسیک استخراج می

انتخاب  شود.  استفاده می  [15]  مرجع نیز از معادلات    کامپوزیتی  ایاستوانهپوسته  

مخزن   بودن  نازک  جدار  دلیل  به  تحلیلی  حل  روش  در  کلاسیک  تئوری 

های  از این تنش  نظرصرفهای عرضی و امکان  کامپوزیتی و کوچک بودن تنش

با استفاده از حل تحلیلی  مخزن کامپوزیتی  کروی  پوسته  ها در  تنش  عرضی است.

 آیند.به دست می 2مطابق با الگوریتم شکل تئوری کلاسیک و به کارگیری 

 

Fig. 2 Algorithm for extracting stresses in each layer of cylindrical 

and spherical shells using analytical solution 

ای و کروی  های استوانهها در هر لایه و در پوستهالگوریتم استخراج تنش  2شکل  

 با استفاده از حل تحلیلی

عمومی کامپوزیتی با    یافتهدوراناستخراج معادلات حاکم بر پوسته    3-

 ها استفاده از تئوری کلاسیک پوسته

عمومی کامپوزیتی با استفاده   یافتهدوراندر این بخش معادلات حاکم بر پوسته 

به دست می روابط  از تئوری کلاسیک  ابتدا از روابط تعادل،  بدین منظور  آیند 

انحنا-کرنش و  و  - جابجایی  مرجعجابجایی  در  شده  اشاره  هوک   [ 31]  قانون 

حول محورش در حالت    یافته دورانروابط تعادل برای پوسته  شود.  استفاده می

 .[31] آورده شده است (c-1)تا  (a-1) بارگذاری متقارن محوری در رابطه 

 

(a-1) 

𝑑

𝑑𝜙
(𝑁𝜙𝑟0) − 𝑁𝜃𝑟1𝑐𝑜𝑠𝜙 − 𝑟0𝑄𝜙 = 0 

(b-1 ) 
𝑁𝜙𝑟0 + 𝑁𝜃𝑟1𝑠𝑖𝑛𝜙 +

𝑑

𝑑𝜙
(𝑟0𝑄𝜙) = 0

 

(c-1) 

𝑑

𝑑𝜙
(𝑀𝜙𝑟0) − 𝑀𝜃𝑟1𝑐𝑜𝑠𝜙 − 𝑄𝜙𝑟0𝑟1 = 0   

 𝑀𝜃و    𝑁𝜃، النهارینصفراستای   𝜙راستای محیطی،    𝜃 ، 1  دسته روابطدر  

ترتیب   محیطی،  منتجهبه  گشتاور  و  نیرو  و  منتجه 𝑀𝜙و   𝑁𝜙های  نیرو  های 

برشی   𝑄𝜙،  النهارینصفگشتاور   نیروی  و  𝑟1 ،  النهارینصفمنتجه  انحنا  شعاع 

 𝑟0  شعاع پوسته در راستای محیطی هستند. معادله(a-1)  ( 2)توان با معادلهرا می  

 . [31] جانشانی نمود

 

(2 ) 𝑁𝜙 = −𝑄𝜙𝑐𝑜𝑡𝜙 

کرنش انحنا -روابط  و  رابطه  -جابجایی  با  مطابق    ( g-3)تا    (a-3)جابجایی 

 . [31] بیان شده است

 Derivation of the governing equations of the general composite 

shell with classical theory 

Derivation of spherical 

shell equations 

 

Applying displacement and rotation compatibility 

relationships at the intersection of two composite shells 

 

 

Derivation of forces and moments at the 

intersection of two composite shells 

 

Derivation of stresses in 

spherical and cylindrical shells 

 

Using cylindrical shell equations 

of reference [12] 

 

 

Finite element 

numerical solution 

 

validation of results and comparison 

of analytical and numerical results 
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(a-3) 
𝜀𝜙 =

1

𝑟1
(

𝑑𝑣

𝑑𝜙
− 𝜔) 

(b-3 ) 
𝜀𝜃 =

1

𝑟2

(𝑣 𝑐𝑜𝑡𝜙 − 𝜔)

 

(c-3) 
𝛾𝜙𝜃 = 0 

(d-3 ) 
𝜒𝜙 =

1

𝑟1

𝑑

𝑑𝜙
(

𝑣

𝑟1
+

𝑑𝜔

𝑟1𝑑𝜙
) 

(e-3) 

𝜒𝜃 =
1

𝑟2
(

𝑣

𝑟1
+

𝑑𝜔

𝑟1𝑑𝜙
) 𝑐𝑜𝑡𝜙 

(f-3 ) 𝜒𝜙𝜃 = 0 

(g-3 ) 
𝑟0 =  𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜙 

𝜔   ،پوسته بر  عمود  راستای  در  راستای   𝑣جابجایی  در  جابجایی 

 𝜒𝜙کرنش برشی،   𝛾𝜙𝜃کرنش محیطی،   𝜀𝜃، النهارینصفکرنش   𝜀𝜙، النهارنصف

شعاع انحنا هستند. همچنین جابجایی  𝑟2 انحنا محیطی و   𝜒𝜃، النهارینصفانحنا  

[𝐵𝑖𝑗]محیطی به دلیل تقارن صفر است. مطابق با قانون هوک و با توجه به  =

به دست خواهند    (d-4)تا    (a-4)  ها طبق روابط ، منتجه(f-3)و    (c-3)و روابط 0

 . [32] آمد

 

(a-4) 
𝑁𝜙 = 𝐴11𝜀𝜙 + 𝐴12𝜀𝜃 

(b-4 ) 
𝑁𝜃 = 𝐴12𝜀𝜙 + 𝐴22𝜀𝜃

 
(c-4) 

𝑀𝜙 = 𝐷11𝜒𝜙 + 𝐷12𝜒𝜃 

(d-4 ) 
𝑀𝜃 = 𝐷12𝜒𝜙 + 𝐷22𝜒𝜃 

: [𝐴𝑖𝑗]   ،کشش و  [𝐵𝑖𝑗]کوپلینگ  خمش  کشش،  کوپلینگ   :[𝐷𝑖𝑗]  :

  .[32] کوپلینگ خمش هستند

پوسته    ادامهدر   بر  متقارن محوری    یافتهدورانمعادلات حاکم  کامپوزیتی 

 ( d-4)تا    (a-4)در روابط    (g-3)تا    (a-3)گردد. با جایگذاری روابطاستخراج می

 .به دست خواهند آمد  ( d-5)تا    (a-5)روابطها بر حسب جابجایی مطابق با  نتجهم

 

(a-5) 
𝑁𝜙𝑏 =

𝐴11

𝑟1
(

𝑑𝑣𝑏

𝑑𝜙
− 𝜔𝑏) +

𝐴12

𝑟2
(𝑣𝑏 𝑐𝑜𝑡𝜙 − 𝜔𝑏) 

(b-5 ) 

𝑁𝜃𝑏 =
𝐴12

𝑟1
(

𝑑𝑣𝑏

𝑑𝜙
− 𝜔𝑏) +

𝐴22

𝑟2
(𝑣𝑏 𝑐𝑜𝑡𝜙 − 𝜔𝑏) 

(c-5) 

𝑀𝜙𝑏 =
𝐷11

𝑟1

𝑑

𝑑𝜙
(

𝑣𝑏

𝑟1
+

𝑑𝜔𝑏

𝑟1𝑑𝜙
) +

𝐷12

𝑟2
(
𝑣𝑏

𝑟1
 

      +
𝑑𝜔𝑏

𝑟1𝑑𝜙
)𝑐𝑜𝑡𝜙 

(d-5 ) 

𝑀𝜃𝑏 =
𝐷12

𝑟1

𝑑

𝑑𝜙
(

𝑣𝑏

𝑟1
+

𝑑𝜔𝑏

𝑟1𝑑𝜙
) +

𝐷22

𝑟2
(
𝑣𝑏

𝑟1
 

       +
𝑑𝜔𝑏

𝑟1𝑑𝜙
)𝑐𝑜𝑡𝜙 

به معادلات جهت معرفی بخش خمشی روابط است.   𝑏اضافه نمودن اندیس  

 .شوندمعرفی می ( b-6)و  (a-6)، از تغییر متغیرهای  سازیسادهبه منظور 

 

(a-6) 
𝑉𝑏 =

1

𝑟1
(𝑣𝑏 +

𝑑𝜔𝑏

𝑑𝜙
) 

(b-6 ) 𝑌𝑏 = 𝑄𝜙𝑏𝑟2 

𝑉𝑏    ناشی از خمش است. با جایگذاری روابط   النهار نصفچرخش مماس بر

(a-5)    تا(d-5 )    و(a-6 )    و(b-6 )    در رابطه(c-1)    از ، اولین  سازیسادهو پس 

بر پوسته   با رابطه    یافته دورانمعادله حاکم  کامپوزیتی متقارن محوری مطابق 

 .به دست خواهد آمد (7)
 

(7 ) 

𝑟2

𝑟1
2

𝑑2𝑉𝑏

𝑑𝜙2 +
1

𝑟1
(

𝑑

𝑑𝜙
(

𝑟2

𝑟1
) +

𝑟2

𝑟1
𝑐𝑜𝑡𝜙 

    +
𝑟2

𝑟1

1

𝐷11

𝑑𝐷11

𝑑𝜙
)

𝑑𝑉𝑏

𝑑𝜙
−

1

𝑟1
(
𝐷12

𝐷11
−

1

𝐷11
𝑐𝑜𝑡𝜙

𝑑𝐷12

𝑑𝜙
 

   +
𝐷22

𝐷11

𝑟1

𝑟2
𝑐𝑜𝑡2𝜙)𝑉𝑏 = −

𝑌𝑏

𝐷11
 

 .شودجانشانی می  (8)با رابطه    (2) ، رابطه  (b-6)و    (a-6)با استفاده از روابط  
 

(8 ) 
𝑁𝜙𝑏 = −𝑄𝜙𝑏𝑐𝑜𝑡𝜙 = −

1

𝑟2
𝑌𝑏𝑐𝑜𝑡𝜙 

به دست    (9)، رابطه  (b-1)در رابطه    (g-3)و رابطه    ( 8)با جانشانی رابطه  

 خواهد آمد.
 

(9 ) 
𝑁𝜃𝑏 = −

1

𝑟1

𝑑

𝑑𝜙
(𝑟2𝑄𝜙𝑏) = −

1

𝑟1

𝑑𝑌𝑏

𝑑𝜙
 

دومین معادله حاکم   ،(9)و  (8)و روابط  (b-5)و  (a-5) با استفاده از روابط 

 .به دست خواهد آمد (10)کامپوزیتی مطابق با رابطه  یافته دورانبر پوسته 

 

(10 ) 

(𝐴22 −
𝐴12

2

𝐴11
)𝑉𝑏 =

𝑟2

𝑟1
2

𝑑2𝑌𝑏

𝑑𝜙2
+ 

      
1

𝑟1

𝑑𝑌𝑏

𝑑𝜙
(

𝑑

𝑑𝜙
(

𝑟2

𝑟1
) +

𝑟2

𝑟1
(𝑐𝑜𝑡𝜙 

     + (𝐴22 −
𝐴12

2

𝐴11
)

𝑑

𝑑𝜙
(

1

(𝐴22 − (𝐴12
2/𝐴11))

))) 

      −
𝑌𝑏

𝑟1
(
𝑟1

𝑟2

𝐴22

𝐴11
𝑐𝑜𝑡2𝜙 −

𝐴12

𝐴11
 

       +𝑐𝑜𝑡𝜙(𝐴22 −
𝐴12

2

𝐴11
) × 

        
𝑑

𝑑𝜙
(

𝐴12

𝐴11(𝐴22 − (𝐴12
2/𝐴11))

)) 

گرفته    چینی ثابت در نظر ها و زاویه لایهسازی، ضخامت لایهبه منظور ساده

رود و  از بین می 𝜙های کششی و خمشی نسبت به  شود فلذا تابعیت صلبیتمی

 .شوندتبدیل می ( b-11)و  (a-11)به معادلات  (10)و  (7)معادلات 

 

(a-11 ) 

𝑟2

𝑟1
2

𝑑2𝑉𝑏

𝑑𝜙2 +
1

𝑟1
(

𝑑

𝑑𝜙
(

𝑟2

𝑟1
) +

𝑟2

𝑟1
𝑐𝑜𝑡𝜙)

𝑑𝑉𝑏

𝑑𝜙
− 

      
1

𝑟1
(
𝐷12

𝐷11
+

𝐷22

𝐷11

𝑟1

𝑟2
𝑐𝑜𝑡2𝜙)𝑉𝑏 = −

𝑌𝑏

𝐷11
 

(b-11 ) 

𝑟2

𝑟1
2

𝑑2𝑌𝑏

𝑑𝜙2 +
1

𝑟1

𝑑𝑌𝑏

𝑑𝜙
(

𝑑

𝑑𝜙
(

𝑟2

𝑟1
) +

𝑟2

𝑟1
𝑐𝑜𝑡𝜙) − 

     
𝑌𝑏

𝑟1
(
𝑟1

𝑟2

𝐴22

𝐴11
𝑐𝑜𝑡2𝜙 −

𝐴12

𝐴11
) = (𝐴22 −

𝐴12
2

𝐴11
)𝑉𝑏 
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𝑌𝑏 ،از  نظرصرفبا  ،𝑉𝑏 𝑑𝑌𝑏

𝑑𝜙
𝑑𝑉𝑏و   

𝑑𝜙
𝑑2𝑉𝑏نسبت به  به دلیل کوچک بودنشان   

𝑑𝜙2 

𝑑2𝑌𝑏و  

𝑑𝜙2
روابط   ،  پوسته  (b-11) و    (a-11) در  بر  حاکم  معادلات    یافته دوران، 

چینی ثابت، مطابق با  کامپوزیتی متقارن محوری با فرض ضخامت و زاویه لایه

 .به دست خواهند آمد (b-12)و  (a-12)روابط 

 

(a-12 ) 

𝑟2

𝑟1
2

𝑑2𝑉𝑏

𝑑𝜙2 = −
𝑄𝜙𝑏𝑟2

𝐷11
 

(b-12 ) 

𝑟2

𝑟1
2

𝑑2(𝑄𝜙𝑏𝑟2)

𝑑𝜙2 = (𝐴22 −
𝐴12

2

𝐴11
)𝑉𝑏 

مدول الاستیسیته   ،ℎبا ضخامت    همسانگرد با جایگذاری خواص تک لایه  

𝐸   نسبت روابط  شعاعو   𝜗  پوآسونو  در  برابر  انحنا    ( b-12)و    (a-12)های 

متقارن محوری کروی موجود در    همسانگرد  یافتهدورانمعادلات حاکم بر پوسته  

غیر از کره باشد    عدسیاگر هندسه  هر چند    [ به دست خواهند آمد.31مرجع ]

نسبت به زاویه  انحنا به دلیل تابعیت شعاع  ، (b-12)و  (a-12)با توجه به روابط 

ندارد اما با توجه به برخورداری از حجم  تحلیلی وجود    کاملاً حل    النهاری نصف

در    تنش  عدسیبالا  بودن  کم  و  دیگر  کروی  به  نسبت  کروی  پوسته  در  ها 

مخازن    عدسیها،  پوسته در  زیادی  کاربرد  ادامه    دارد.  فشار تحتکروی  در 

   د.نشومی استخراج کروی   عدسیمعادلات حاکم بر 

  کروی کامپوزیتی متقارن محوری عدسیمعادلات حاکم بر  1-3-

گردد. در  کروی کامپوزیتی استخراج می  عدسی در این بخش معادلات حاکم بر  

𝑟1کروی    عدسی = 𝑟2 = 𝑅  و𝑑𝑅

𝑑𝜙
=    معادلات کروی    عدسیاست. با فرض   0

(a-12)  و(b-12 )  به معادلات (a-13)  و (b-13) شوندتبدیل می. 

 

(a-13 ) 

𝑑4(𝑄𝜙𝑏𝑠)

𝑑𝜙4 + 4𝜆4𝑄𝜙𝑏𝑠 = 0 

(b-13 ) 

4𝜆4 =
𝑅2

𝐷11
(𝐴22 −

𝐴12
2

𝐴11
) 

به معادلات جهت معرفی بخش خمشی روابط در   𝑏𝑠اضافه نمودن اندیس  

برشی   𝑄𝜙𝑏𝑠پوسته کروی است.   نیروی  پوسته کروی    النهارینصفمنتجه  در 

 ارائه شده است. (14)در رابطه  (a-13) است. حل معادله 

 (14 ) 

𝑄𝜙𝑏𝑠 = 𝐶1𝑒𝜆𝜙𝑐𝑜𝑠𝜆𝜙 + 𝐶2𝑒𝜆𝜙𝑠𝑖𝑛𝜆𝜙 + 

𝐶3𝑒−𝜆𝜙𝑐𝑜𝑠𝜆𝜙 + 𝐶4𝑒−𝜆𝜙𝑠𝑖𝑛𝜆𝜙 

که   حالتی  رابطه    عدسیبرای  ندارد  رابطه    (14)سوراخ  تبدیل   (15)به 

 .شودمی

 (15 ) 𝑄𝜙𝑏𝑠 = 𝐶1𝑒𝜆𝜙𝑐𝑜𝑠𝜆𝜙 + 𝐶2𝑒𝜆𝜙𝑠𝑖𝑛𝜆𝜙 

به دلیل افزایشی بودن نیروی برشی با   𝐶4و   𝐶3  ضرایبحذف بخش دارای 

کروی و استوانه( است. به    عدسی) نزدیک شدن به موقعیت تقاطع   𝜙افزایش  

متغیر   سازیسادهمنظور   تغییر  از  استفاده  𝜓با  + 𝜙 = 𝛼   معادلات ، (b-3)و 

(a-5)  تا(d-5) ،(8) ،(9) ،(a-12 )  جابجایی عمود بر پوسته و  هامنتجه (15)و ،

  ( h-16)تا    (a-16) کروی بر حسب ثوابت مطابق با روابط    عدسیچرخش برای  

 .به دست خواهند آمد

 

(a-16 ) 
𝑄𝜙𝑏𝑠 = 𝐶𝑒−𝜆𝝍 𝑠𝑖𝑛(𝜆𝜓 + 𝛾) 

(b-16 ) 

𝜀𝜃𝑏𝑠 =
𝑅𝑠𝑖𝑛𝜙(𝑁𝜃𝑏𝑠 − (

𝐴12𝑁𝜙𝑏𝑠
𝐴11

⁄ ))

(𝐴22 − (𝐴12
2/𝐴11))

 

(c-16 ) 

𝜔𝑏𝑠 = 𝑅𝑠𝑖𝑛𝜙𝜀𝜃𝑏𝑠 = 

 
𝑅𝑠𝑖𝑛𝜙

(𝐴22 − (𝐴12
2/𝐴11))

(𝑁𝜃𝑏𝑠 −
𝐴12

𝐴11
𝑁𝜙𝑏𝑠)

=  
𝑅𝑠𝑖𝑛𝜙 

(𝐴22 − (𝐴12
2/𝐴11))

(
𝐴12𝑄𝜙𝑏𝑠𝑐𝑜𝑡𝜙

𝐴11

−
𝑑𝑄𝜙𝑏𝑠

𝑑𝜙
) = 

 
−𝑅𝑠𝑖𝑛 (𝛼 − 𝜓) 𝜆√2𝐶𝑒−𝜆𝝍𝑠𝑖𝑛 (𝜆𝜓 + 𝛾 −

𝜋

4
)

(𝐴22 − (𝐴12
2/𝐴11))

 

(d-16 ) 

𝑉𝑏𝑠 =
1

(𝐴22 − (𝐴12
2/𝐴11))

𝑑2(𝑄𝜙𝑏𝑠)

𝑑𝜙2 = 

    
−2𝜆2𝐶𝑒−𝜆𝝍𝑐𝑜𝑠 (𝜆𝜓 + 𝛾)

(𝐴22 − (𝐴12
2/𝐴11))

 

(e-16 ) 

𝑁𝜙𝑏𝑠 = −𝑄𝜙𝑏𝑠𝑐𝑜𝑡𝜙 = 

   −𝑐𝑜𝑡 (𝛼 − 𝜓)𝐶𝑒−𝜆𝜓𝑠𝑖𝑛 (𝜆𝜓 + 𝛾) 

(f-16 ) 

𝑁𝜃𝑏𝑠 = −
1

𝑅

𝑑

𝑑𝜙
(𝑅𝑄𝜙𝑏𝑠) = −

𝑑𝑄𝜙𝑏𝑠

𝑑𝜙
= 

   −
𝑑𝑄𝜙𝑏𝑠

𝑑𝜓

𝑑𝜓

𝑑𝜙
=

𝑑𝑄𝜙𝑏𝑠

𝑑𝜓
= 

   −𝜆√2𝐶𝑒−𝜆𝝍𝑠𝑖𝑛 (𝜆𝜓 + 𝛾 −
𝜋

4
) 

(g-16 ) 

𝑀𝜙𝑏𝑠 =
𝐷11

𝑟1

𝑑𝑉𝑏𝑠

𝑑𝜙
+

𝐷12

𝑟2
𝑉𝑏𝑠𝑐𝑜𝑡𝜙 = 

    
𝐷11

𝑅

𝑑𝑉𝑏𝑠

𝑑𝜙
=

𝐷11

𝑅

𝑑𝑉𝑏𝑠

𝑑𝜓

𝑑𝜓

𝑑𝜙
= 

   
4𝐷11𝜆3𝐶𝑒−𝜆𝝍𝑠𝑖𝑛 (𝜆𝜓 + 𝛾 +

𝜋

4
)

√2𝑅(𝐴22 − (𝐴12
2/𝐴11))

 

(h-16 ) 

𝑀𝜃𝑏𝑠 =
𝐷12

𝐷11
𝑀𝜙𝑏𝑠 = 

    
4𝐷12𝜆3𝐶𝑒−𝜆𝝍𝑠𝑖𝑛 (𝜆𝜓 + 𝛾 +

𝜋

4
)

√2𝑅(𝐴22 − (𝐴12
2/𝐴11))

 

𝑁𝜙𝑏𝑠   نیروی محیطی،   𝑁𝜃𝑏𝑠،  النهارینصفمنتجه  نیروی   𝑀𝜙𝑏𝑠منتجه 

گشتاور   محیطی،    𝑀𝜃𝑏𝑠، النهارینصفمنتجه  گشتاور  جابجایی   𝜔𝑏𝑠منتجه 

پوسته،   بر  از   𝜀𝜃𝑏𝑠و    النهاری نصفچرخش   𝑉𝑏𝑠عمود  ناشی  محیطی  کرنش 

  1از شرایط مرزی شکل   𝛾و  𝐶بارهای خمشی در پوسته کروی هستند. ثوابت  

و   𝐶𝑀به دست خواهند آمد. برای حالت اعمال گشتاور خالص، ثوابت به صورت  

𝛾𝑀  تعریف و از روابط(a-17)  و(b-17) د آمدنبه دست خواه. 

 

(a-17 ) 

(𝑀𝜙𝑏𝑠𝑀)𝜙=𝛼,𝜓=0 = 

     
4𝐷11𝜆3 𝐶𝑀  𝑠𝑖𝑛 (𝛾𝑀 +

𝜋

4
)

√2𝑅(𝐴22 − (𝐴12
2/𝐴11))

= 𝑀1 

(b-17 ) (𝑁𝜙𝑏𝑠𝑀)𝜙=𝛼,𝜓=0 = −𝑐𝑜𝑡𝛼 𝐶𝑠𝑖𝑛𝛾𝑀 =0 
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𝑀𝜙𝑏𝑠𝑀   و    گشتاور در اثر بار خمشی   النهارینصفمنتجه گشتاور𝑁𝜙𝑏𝑠𝑀 

هستند. با استفاده از روابط    گشتاوردر اثر بار خمشی   النهارینصفمنتجه نیروی  

(a-17)    و(b-17)  ثوابت ،𝐶𝑀  و𝛾𝑀   مطابق با روابط(a-18)    و(b-18)  ،  به دست

 .خواهند آمد

 

(a-18 ) 𝛾𝑀 = 0 

(b-18 ) 
𝐶𝑀 =

𝑅𝑀1(𝐴22 − (𝐴12
2/𝐴11))

2𝐷11𝜆3  

با استفاده از روابط   ، (d-16)،  (c-16)برای حالت اعمال گشتاور خالص و 

(a-18)    و(b-18)،  در  𝜓 = 𝜙و  0 = 𝛼،   چرخش و جابجایی عمود بر پوسته

 .به دست خواهند آمد (b-19)و  (a-19)مطابق با روابط 

 

(a-19 ) 

𝑉𝑏𝑠𝑀 =
𝑅𝑀1

𝐷11𝜆
 

(b-19 ) 
𝜔𝑏𝑠𝑀 =

𝑅2𝑠𝑖𝑛𝛼

2𝐷11𝜆2 𝑀1 

𝑉𝑏𝑠𝑀   و خالص  خمشی  بار  از  ناشی  بر   𝜔𝑏𝑠𝑀چرخش  عمود  جابجایی 

به دست   𝛾𝑀و  𝐶𝑀پوسته ناشی از بار خمشی خالص است. با جایگذاری ثوابت  

، نیروی برشی و  (h-16)تا   (e-16)در روابط   (b-18)و    (a-18)آمده از روابط  

و گشتاور در  منتجه نیرو  به    عدسی های  بارگذاری گشتاور خالص  و در  کروی 

  𝐶𝑄دست خواهند آمد. برای حالت اعمال نیروی برشی خالص، ثوابت به صورت  

 .به دست خواهند آمد (b-20)و  (a-20)تعریف و از روابط  𝛾𝑄و 

 

(a-20 ) 

(𝑀𝜙𝑏𝑠𝑄)𝜙=𝛼,𝜓=0 = 

     
4𝐷11𝜆3 𝐶𝑄 𝑠𝑖𝑛(𝛾𝑄 + 𝜋

4⁄ )

√2𝑅(𝐴22 − (𝐴12
2/𝐴11))

= 0 

(b-20 ) 

(𝑁𝜙𝑏𝑠𝑄)𝜙=𝛼,𝜓=0 = 

    −𝑐𝑜𝑡𝛼 𝐶𝑄 𝑠𝑖𝑛𝛾𝑄 = −𝑄1𝑐𝑜𝑠𝛼 

𝑀𝜙𝑏𝑠𝑄   گشتاور برش النهارینصفمنتجه  بار  اثر  منتجه   𝑁𝜙𝑏𝑠𝑄و    یدر 

برش النهارینصفنیروی   بار  اثر  روابط    یدر  از  استفاده  با  و  (a-20) هستند. 

به دست    (b-21)و    (a-21)مطابق با روابط   𝛾𝑄و  𝐶𝑄، ثوابت  (b-20)همچنین  

 .د آمدنخواه

 

(a-21 ) 
𝛾𝑄 =

−𝜋

4
 

(b-21 ) 

𝐶𝑄 =
−2𝑄1𝑠𝑖𝑛𝛼

√2
 

با استفاده از روابط  همچنین  حالت اعمال نیروی برشی خالص و  بررسی  برای  

(c-16)  ،(d-16)  ،(a-21)    و(b-21 )   در𝜙 = 𝛼و 𝜓 = ، چرخش و جابجایی   0

 .به دست خواهند آمد (b-22)و  (a-22)عمود بر پوسته مطابق با روابط

 

(a-22 ) 

𝑉𝑏𝑠𝑄 =
2𝑄1

(𝐴22 − (𝐴12
2/𝐴11))

𝜆2𝑠𝑖𝑛𝛼  

(b-22 ) 
𝜔𝑏𝑠𝑄 =

−2𝑅𝑠𝑖𝑛2𝛼 

(𝐴
22

− (𝐴12
2/𝐴11))

𝜆𝑄1 

𝑉𝑏𝑠𝑄   چرخش ناشی از بار برشی خالص و𝜔𝑏𝑠𝑄   جابجایی عمود بر پوسته

با جایگذاری ثوابت   بار برشی خالص است.  به دست آمده از   𝛾𝑄و   𝐶𝑄ناشی از 

های  ، نیروی برشی و منتجه(h-16)تا    (e-16)در روابط    (b-22)و    (a-21) رابطه  

به دست    عدسینیرو و گشتاور در   نیروی برشی خالص  بارگذاری  کروی و در 

های نیرو و  خواهند آمد. جواب نهایی جابجایی، چرخش، نیروی برشی و منتجه

های اعمال گشتاور خالص و نیروی برشی خالص  گشتاور حاصل برهم نهش حالت

  عدسی است. جابجایی غشایی شعاعی ناشی از فشار داخلی برای کره در تقاطع  

𝜓و استوانه   = به دست    (23)مطابق با رابطه    (c-16)با استفاده از رابطه  (  (0

 .خواهد آمد

 

(23 ) 

𝜔𝑚𝑠 = 𝑅𝑠𝑖𝑛𝜙𝜀𝜃𝑚𝑠 = 

𝑅𝑠𝑖𝑛𝛼 (𝑁𝜃𝑚𝑠 − (
𝐴12𝑁𝜙𝑚𝑠

𝐴11
⁄ ))

(𝐴22 − (𝐴12
2/𝐴11)

= 

𝑝𝑅2 𝑠𝑖𝑛𝛼

2(𝐴22 − (𝐴12
2/𝐴11)

(1 −
𝐴12

𝐴11
) 

𝜔𝑚𝑠   ،پوسته بر  عمود  غشایی  راستای   𝜀𝜃𝑚𝑠جابجایی  در  غشایی  کرنش 

و   𝑁𝜃𝑚𝑠محیطی،   محیطی  راستای  در  غشایی  نیروی  منتجه   𝑁𝜙𝑚𝑠منتجه 

کروی ناشی از فشار داخلی    عدسی در    النهاری نصفنیروی غشایی در راستای  

 .هستند
 [ 15] کامپوزیتی متقارن محوریمعادلات حاکم بر استوانه  استفاده از  2-3-

متقارن محوری   کامپوزیتی  استوانه  پوسته  از معادلات حاکم در  بخش  این  در 

 .[15] اند ارائه شده (f-24)تا  (a-24) این معادلات در روابط  شود.استفاده می

 

(a-24 ) 

𝜔𝑏𝑐 =
−𝑒−𝛽𝑥

2𝛽3𝐷11

(𝛽𝑀0(𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥) 

       −𝑄0𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥) 

(b-24 ) 

𝑉 𝑏𝑐 =
𝑒−𝛽𝑥

2𝛽2𝐷11
(2𝛽𝑀0𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥 + 𝑄0(𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥  

        +𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥)) 

(c-24 ) 

 𝑁𝜃𝑏𝑐 = (𝐴22 −
𝐴12

2

𝐴11
)

𝑒−𝛽𝑥

2𝑅𝛽3𝐷11
(𝛽𝑀0(𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥 

     −𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥) − 𝑄0𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥) 

(d-24 ) 
𝑀𝑥𝑏𝑐 =

𝑒−𝛽𝑥

𝛽
(𝛽𝑀0(𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥 + 𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥) + 𝑄0𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥) 

(e-24 ) 

𝑀𝜃𝑏𝑐 =
𝐷12

𝐷11

𝑒−𝛽𝑥

𝛽
(𝛽𝑀0(𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥 + 𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥) 

     +𝑄0𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥) 

(f-24 ) 
𝑄𝑥𝑏𝑐 = 𝑒−𝛽𝑥(𝑄0(𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥 − 𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥) − 2𝛽𝑀0𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥) 

(g-24 ) 
𝜔𝑚𝑐 =

𝑝𝑅2 

2(𝐴
22

− (𝐴12
2/𝐴11))

(2 −
𝐴12

𝐴11

) 

𝜔𝑏𝑐 ناشی از بار خمشی  جابجایی در راستای عمود بر پوسته  ،𝑉 𝑏𝑐   چرخش

خمشی،    النهاری نصف بارهای  از  محیطی،   𝑁𝜃𝑏𝑐ناشی  نیروی   𝑀𝑥𝑏𝑐منتجه 

 𝑄𝑥𝑏𝑐منتجه گشتاور محیطی ناشی از بار خمشی،   𝑀𝜃𝑏𝑐منتجه گشتاور طولی،  

بارهای خمشی ناشی از  جابجایی در راستای   𝜔𝑚𝑐، منتجه نیروی برشی طولی 

  های نیروی برشی و گشتاور منتجه 𝑀0و   𝑄0  در اثر فشار داخلی، عمود بر پوسته

 در تقاطع دو پوسته هستند. خمشی
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 [31] اعمال روابط سازگاری جابجایی و چرخش در تقاطع دو پوسته 3-3-

و با استفاده از اصل تعادل، نیروها و گشتاورها مطابق با روابط    1با توجه به شکل  

(a-25)  و(b-25 ) در تقاطع به دست خواهند آمد. 

(a-25 ) 
∑ 𝑀 = 0               𝑀0 = 𝑀1 

(b-25 ) 
∑ 𝑄 = 0                𝑄0 = 𝑄1 

 

برشی و گشتاورهای خمشی در تقاطع دو   نیروهای  به دست آوردن  برای 

پوسته از روابط سازگاری جابجایی و چرخش باید استفاده نمود. این روابط در  

تقاطع   روابط  کروی    عدسیمحل  با  مطابق  استوانه   است (b-26)و   (a-26) و 
[31 ] . 

(a-26 ) 𝜔𝑚𝑠 + 𝜔𝑏𝑠𝑄 + 𝜔𝑏𝑠𝑀 = 𝜔𝑚𝑐 + 𝜔𝑏𝑐 
(b-26 ) 𝑉 𝑚𝑠 + 𝑉 𝑏𝑠𝑄 + 𝑉 𝑏𝑠𝑀 = 𝑉 𝑚𝑐 + 𝑉 𝑏𝑐  

𝑉 𝑚𝑠  چرخش ناشی از بار غشایی در پوسته کروی و𝑉 𝑚𝑐   چرخش ناشی از

 .ای استبار غشایی در پوسته استوانه

 استخراج نیروهای برشی و گشتاورهای خمشی در تقاطع دو پوسته 4-3-

بیان شد که نیروهای به دست آمده در تقاطع دو پوسته   1در مرور منابع بخش 

اند. اما در این  ای به دست آمدهبا پوسته استوانه  عدسیبا فرض جایگزینی پوسته  

در تقاطع دو پوسته  و    سازیسادهبدون این  بخش نیروی برشی و گشتاور خمشی  

با جایگذاری روابط  در ادامه این بخش ای به دست خواهند آمد.  کروی و استوانه

(a-19) ،(b-19)، (a-22) ، (b-22) ،(23 )، (a-24) ،(b-24)  و(g-24)   در روابط

(a-26)  و(b-26)   در𝛼 =
𝜋

2
𝑥و    = 𝑉 𝑚𝑐  همچنین با استفاده از روابط و 0 =

𝑉 𝑚𝑠و   0 = -a) ، نیروی برشی و گشتاور خمشی در تقاطع دو پوسته از روابط  0

 .به دست خواهند آمد (b-27) و  (27

(a-27 ) 

𝑄1 =
−𝑝𝑅2

4𝑅𝜆 + (𝐴22 − (𝐴12
2/𝐴11))(1

𝛽3𝐷11
⁄ )

 

(b-27 ) 𝑀1 = 0  

 های طولی و محیطی در هر لایه از استوانه تنش 5-3-

های نیرو و گشتاور کل در استوانه کامپوزیتی که حاصل جمع  جابجایی و منتجه

𝛼 زاویه   غشایی و خمشی است در  هایمؤلفه =
𝜋

2
، (a-24) و با استفاده از روابط   

(c-24)  ،(d-24) ،  (e-24)،   (g-24)  ،(a-25)  ،(b-25)  ،(a-27) و   (b-27)   مطابق

 .شوندمیاستخراج  (f-28)تا  (a-28)روابط 

(a-28 ) 

𝜔𝑡𝑐 = 𝜔𝑚𝑐 + 𝜔𝑏𝑐 = 

     
𝑝𝑅2

2(𝐴22 − (𝐴12
2/𝐴11))

(2 −
𝐴12

𝐴11
) + 

    
𝑒−𝛽𝑥

2𝛽3𝐷11
  

𝑝𝑅2𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥

4𝑅𝜆 + (𝐴22 − (𝐴12
2/𝐴11))(1

𝛽3𝐷11
⁄ )

 

(b-28 ) 

𝑀𝑥𝑡𝑐 = 𝑀𝑥𝑚𝑐 + 𝑀𝑥𝑏𝑐 = 

    𝑀𝑥𝑏𝑐 = 𝐷11

𝑑2𝜔𝑏𝑐

𝑑𝑥2 = 

    
𝑒−𝛽𝑥

𝛽

−𝑝𝑅2𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥

4𝑅𝜆 + (𝐴22 − (𝐴12
2/𝐴11))(1

𝛽3𝐷11
⁄ )

 

(c-28 ) 

𝑀𝜃𝑡𝑐 = 𝑀𝜃𝑚𝑐+𝑀𝜃𝑏𝑐 = 

    𝑀𝜃𝑏𝑐 = 𝐷12

𝑑2𝜔𝑡𝑐

𝑑𝑥2 = 

 

    
𝐷12

𝐷11

𝑒−𝛽𝑥

𝛽

−𝑝𝑅2𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥

4𝑅𝜆 + (𝐴22 − (𝐴12
2/𝐴11))(1

𝛽3𝐷11
⁄ )

 

(d-28 ) 

𝑁𝜃𝑡𝑐 = 𝑁𝜃𝑏𝑐 + 𝑁𝜃𝑚𝑐 = 

   ((𝐴22 −
𝐴12

2

𝐴11
)

𝑒−𝛽𝑥

2𝑅𝛽3𝐷11
× 

   
−𝑝𝑅2𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥

4𝑅𝜆 + (𝐴22 − (𝐴12
2/𝐴11))(1

𝛽3𝐷11
⁄ )

) + 𝑝𝑅 

(e-28 ) 
𝑁𝑥𝑡𝑐 = 𝑁𝑥𝑏𝑐 + 𝑁𝑥𝑚𝑐 =

𝑝𝑅

2
 

(f-28 ) 
𝑀𝑥𝜃𝑡𝑐 = 𝑁𝑥𝜃𝑡𝑐 = 0 

𝜔𝑡𝑐   ،پوسته بر  راستای   𝑀𝑥𝑡𝑐جابجایی کل عمود  منتجه گشتاور کل در 

منتجه گشتاور   𝑀𝜃𝑡𝑐ناشی از بار غشایی،   منتجه گشتاور طولی 𝑀𝑥𝑚𝑐 طولی،

محیطی،  راستای  در  𝑀𝜃𝑚𝑐کل  غشایی،     بار  از  ناشی  محیطی  گشتاور  منتجه 

𝑁𝜃𝑡𝑐   ،منتجه نیروی کل در راستای محیطی𝑁𝑥𝑡𝑐   منتجه نیروی کل در راستای

طولی،   𝑁𝑥𝑚𝑐طولی،  راستای  در  غشایی  نیروی    𝑁𝑥𝜃𝑡𝑐و  𝑀𝑥𝜃𝑡𝑐منتجه 

های انحنا و کرنش سطح  های گشتاور و نیروی برشی کل هستند. ماتریسمنتجه

 (b-28)میانی در استوانه کامپوزیتی با فرض تقارن محوری با استفاده از روابط 

 .[32] به دست خواهند آمد  ( b-29)و  (a-29)و روابط  (f-28)تا 

(a-29 ) 

[

𝑁𝑥𝑡𝑐

𝑁𝜃𝑡𝑐

𝑁𝑥𝜃𝑡𝑐

] = [

𝐴11

𝐴12

𝐴16

𝐴12

𝐴22

𝐴26

𝐴16

𝐴26

𝐴66

] (
𝜀�̇�𝑐

𝜀�̇�𝑐

2𝜀�̇�𝜃𝑐

) 

(b-29 ) 

[

𝑀𝑥𝑡𝑐

𝑀𝜃𝑡𝑐

𝑀𝑥𝜃𝑡𝑐

] = [

𝐷11

𝐷12

𝐷16

𝐷12

𝐷22

𝐷26

𝐷16

𝐷26

𝐷66

] (

ƙ𝑥𝑐

ƙ𝜃𝑐

ƙ𝑥𝜃𝑐

) 
 

[ƙ]𝑐   و[𝜀̇] 𝑐 ای  های انحنا و کرنش سطح میانی در پوسته استوانهماتریس

  𝑘ای استوانه در راستاهای طولی و محیطی برای لایه  های صفحههستند. تنش

 .[ 32]  آیند به دست می (30)ام مطابق با رابطه 

(30 ) 

[

𝜎𝑥𝑐

𝜎𝜃𝑐

𝜏𝑥𝜃𝑐

]

𝑘

= [

�̅�11  

�̅�12

�̅�16 

�̅�12  

�̅�22   

�̅�26  

�̅�16

�̅�26

�̅�66

]

𝑘

{(
𝜀�̇�𝑐

𝜀�̇�𝑐

2𝜀�̇�𝜃𝑐

) + Z (

ƙ𝑥𝑐

ƙ𝜃𝑐

ƙ𝑥𝜃𝑐

)} 

 

Z   فاصله از سطح میانی و[�̅�𝑖𝑗] باشدماتریس سفتی می. 

 کروی عدسیهای طولی و محیطی در هر لایه از تنش 6-3-

𝛼کروی کامپوزیتی در    عدسیهای نیرویی و گشتاور در  جابجایی و منتجه =
𝜋

2
  

،  (b-19)  ،(b-18)،  (a-18)  ،(h-16)  تا  (e-16) با استفاده از روابط  همچنین  و  

(a-21)  ،(b-21)  ،(b-22)  ،(23)  ،(a-27 )    و(b-27)    از روابط(a-31)   تا(f-31) 

 .شوند استخراج می

(a-31 ) 

𝜔𝑡𝑠 = 𝜔𝑚𝑠 + 𝜔𝑏𝑠 = 𝜔𝑚𝑠 + 
    𝜔𝑏𝑠𝑄 + 𝜔𝑏𝑠𝑀 = 𝜔𝑚𝑠 + 𝜔𝑏𝑠𝑄 = 

    
𝑝𝑅2 

2(𝐴22 − (𝐴12
2/𝐴11))

(1 −
𝐴12

𝐴11
) − 

    (
𝜆𝑒−𝜆𝝍2𝑝𝑅3 𝑠𝑖𝑛(𝜋

2⁄ − 𝜓)

(𝐴22 − (𝐴12
2/𝐴11))

× 

    
𝑠𝑖𝑛(𝜆𝜓 − 𝜋

2⁄ )

(4𝑅𝜆 + (𝐴22 − (𝐴12
2/𝐴11))(1

𝛽3𝐷11
⁄ ))

) 
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(b-31 ) 

𝑀𝜙𝑡𝑏𝑠 = 𝑀𝜙𝑏𝑠𝑀 + 𝑀𝜙𝑏𝑠𝑄 = 𝑀𝜙𝑏𝑠𝑄 = 

     
4𝑝𝑅𝐷11𝜆3𝑒−𝜆𝝍 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝜓

(𝐴22 − (𝐴12
2/𝐴11))

× 

    
1

(4𝑅𝜆 + (𝐴22 − (𝐴12
2/𝐴11))(1

𝛽3𝐷11
⁄ ))

 

(c-31 ) 

𝑀𝜃𝑡𝑏𝑠 = 𝑀𝜃𝑏𝑠𝑀 + 𝑀𝜃𝑏𝑠𝑄 = 𝑀𝜃𝑏𝑠𝑄 = 

    
4𝑝𝑅𝐷12𝜆3𝑒−𝜆𝝍 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝜓

(𝐴22 − (𝐴12
2/𝐴11))

× 

    
1

(4𝑅𝜆 + (𝐴22 − (𝐴12
2/𝐴11))(1

𝛽3𝐷11
⁄ ))

 

(d-31 ) 

𝑁𝜃𝑡𝑠 = 𝑁𝜃𝑏𝑠 + 𝑁𝜃𝑚𝑠 = 𝑁𝜃𝑏𝑠𝑄 + 

     𝑁𝜃𝑏𝑠𝑀 + 𝑁𝜃𝑚𝑠 = 𝑁𝜃𝑏𝑠𝑄 + 𝑁𝜃𝑚𝑠 = 

     
−2𝑝𝜆𝑅2𝑒−𝜆𝝍 sin(𝜆𝜓 − 𝜋

2⁄ )

4𝑅𝜆 + (𝐴22 − (𝐴12
2/𝐴11))(1

𝛽3𝐷11
⁄ )

+
𝑝𝑅

2
 

(e-31 ) 

𝑁𝜙𝑡𝑠 = 𝑁𝜙𝑏𝑠 + 𝑁𝜙𝑚𝑠 = 𝑁𝜙𝑏𝑠𝑄 + 

     𝑁𝜙𝑏𝑠𝑀 + 𝑁𝜙𝑚𝑠 = 𝑁𝜙𝑏𝑠𝑄 + 𝑁𝜙𝑚𝑠 = 

    
−√2𝑐𝑜𝑡(𝜋

2⁄ − 𝜓)𝑝𝑅2𝑒−𝜆𝜓 𝑠𝑖𝑛(𝜆𝜓 − 𝜋
4⁄ )

4𝑅𝜆 + (𝐴22 − (𝐴12
2/𝐴11))(1

𝛽3𝐷11
⁄ )

 

    +
𝑝𝑅

2
 

(f-31 ) 
𝑀𝜙𝜃𝑡𝑠 = 𝑁𝜙𝜃𝑡𝑠 = 0 

𝜔𝑡𝑠   ،جابجایی کل عمود بر پوسته𝑀𝜙𝑡𝑏𝑠   منتجه گشتاور کل در راستای

راستای محیطی،  𝑀𝜃𝑡𝑏𝑠،  النهارینصف منتجه    𝑀𝜃𝑏𝑠𝑀منتجه گشتاور کل در 

در   منتجه گشتاور محیطی 𝑀𝜃𝑏𝑠𝑄،  گشتاوردر اثر بار خمشی   گشتاور محیطی

برشی،   بار  محیطی،  𝑁𝜃𝑡𝑠اثر  راستای  در  کل  نیروی  𝑁𝜃𝑏𝑠𝑀منتجه  منتجه   

منتجه نیروی محیطی در اثر   𝑁𝜃𝑏𝑠𝑄، گشتاوردر اثر بار خمشی  نیروی محیطی

  𝑁𝜙𝜃𝑡𝑐و  𝑀𝜙𝜃𝑡𝑐،  النهارینصفمنتجه نیروی کل در راستای   𝑁𝜙𝑡𝑐بار برشی،  

های انحنا و کرنش سطح  های گشتاور و نیروی برشی کل هستند. ماتریسمنتجه

-f)تا   (b-31)کروی با فرض تقارن محوری با استفاده از روابط   عدسیمیانی در  

 .[32] به دست خواهند آمد (b-32)و  (a-32) و همچنین (31

(a-32 ) 

[

𝑁𝜙𝑡𝑠

𝑁𝜃𝑡𝑠

𝑁𝜙𝜃𝑡𝑠

] = [

𝐴11

𝐴12

𝐴16

𝐴12

𝐴22

𝐴26

𝐴16

𝐴26

𝐴66

] (

𝜀�̇�𝑠

𝜀�̇�𝑠

2𝜀�̇�𝜃𝑠

) 

(b-32 ) 

[

𝑀𝜙𝑡𝑠

𝑀𝜃𝑡𝑠

𝑀𝜙𝜃𝑡𝑠

] = [

𝐷11

𝐷12

𝐷16

𝐷12

𝐷22

𝐷26

𝐷16

𝐷26

𝐷66

] (

ƙ𝜙𝑠

ƙ𝜃𝑠

ƙ𝜙𝜃𝑠

) 
 

[ƙ]𝑠   و[𝜀̇]𝑠 انحنا ماتریس کروی   های  پوسته  در  میانی  سطح  کرنش    و 

و محیطی    النهارینصفکروی در راستاهای    عدسیای  های صفحههستند. تنش 

 .[32] آیندبه دست می (33)ام مطابق با رابطه  𝑘برای لایه  

(33 ) 

[

𝜎𝜙𝑠

𝜎𝜃𝑠

𝜏𝜙𝜃𝑠

]

𝑘

= [

�̅�11  

�̅�12

�̅�16 

�̅�12  

�̅�22   

�̅�26  

�̅�16

�̅�26

�̅�66

]

𝑘

{(

𝜀�̇�𝑠

𝜀�̇�𝑠

2𝜀�̇�𝜃𝑠

) + 𝑍 (

ƙ𝜙𝑠

ƙ𝜃𝑠

ƙ𝜙𝜃𝑠

)} 

 

های نرمال درون  در این مقاله به دلیل مقادیر بالاتر و اهمیت بیشتر تنش

اند.  های نرمال به دست آمدهصفحه نسبت به تنش برشی درون صفحه، فقط تنش

روابط تحلیلی بیان شده در قالب کد متلب نوشته شد و نتایج حاصل از کد متلب  

حل  . در ادامه  ه استمقایسه گردید  4در بخش  با نتایج حل عددی    3در بخش  

 گردد.  عددی بیان می

 

 حل عددی  4-

انسیس انجام    افزار نرمگیری از  و بهره  اجزاء محدودحل عددی با استفاده از روش 

 شده است. در ادامه مراحل این حل عددی شرح داده خواهد شد.  

 خواص مکانیکی  1-4-

 1  در جدولکامپوزیت استفاده شده کربن/ اپوکسی است و خواص تک لایه آن  

 .آورده شده است

 خواص مکانیکی تک لایه کامپوزیتی کربن / اپوکسی  1جدول 
Table. 1 Mechanical properties of carbon/epoxy composite layer [33] 

 مقدار واحد خواص مکانیکی 

 𝐸22, 𝐸11(𝐺𝑃𝑎) 10 , 130 مدول کششی 

 𝐺12(𝐺𝑃𝑎) 4.5  مدول برشی  

 𝜐12 0.28 پوآسون نسبت 
 

 مشخصات هندسی مخزن و بارگذاری 2-4-

 .آورده شده است 2هندسی مخزن و بار اعمالی در جدول  مشخصات 

 مشخصات هندسی و بارگذاری اعمالی به مخزن کامپوزیتی  2جدول 
Table. 2 Geometric specifications and loading applied to composite 

vessel  

واحد         مشخصات هندسی و بارگذاری مخزن  مقدار 

 𝑙(𝑚) 0.6 طول پوسته استوانه 

 𝑅(𝑚) 0.25    شعاع مخزن

 𝑝(𝑀𝑃𝑎) 40 فشار مخزن

  𝑡(𝑚𝑚) 0.27 ضخامت تک لایه

 چینی لایه تعداد و زوایای   3-4-

بررسی شده   𝑠(55±)و  𝑠 ،  (±30)𝑠(15±) چینیلایهنوع    سه در این مقاله  

لایه به صورت متقارن نسبت به سطح    4ها از  چینیاست . در هر کدام از این لایه

در شکل   𝑠(15±)چینی ها و زوایای لایهچینش لایه  میانی استفاده شده است.

 .نشان داده شده است 3
 

 

Fig. 3 Layering arrangement and angles (±15)𝑠 

 𝑠(15±) چینیچینش و زوایای لایه  3شکل 

 خورند.اند و روی هم سر نمیچسبیدهها به هم ، لایهسازیمدلدر 
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Outer Layer 
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 سازیمدل 4-4-

بودن هندسه، خواص مواد   به متقارن  بارگذاری و لایهبا توجه  چینی متقارن  ، 

مسیری   شده است. مدلدر راستای طولی  نصف مخزن  نسبت به راستای طولی، 

مختصات روی    مبدأ که    1از نقطه  اند  که نتایج حل عددی از آن استخراج شده

روی آن واقع شده است امتداد دارد  که مرکز کره  2آن واقع شده است به نقطه 

ای در راستای طولی و در پوسته کروی در راستای  این مسیر در پوسته استوانه

 .نشان داده شده است  4در شکل است. مدل و مسیر معرفی شده  النهاری نصف

 
Fig. 4 The chosen path of presenting analytical and numerical results 

 عددی مسیر انتخابی ارائه نتایج تحلیلی و  4شکل 

مشخص است مخزن دارای سوراخ به منظور اتصال    4گونه که در شکل  همان

بسته است و در طرف    فشار تحتفلنج نیست. در مخازن گاز یک طرف مخزن  

شود که گشودگی این  دیگر که مخصوص تزریق گاز است از بوشی استفاده می

بوش نسبت به قطر مخزن مقدار کوچکی است و در این مقاله به دلیل کوچک  

با    نظرصرفانجام شده و از آن    سازیسادهبودن قطر بوش، فرضی   شده است. 

پیچش به صورت قطبی   2و در نقطه شماره  4از این سوراخ در شکل   نظرصرف

استوانه  همچنین  است. پوسته  و  روی  ژئودزیک  کروی    عدسیای  پیچش  از 

فاصله بین دو نقطه    ترینکوتاهالیاف در    ،در این نوع پیچش  استفاده شده است 

شوند و سرخوردگی وجود ندارد. در پیچش ژئودزیک تغییرات کرنش  پیچیده می

باقی  در   ثابت  الیاف  راستای  در  تنش  نتیجه  در  و  ندارد  وجود  الیاف  راستای 

استوانه و  در بخش  و توزیع ضخامت  تغییر زاویه الیاف  هندسه عدسی،    ماند.می

به دست آمده و روابط حاصله کدنویسی  [  17]استفاده از روابط مرجع     باعدسی  

مدل اجزاء    ، ProWindطراحی مخزن کامپوزیتی    افزار نرمشده و با استفاده از  

 شود.می انسیس وارد ACP(pre) محیط  به عنوان ورودی به محدود  
 بندیشبکه 5-4-

 𝑠ℎ𝑒𝑙𝑙 181المان استفاده شده در حل عددی مخزن جدار نازک کامپوزیتی،  

بندی با  شبکهدرجه آزادی است.    6گره و هر گره دارای    4است این المان دارای  

 نشان داده شده است.  5استفاده از المان پوسته در شکل 

 شرایط مرزی و اعمال بارگذاری 6-4-

مرزی   شرط  این  در  است  متقارن  نوع  از  طولی  راستای  در  مرزی  شرایط 

های عمود بر صفحه، صفر در نظر گرفته شده است. بار اعمال شده نیز  جابجایی

به صورت فشار داخلی است. نحوه اعمال شرایط مرزی و بارگذاری فشار داخلی  

 نشان داده شده است. 6در شکل 

 
Fig. 5 Sector meshing using shell element 

 بندی با استفاده از المان پوستهشبکه 5شکل 

 

 
Fig. 6 Boundary conditions and internal pressure loading 

 شرایط مرزی و بارگذاری فشار داخلی 6شکل 

 شبکههمگرایی  7-4-

بررسی    شبکه به منظور اطمینان از نتایج حل عددی حساسیت نتایج به تعداد  

ای  طولی روی پوسته استوانهشده است. این همگرایی شبکه برای بیشینه تنش 

 .آورده شده است 7درجه داخلی در شکل  15+در سطح پائینی لایه  

 
Fig. 7 Convergence of the finite element result of the maximum 

longitudinal stress on the  cylindrical shell 

ای در  طولی روی پوسته استوانهبیشینه تنش  اجزاء محدودهمگرایی نتایج  7شکل 

 داخلی 15+سطح پائینی لایه 
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 نتایج  8-4-

لایه برای  عددی  شد 𝑠(55±)و   𝑠 ،  (±30)𝑠(15±)های  چینیحل  ه  انجام 

  ه استهای مختلف به دست آمد های طولی و محیطی در لایهو نتایج تنش  است

محیطی در سطح بالایی لایه  ج تحلیل تنش  نتایبه عنوان نمونه    ن بخشدر ای

 نشان داده شده است.  8 شکل در بیرونی  15+

 
Fig. 8 Circumferential stress distribution on the upper surface of the 

outer +15 layer 

 بیرونی  15+توزیع تنش محیطی در سطح بالایی لایه  8شکل 

در ادامه نتایج حل تحلیلی با استفاده از کد متلب و حل عددی با استفاده  

 .شوندانسیس با یکدیگر مقایسه می افزار نرماز 

 

 تحلیل نتایج  5- 

نتایج  به منظور صحه سنجی نتایج به دست آمده از حل تحلیلی،  در این بخش  

حل عددی  با نتایج به دست آمده از کد متلب نوشته شده در قالب حل تحلیلی  

آمده دست  محدود  افزار نرماز    به  لایهانسیس    اجزاء  های  چینیبرای 

(±15)𝑠 ، (±30)𝑠  (55±) و𝑠  مقایسه یکدیگر  شامل    .اندشدهبا  نتایج 

 هستند. 4 های طولی و محیطی در راستای مسیر نشان داده شده در شکل  تنش
 𝒔(𝟏𝟓±)چینی متقارن مقایسه نتایج تحلیلی و عددی در لایه 1-5-

این   لایههاتنش  قسمتدر  برای  محیطی  و  طولی   𝑠(15±)متقارن چینی  ی 

، با یکدیگر  15تا    9های  های تحلیلی و عددی در شکلدرجه به دست آمده از حل

   .اندمقایسه شده

 
Fig. 9 Longitudinal stress at the lower surface +15 outside 

 بیرونی  15+تنش طولی در سطح پائینی  9شکل 

 
Fig. 10 Longitudinal stress on the upper surface +15 outside 

 بیرونی 15+تنش طولی در سطح بالایی   10شکل 

 

 
Fig. 11 Longitudinal stress at the lower surface +15 internal 

 داخلی 15+تنش طولی در سطح پائینی   11شکل 

 

 
Fig. 12 Longitudinal stress on the upper surface +15 internal 

 داخلی 15+تنش طولی در سطح بالایی   12شکل 
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Fig. 13 Circumferential stress at the upper level +15 outside 

 بیرونی 15+تنش محیطی در سطح بالایی   13شکل 

 

 
Fig. 14 Circumferential stress at the lower surface +15 internal 

 داخلی 15+تنش محیطی در سطح پائینی   14شکل 

 

 
Fig. 15 Comparison of the longitudinal stresses obtained from the 

analytical solution on the inner +15 lower surface and the outer +15 
upper surface 

آمده از حل تحلیلی در سطح پایینی مقایسه تنش  15شکل   های طولی به دست 

 بیرونی 15+داخلی و سطح بالایی   15+

در شکل  طورهمان اتصال    14تا    9های  که  ناحیه  در  است  مشاهده  قابل 

های غشایی، به دلیل ناهمگونی  ای علاوه بر تنشکروی و پوسته استوانه  پوسته

تنش تنشهندسی  این  وجود  دارند.  وجود  نیز  افزایش  های خمشی  موجب  ها 

های طولی  شوند. مقادیر تنشهای محیطی و طولی در موقعیت اتصال میتنش

در   تنش  مقادیر  این  و  دارند  غشایی  حالت  پوسته  دو  اتصال  موقعیت  از  دور 

ای و کروی با یکدیگر برابر هستند و این به دلیل عدم تابعیت  های استوانهپوسته

های  های غشایی نسبت به فاصله از سطح میانی است. همچنین مقادیر تنشتنش

محیطی دور از موقعیت اتصال دو پوسته نیز حالت غشایی دارند و این مقادیر  

کروی است و   پوستهیی محیطی در برابر تنش غشا 2ای تنش در پوسته استوانه

طور که در  مطابقت دارد. همان  فشارتحتهای جدار نازک  این با تئوری پوسته

های طولی به دست آمده از حل تحلیلی در  مشخص است مقادیر تنش  15شکل  

پایینی   بالایی   15+سطح  سطح  و  داخلی  نظر   15+درجه  از  بیرونی  درجه 

ها نسبت به  علامت، قرینه یکدیگر هستند و این به دلیل متقارن بودن این لایه

تنش نسبت  میانی است.  عنوان  سطح  به  تنش غشایی  به  بیشینه مقدار  ها در 

می معرفی  تنش  تمرکز  لایهضریب  در  این ضریب  زاویه  شود.  دارای  که  هایی 

چینی یا فواصل مختلف از سطح میانی هستند، مقادیر متفاوتی را  متفاوت لایه

های طولی و محیطی در دورترین  دهد. ضریب تمرکز تنشبه خود تخصیص می

میلایه تخصیص  خود  به  را  مقادیر  بیشترین  که  لایهها  برای  چینی دهند 

(±15)𝑠 حل تنشدر  وقوع  موقعیت  همچنین  و  عددی  و  تحلیلی  های  های 

 .ارائه شده است 3بیشینه در جدول 

 𝑠(15±)چینی های طولی و محیطی بیشینه در لایهتنش  3جدول 
Table. 3 Maximum longitudinal and circumferential stresses in 

layering (±15)𝑠 

نوع 

 تنش

 ضریب تمرکز تنش

 موقعیت  نوع لایه

 فاصله طولی از

 موقعیت اتصال
(mm) 

 عددی  تحلیلی

 عددی  تحلیل

 طولی
1.8 1.9 

+15 

 18 12 کره بیرونی 

1.8 1.9 
+15 

 20 18 استوانه  داخلی

 محیطی
1.01 1.03 

+15 

 60 60 استوانه  بیرونی 

1.01 1.03 
+15 

 45 44 استوانه  داخلی
 

مشخص است ضریب تمرکز تنش در تنش طولی    3گونه که از جدول  همان

است و این بدان معناست که در صورت استفاده تنها از    1.8و در حل تحلیلی  

نتایج   اثرات خمشی، در طراحی مخزن  نظر گرفتن  بدون در  و  تئوری غشایی 

خطا دارند و این نشان از اهمیت بالای استفاده از تئوری خمشی است.   %80

به   15+بیرونی و   15+های  یکسان بودن ضریب تمرکز تنش در لایه داخلی، 

دلیل یکسان بودن فاصله از سطح میانی و یکسان بودن زوایا است. مقادیر بیشینه  

ر پوسته کروی  ای و در لایه بیرونی دتنش طولی در لایه داخلی در پوسته استوانه

ها در پوسته کروی  اتفاق خواهد افتاد و این نشان از ضرورت به دست آوردن تنش

های  ای در حلهای کروی و استوانهفاصله طولی از موقعیت اتصال پوستهاست.  

نتایج تحلیلی و عددی نیز تطابق خوبی با یکدیگر دارند.   به    3جدول    با توجه 

های محیطی  ین نتایج حل تحلیلی و عددی در تنشمشخص است تطابق خوبی ب 

است. این   5%و طولی وجود دارد و در موقعیت اتصال، اختلاف نتایج نزدیک به  

و   𝑄𝜙کردن از  نظر صرفدرصد اختلاف به دلیل  
𝑑𝑄𝜙

𝑑𝜙
نسبت به   

𝑑2𝑄𝜙

𝑑𝜙2 است. 
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 𝒔(𝟑𝟎±)چینی متقارن مقایسه نتایج تحلیلی و عددی در لایه 2-5-

درجه   𝑠(30±)متقارن    چینیای طولی و محیطی برای لایهه در این بخش تنش

، با یکدیگر  21تا    16های  های تحلیلی و عددی در شکلبه دست آمده از حل

 .اندمقایسه شده

 
Fig. 16 Longitudinal stress at the lower surface +30 outside 

 بیرونی 30+تنش طولی در سطح پائینی   16شکل 

 

 
Fig. 17 Longitudinal stress on the upper surface +30 outside 

 بیرونی 30+تنش طولی در سطح بالایی   17شکل 

 

 
Fig. 18 Longitudinal stress at the lower surface +30 internal 

 داخلی 30+تنش طولی در سطح پائینی   18شکل 

 
Fig. 19 Longitudinal stress on the upper surface +30 internal 

 داخلی 30+تنش طولی در سطح بالایی   19شکل 

 

 
Fig. 20 Circumferential stress at the lower surface +30 internal 

 داخلی 30+تنش محیطی در سطح پائینی   20شکل 

 

 
Fig. 21 Comparison of the longitudinal stresses obtained from the 

analytical solution on the inner +30 lower surface and the outer +30 

upper surface 
 از حل تحلیلی در سطح پائینیهای طولی به دست آمده  مقایسه تنش   21شکل  

 بیرونی 30+داخلی و سطح بالایی   30+
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شکلهمان از  که  بودن    20تا    16های  گونه  برابر  است  مشاهده  قابل 

و  تنش استوانه  در  غشایی طولی  و    پوستههای  یکدیگر  با  بودن    2کروی  برابر 

به  تنش نسبت  استوانه  در  محیطی  غشایی  کروی،  های  در  پوسته 

چینی نیز به دلیل  نیز وجود دارد. همچنین در این زاویه لایه 𝑠(30±)چینیلایه

ناحیه اتصال   بر  کروی و پوسته استوانه  عدسیناهمگونی هندسی در  ای علاوه 

طور که در شکل  است. همان  ت ی رؤهای خمشی نیز قابل  های غشایی، تنشتنش

های طولی به دست آمده از حل تحلیلی در سطح  مشخص است مقادیر تنش  21

بالایی   30+پایینی  و سطح  داخلی  نظر علامت،   30+درجه  از  بیرونی  درجه 

تنش تمرکز  هستند. ضریب  یکدیگر  دورترین  قرینه  در  محیطی  و  طولی  های 

میلایه تخصیص  خود  به  را  مقادیر  بیشترین  که  لایهها  برای  چینی دهند 

(±30)𝑠 حل تنشدر  وقوع  موقعیت  همچنین  و  عددی  و  تحلیلی  های  های 

 .ارائه شده است 4بیشینه در جدول 

 𝑠(30±)چینی های طولی و محیطی بیشینه در لایهتنش  4جدول 
Table. 4 Maximum longitudinal and circumferential stresses in 

layering (±30)𝑠 

نوع 

 تنش

 ضریب تمرکز تنش

 موقعیت  نوع لایه

 فاصله طولی از

 موقعیت اتصال
(mm) عددی  تحلیلی 

 عددی  تحلیل

 طولی
1.58 1.75 

+30 

 15 11 کره بیرونی 

1.58 1.75 
+30 

 16 17 استوانه  داخلی

 محیطی
1.01 1.08 

+30 

 65 65 استوانه  بیرونی 

1.01 1.08 
+30 

 30 30 استوانه  داخلی
 

مشخص است ضریب تمرکز تنش در تنش طولی    4گونه که از جدول  همان

نشان از خطای    1.58و در حل تحلیلی   از   58%است و این  تنها  در استفاده 

تئوری غشایی و بدون در نظر گرفتن اثرات خمشی است. ضریب تمرکز تنش در  

بیشتر است. مقادیر بیشینه تنش طولی   57%های طولی نسبت به محیطی  تنش

ای و در لایه بیرونی در بخش کروی اتفاق خواهد  در لایه داخلی در پوسته استوانه

تنش  افتاد آوردن  دست  به  ضرورت  از  نشان  این  است.  و  کروی  پوسته  در  ها 

بیرونی در بخش    هایهمچنین مقادیر بیشینه تنش محیطی در لایه داخلی و 

های کروی و  ای اتفاق خواهد افتاد. فاصله طولی از موقعیت اتصال پوستهاستوانه

با توجه  های تحلیلی و عددی نیز تطابق خوبی با یکدیگر دارند.  ای در حلاستوانه

مشخص است تطابق خوبی بین نتایج حل تحلیلی و عددی در    4جدول    به نتایج 

های محیطی و طولی وجود دارد و در موقعیت اتصال، اختلاف نتایج نزدیک  تنش

و   𝑄𝜙کردن از    نظرصرفاست. این درصد اختلاف به دلیل   10%  به
𝑑𝑄𝜙

𝑑𝜙
نسبت   

به  
𝑑2𝑄𝜙

𝑑𝜙2 است. 

 
 𝒔(𝟓𝟓±)چینی متقارن مقایسه نتایج تحلیلی و عددی در لایه 3-5-

درجه   𝑠(55±)چینی متقارن  های طولی و محیطی برای لایهدر این بخش تنش

، با یکدیگر  27تا    22های  های تحلیلی و عددی در شکلبه دست آمده از حل

 .اندمقایسه شده

 

 
Fig. 22 Longitudinal stress at the lower surface +55 outside 

 بیرونی 55+تنش طولی در سطح پائینی   22شکل 

 

 
Fig. 23 Longitudinal stress on the upper surface +55 outside 

 بیرونی 55+تنش طولی در سطح بالایی   23شکل 

 

 
Fig. 24 Longitudinal stress at the lower surface +55 internal 

 داخلی 55+تنش طولی در سطح پائینی   24شکل 
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Fig. 25 Longitudinal stress on the upper surface +55 internal 

 داخلی 55+تنش طولی در سطح بالایی   25شکل 

 

 
Fig. 26 Circumferential stress at the lower surface +55 internal 

 داخلی 55+تنش محیطی در سطح پائینی   26شکل 

 

 
Fig. 27 Comparison of the longitudinal stresses obtained from the 
analytical solution on the inner +55 lower surface and the outer +55 

upper surface 
آمده  مقایسه تنش   27شکل   پائینیهای طولی به دست   از حل تحلیلی در سطح 

 بیرونی 55+داخلی و سطح بالایی   55+

شکلهمان از  که  بودن    26تا    21های  گونه  برابر  است  مشاهده  قابل 

و  تنش یکدیگر  با  پوسته کروی  و  استوانه  در  غشایی طولی  بودن    2های  برابر 

در  تنش کروی،  پوسته  به  نسبت  استوانه  در  محیطی  غشایی  های 

چینی نیز به دلیل  نیز وجود دارد. همچنین در این زاویه لایه 𝑠(55±)چینیلایه

ناحیه اتصال   بر  کروی و پوسته استوانه  عدسیناهمگونی هندسی در  ای علاوه 

طور که در شکل  است. همان  رؤیت های خمشی نیز قابل  های غشایی، تنشتنش

های طولی به دست آمده از حل تحلیلی در سطح  مشخص است مقادیر تنش  27

بالایی   55+پایینی  و سطح  داخلی  نظر علامت،   55+درجه  از  بیرونی  درجه 

تنش تمرکز  هستند. ضریب  یکدیگر  دورترین  قرینه  در  محیطی  و  طولی  های 

میلایه تخصیص  خود  به  را  مقادیر  بیشترین  که  لایهها  برای  چینی دهند 

(±55)𝑠 حل تنشدر  وقوع  موقعیت  همچنین  و  عددی  و  تحلیلی  های  های 

 .ارائه شده است 5بیشینه در جدول 

 𝑠(55±)چینی های طولی و محیطی بیشینه در لایهتنش  5جدول 
Table. 5 Maximum longitudinal and circumferential stresses in 

layering (±55)𝑠 

نوع 

 تنش

 ضریب تمرکز تنش

 موقعیت  نوع لایه

 فاصله طولی از

 موقعیت اتصال
(mm) عددی  تحلیلی 

 عددی  تحلیل

 طولی
1.21 1.23 

+55 

 9 6 کره بیرونی 

1.21 1.23 
+55 

 10 8 استوانه  داخلی

 محیطی
1.06 1.09 

+55 

 20 20 استوانه  بیرونی 

1.06 1.09 
+55 

 16 16 استوانه  داخلی
 

مشخص است ضریب تمرکز تنش در تنش طولی    5گونه که از جدول  همان

نشان از خطای    1.21و در حل تحلیلی   از   21%است و این  تنها  در استفاده 

تئوری غشایی و بدون در نظر گرفتن اثرات خمشی است. ضریب تمرکز تنش در  

 بیشتر است. مقادیر بیشینه تنش طولی  15%های طولی نسبت به محیطی  تنش

ای و در لایه بیرونی در بخش کروی اتفاق خواهد  در لایه داخلی در پوسته استوانه

تنش آوردن  دست  به  ضرورت  از  نشان  این  و  است.  افتاد  کروی  پوسته  در  ها 

بیرونی در بخش  همچنین مقادیر بیشینه تنش محیطی در لایه های داخلی و 

های کروی و  ای اتفاق خواهد افتاد. فاصله طولی از موقعیت اتصال پوستهاستوانه

های تحلیلی و عددی نیز تطابق خوبی با یکدیگر دارند. با توجه  ای در حلاستوانه

مشخص است تطابق خوبی بین نتایج حل تحلیلی و عددی در    5به نتایج جدول  

های محیطی و طولی وجود دارد و در موقعیت اتصال، اختلاف نتایج نزدیک  تنش

و  𝑄𝜙کردن از    نظرصرفلاف به دلیل  است. این درصد اخت 3%به  
𝑑𝑄𝜙

𝑑𝜙
نسبت   

به  
𝑑2𝑄𝜙

𝑑𝜙2 است. 

 

 گیری نتیجه 6-

های طولی و محیطی  تحلیلی به منظور به دست آوردن تنش  حلدر این مقاله،  

های  چینیپوسته جدار نازک کامپوزیتی متقارن محوری با لایهپوسته کروی در 

داخلی و با در نظر گرفتن    فشار تحت𝑠(55±) و 𝑠 ،   (±30)𝑠(15±) متقارن  

ای ارائه  کروی و پوسته استوانه  عدسیهای تنش در موقعیت اتصال  ناپیوستگی

تحلیلی  شده است.   این حل  تعادل، کرنشدر  از روابط  استفاده  جابجایی،    - با 

پوسته  -انحنا بر  معادلات حاکم  قانون هوک،  و  استخراج  جابجایی  های کروی 



 حسین فرج الهی و غلامحسین رحیمی                 ها پوسته   یک کلاس   ی به کمک تئور   ی فشار داخل جدار نازک تحت   یتی کامپوز   یه مخزن چندل   ی ها در پوسته کرو تنش   یلی حل تحل 

2311 

ت
زی

پو
ام

ی ک
ور

فنا
و 

م 
لو

 ع
یه

شر
ن

 

و به    [12]ای مرجع  معادلات حاکم بر پوسته استوانهگردید سپس با استفاده از  

روابط سازگاری جابجایی و چرخش، نیروها و گشتاورها در تقاطع دو  کارگیری  

  پوسته ای و  ها در پوسته استوانهنیز تنش  درنهایت و    ند پوسته به دست آورده شد 

کروی و در هر لایه محاسبه شدند. این روابط به همراه الگوریتمی مناسب در کد  

سپس نتایج حل تحلیلی با نتایج به دست آمده از حل  متلب به کار گرفته شد.  

صحه سنجی شد. نتایج به دست آمده از این صحه سنجی    اجزاء محدودعددی  

 توان به صورت زیر بیان نمود. را می

در   • عددی  و  تحلیلی  حل  نتایج  بین    در𝑠(15±)  چینیلایهتطابق خوبی 

های محیطی و طولی وجود دارد و در موقعیت اتصال، اختلاف نتایج  تنش

 است.  5%نزدیک به  

در   • عددی  و  تحلیلی  حل  نتایج  بین    در𝑠(30±)  چینیلایهتطابق خوبی 

های محیطی و طولی وجود دارد و در موقعیت اتصال، اختلاف نتایج  تنش

 است.  10%نزدیک به  

در   • عددی  و  تحلیلی  حل  نتایج  بین    در𝑠(55±)  چینیلایهتطابق خوبی 

های محیطی و طولی وجود دارد و در موقعیت اتصال، اختلاف نتایج  تنش

 است.  3%نزدیک به  

های طولی و محیطی را  توان تنشبا استفاده از حل تحلیلی ارائه شده می •

 کامپوزیتی به دست آورد. چندلایهدر هر لایه دلخواه از مخزن 

تحلیلی    کاملاًها  حل تحلیلی ارائه شده با استفاده از تئوری کلاسیک پوسته •

 . ی عددی در حل معادلات نداردهااست و نیازی به استفاده از روش

کروی،   • پوسته  از  بیرونی  لایه  در  بیشینه  طولی  تنش  وقوع  به  توجه  با 

 است. یضروراستخراج نتایج تنش در پوسته کروی  

ای  کروی با پوسته استوانه  عدسی   سازی معادلبا    پوسته تقاطع دو  نیروها در   •

نیامده پوسته کروی  به دست  از خود  بلکه  عنواناند    در  عدسیپوسته    به 

 تقاطع استفاده شده است. استخراج بارها در موقعیت 

را به صورت بهینه  مخازن کامپوزیتی توان  حل تحلیلی میاستفاده از این  با   •

 طراحی نمود.
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