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 ییرات تغ حساب روش ، واحد

پرداخته شده است.   یمحوره کششتک  یکیاستات یمتعامد تحت بارگذار یتیهای کامپوزیهچندلا یب آس یتپژوهش، به مطالعه وضع یندر ا 

. باشدمی  یتیهای کامپوزیهدر چندلا  یب ع آسانوا  ین تردو نوع از متداول  یسیماتر  یهااز ترک  یای ناش لایهبین  ییو جدا  یسیترک ماتر  یبآس

محتمل   یبا دو الگو  یکیتنش و افت خواص مکان  یدانم  یلبه تحل  ین،هش  ییراتروش حساب تغ  یهو بر پا  یکرومکانیکیم  یکردبا استفاده از رو

با استفاده    شود.میاستفاده    هایهلا  یمتقس  حاصل از روش حساب تغییرات روش  یجبهبود نتا  ی. در راستا شودمیمتقارن و پادمتقارن پرداخته  

درجه ترک خورده و روش   90های  سازی نوبتی لایههمگن  توسعه داده شده، نتایج افت خواص مکانیکی به دو شیوه   ییراتحساب تغ  یوه از ش

شروع و رشد   ینیبیش جهت پ  یانرژ  ینرخ رهاساز  یارسپس از مع  است.  شده   یسهمقا  درجه ترک خورده،  90های  لایهزمان  هم   سازیلمد

و  یلیتحل یجنتا یسهاستفاده شده است. با مقا یسیماتر یهااشباع ترکوضعیت   ینو همچن ای القایی،یسی و جدایی بین لایهماتر یهاترک

 دارد. یجنتاتأثیر بسزایی در افزایش دقت ها یهلا یبندیمتقس روشمحدود مشاهده شد استفاده از  ءاجزا روشاز  لحاص یعدد  یجنتا
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 The damage state of cross-ply composite laminates subjected to uniaxial tensile loading was examined in 

this study. Matrix cracking and induced delamination have been considered as the most common modes of 

damage in composite laminates. Using a micromechanical approach and based on Hashin variational 
principles, analysis of the stress field and reduced mechanical properties of a material with two symmetric 

and antisymmetric patterns have been examined. In order to improve the results obtained from the 

variational approach, the ply-refinement technique is used. Using the variational approach developed, the 
results of reduced mechanical properties have been compared to two methods: the homogenization method 

of 90° layers cracked and the simultaneous analysis method of 90° layers cracked. After, it has been used 

from an energy-based criterion to predict the initiation and propagation of Matrix cracking and induced 
delamination and also the saturation state of Matrix cracking. By comparing the analytical results and the 

numerical results obtained from the finite element software, it was observed that using the ply-refinement 
technique has a great impact on the increase in the accuracy of the results. 

 

 مقدمه  1-

  مختلف   صنایع   در   و   است  شده  گسترده  بسیار   کامپوزیتی  مواد  کاربرد   امروزه 

  ی اهیلا   یهاتیکامپوز   مزیت   ترین مهم  نمود.  مشاهده   را  هاآن  حضور  توانیم

  .باشدیم  فلزات  با  مقایسه  در  توجهقابل  وزن  به  مقاومت  و  وزن  به  سفتی  نسبت

در  متنوع  کاربردهای  هاسازه  نوع  این    هایسازه  ، ونقلحمل  هوایی،  صنایعی 

 .[2 ,1]  دارند  است،   مهم  بسیار   وزن  کاهش   هاآن  در  که   دریایی   و   عمرانی

  مهم  اصل یک ها بارگذاری  انواع  و هاآسیب در ها کامپوزیت رفتار دقیق شناخت 

  های چندلایه  در   که   یآسیب  های مکانیزماز    باشد. می  هاکامپوزیت  طراحی  در

  و  الیاف   اتصال   رفتن  بین   از  به   توانمی  ، بگیرد  شکل   است   ممکن   کامپوزیتی 

  الیاف،   خوردگی پیچ  ای،لایهنیب   شی جدا   ا یتورق    ماتریسی،  ترک   ماتریس،

  کلی   طور  به  .اشاره نمود  بندیدسته  الیاف   شکست  و  کمانش  الیاف،  کشیدگی

  های آسیب  دسته   دو  به   بگیرند   شکل   است  ممکن  چندلایه  یک  در  که   هاییآسیب

  ای لایهدرون  های آسیب  شوند.می  تقسیم  ای لایهبیرون  های آسیب  و   ایلایهدرون

  ترک   و  الیاف  شکست   الیاف،   کشیدگی  به  توانمی  که   دارند   گوناگونی   انواع
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  ناشی   ایلایهبین  جدایی  نیز  ایلایهبیرون  آسیب  ترین مهم  کرد.  اشاره  ماتریسی

  است   واقعیت  این  بیانگر  تجربی  مشاهدات   .[5-3]  باشدمی  ماتریسی  های ترک  از

  جمله   از   مختلفی   پارامترهای تأثیر    تحت  آسیب   مود   هر  شروع  زمان   و   مرحله  که

  است.   بارگذاری  نوع  و  چندلایه  هندسه  ماتریس،  و  الیاف  ساختار  ،هالایه  ضخامت

  جدایی   و  ماتریسی   ترک  پراهمیت،   و  مرسوم  آسیب   های مکانیزم  انواع   میان  از

  تحریک   سازه،  مکانیکی  خواص  افت  باعث  که  باشندمی  آن  از  ناشیای  لایهبین

  تحقیقات   دلیل  همین  به  .[6]  گردند می  نهایی  تسلیم  و   آسیب  مودهای   دیگر 

  گرفته   صورت  ایلایه  یهاکامپوزیت  در  آسیب  فرایند  دو  این  زمینه  در  بسیاری

  وضعیت   بینیپیش  جهت   شده  ارائه   تحلیلی  هایروش  ترین دقیق  از   یکی   است.

  و  شده   محاسبه تنش میدان آن در که باشد.می 1تغییرات  حساب  روش آسیب،

  .[7] گرددمی ارائه  تحلیلی روابط  قالب در سفتی  افت میزان

  ها کامپوزیت  در  که  است  خرابی  مود   اولین  ماتریسی  ترک  ،مزو  مقیاسدر  

  آسیب شروع   که است  واقعیت این بر  مبنی  بسیاری مشاهدات .[8] دهدمی رخ

  رخ  درجه   90 هایلایه در ریز  یهاترک رشد  دلیل به  ایلایه  یهاکامپوزیت در

  موجب   بارگذاری  افزایش   شوند، می  گسترده  صفحه   عرض   در   سپس   و  دهندمی

  آن   به   که  ماتریسی  یهاترک  .[9]  دشو می  مجاور   هایلایه  در  ترک  پیشروی

  راستای   در   که  است   ایلایهدرون  آسیب  نوعی   شودمی  گفته  نیز   عرضی  یهاترک

  روی  بر  زیادی  بسیار  تحقیقات  کند.می  رشد  ماتریس  در  الیاف  موازی  و  ضخامت

  هاآسیب  از   وسیعی   طیف   که  شده   انجام   ماتریسی  ترک   آسیب  یزمن مکا  تحلیل

  یا   و  خستگی   کششی،   های بارگذاری  اعمال   تحت  متعامد   های چینیلایه  در

  غیرخطی   رفتار  در   اصلی   عامل  همچنین   آیند.می  وجود   به   حرارتی

  چگالی   ها،آسیب  از  نوع  این   گیریاندازه  معیار   باشند.می  ایلایه  یهاکامپوزیت

  در توجهی قابل  تغییرات به  منجر  آن  افزایش  و  بوده  چندلایه  های لایه  در ترک

  جهت  در  الاستیک  مدول  قبیل  از  ای لایه  یهاکامپوزیت  مکانیکی  خواص 

  1  شکل   .[10]  گرددمی  دست  این   از   مواردی  و   پوآسون  نسبت   بارگذاری،
 دهد: می نشان  را خوردگی ترک نوع   این  از شماتیکی

 

Fig. 1 Matrix cracking mechanism in laminated composites [11] 

 [11] متعامد کامپوزیتی هایچندلایه در ماتریسی خوردگیترک مکانیزم 1شکل 

  از   ناشیای  لایهبین جدایی  ، هاکامپوزیت در  رایج   هایآسیب از  دیگری نوع 

  شود.می  مشاهده   متفاوت  الیاف   جهت  با   هالایه  بین  که  است  ماتریسی  یهاترک

  نوک   در  تنش   تمرکز   وجود  دلیل  به   ها لایه  در   شده   ایجاد  ماتریسی   یهاترک

  مود  اولین   هایچینلایه  این  در  شود.ها میلایه  جدایی  و  تحریک  باعثها  ترک

ها  ترک  این  تدریجی  رشد  از  پس   است.  درجه   90  لایه   در   ماتریسی   ترک  ،آسیب

  ماتریسی   ی هاترک  طرفین در  ای  لایهبین  یهاترک  بار،  اعمال  راستای   بر  عمود

 متصل  ماده   اثر رفتن بین از  صورت بهای لایهبین  جدایی   کنند.می  رشد و  ایجاد

 
1 Variational approach analysis 
2 Orthotropic 
3 Tsai-Hill 

  نتیجه   در  و  شودمی  تعریف  چسبیدههمبه  لایه  دو  شدن  جدا  و  لایه  دو  کننده

  در   باشد.نمی  پذیر امکان  جداشده  ناحیه  در  دیگر   لایه  به  ای لایه  از   تنش   انتقال

  به  منجر  و  یافته  کاهش  سفتی  بلافاصله  ،ایلایه  جدایی  روند  ادامه  صورت

  دهندمی  نشان   آزمایشگاهی  های مشاهده  .[12]  شودمی  چندلایه   نهایی   شکست

  گیریشکل  از  پس  تنها  ماتریسی   یهاترک  از   ناشی ای  لایهبین  های جدایی  که

  این   از   شماتیکی  2  شکل  .[13]  دهندمی  رخ   چندلایه   در   ماتریسی   ترک   چندین 

 .دهدمی نشان را  خوردگی ترک نوع 

 

Fig. 2 Induced delamination mechanism in laminated composites [11] 

 [11]های کامپوزیتی در چندلایهالقایی  ایلایهبین جدایی مکانیزم 2شکل 

  آسیب مختلف هایروش  بر مروری 2-

  ، هاکامپوزیت  در   آسیب   هایمکانیزم  تحلیل  و  بررسی   در   موضوع   ترین مهم

 گیرد.می  قرار   مطالعه   مورد  آن   در  کامپوزیتی  چندلایه   که  است   مقیاسی   انتخاب 

  افت   بررسی  جهت  مختلف  هایروش  بررسی  به   آن  در  که   مهمی  هایمقیاس

 است:  زیر شرح  به  ،شودمی پرداخته مکانیکی خواص 
 ماکرومکانیک  1-2-

  صورت  به   ایلایه  کامپوزیت ماکرومکانیک دیدگاه در کامپوزیتی، مواد حوزه  در

  دیدگاه   در  شود.می  گرفته  نظر  در  معادل  خواص  با 2ارتوتروپیک   ماده  یک

  تنش  شکست  معیار  نظیر  هایتئوری  اساس  بر  آسیب  شروع  ماکرومکانیک

 و  4چانگ -چانگ  معیار   ،3هیل -ی سا  معیار   ماکزیمم،   کرنش   معیار  ماکزیمم،

  چندلایه کلی  شکست  تنها  ها تئوری این گردد.می بررسی   دست این  از مواردی

 نیستند.   مناسب   پیشرونده  آسیب  رشد  سازیمدل  برای  .کنندمی  بینیپیش  را

  این  درها ترک میکرو اتیجزئ  که   است  اهمیت حائز نکته  این  ذکر  کلی  طور  به 

  و ها  ترک  حضور  اثر  در   سفتی  افت   کلی  اثرات   عموما    و  شودنمی  مدل   دیدگاه

  در   روش   این  از   استفاده  کنند.می  بررسی   را  خوردگی  ترک  شروع  شرایط

 .[14] است راحت   متفاوت هایبارگذاری تحت  پیچیده  هایسازیمدل
 مزومکانیک  2-2-

  توسط  بار  اولین  برای  است  شده  داده  توسعه  مقیاس  این  در  که  آسیب  تئوری

  است.   شده  ارائه   پیوسته   آسیب  مکانیک  تئوری  کمک   به 1983  سال   در 5لادوز

  ی هایماکروترک  همچنین  و  لایه   یک   درون  آسیب  توان می  مزومکانیک   دیدگاه   در

  برای   بکارگیری   قابلیت  هامدل  نوع  این  کرد.  مدل  را  افتدمی  اتفاق  هالایه  بین  که

  و   میکرومکانیک  تحلیل  بین   مقیاس   مزو،  مقیاس   دارند.  را  پیچیده  ساختارهای 

  هایمدل  در  میکرو  سطح  آسیب  هایمکانیزم  باشد.می  ماکرومکانیک  تحلیل

  لایه  تجربی  مشاهدات  اساس  بر  آسیب  تکامل  و  شوندنمی شناسایی  مزو  مقیاس

 . [14] باشد می دیدهآسیب

4 Chang-Chang 
5 Ladeveze 
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 میکرومکانیک  3-2-

  قرار   بررسی   مورد   واحد   سلول  مقیاس   در   را   آسیب   تحلیل  میکرومکانیک،   دیدگاه

  مشخصات  توانمی  که   است   ماده   حجم  از ای  نماینده  واحد  سلول   دهد.می

  ترک   حاوی  کامپوزیتی  هایچندلایه  در   داد.  تعمیم  ماده  کل  به   را  آن  مکانیکی

  یهاترک  که   است   این   بر   فرض   شده   تعیین  پیش  از   قانون  یک   اساس   بر  ماتریسی 

  توان می آن  تبع به  .[15] شوندمی ایجاد یکدیگر  از  یکسان  فواصل  در  ماتریسی 

  مکانیکی  خواص  و  کرد  استخراج   واحد  سلول  یک  مجاور،  ماتریسی  ترک  دو  میان

  دانست.   واحد  سلول  مکانیکی  خواص   با  معادل  را   کامپوزیتی  چندلایه   یک

  میدان   استخراج  جهت  واحد  سلول  اساس  بر  متنوعی  میکرومکانیکی  هایروش

  ادامه   در  که  است   شده  داده   توسعه   آسیب  حاوی   کامپوزیتی  چندلایه   در  تنش

 است. شده پرداخته  ها روش پرکاربردترین  به

  آسیب   میکرومکانیکی  تحلیل  در  ها مدل  ترین متداول  و  ترین قدیمی  از   یکی

  برش تأخیر    مفهوم  باشد.می  برش تأخیر    روش  ماتریسی،  یهاترک  بررسی  در

  ی هاکامپوزیت  در  تنش  انتقال  بیان  برای  ]16[ 1کاکس   توسط  بار  اولین  برای

تأخیر    روش   یافته توسعه  های مدل  است.  شده   ارائه   کوتاه  الیاف  با   شده  تقویت 

  گرفته   نظر   در   ثابت   عرضی   و   طولی  جهت  در  برشی  تنش  کنند می  فرض   برش 

 ندارد.  وجود   ضخامت   جهت  در   نرمال   های تنش  محاسبه   امکان   نتیجه   در   و  شده 

  تنش   شدن  صفر   به  منجر ای  صفحه  داخل  های جهت  در   هاتنش  بودن   ثابت  فرض 

  جهت   در  نرمال   های تنش  شدن   صفر  شود. می  ندلایه چ  ضخامت   جهت  در  نرمال 

  های چندلایه  بین  تمایز  ایجاد  قابلیت  مدل  این  که  است  علت  این  به  ضخامت
[0 90⁄ ]𝑠 90]  و 0⁄ ]𝑠 درجه   90  هایلایه  در  یکسان   ماتریسی  ترک   چگالی  با  

  روی   بر   اندکی  بسیار   مطالعات  ماتریسی،  یهاترک  بررسی  بر  علاوه   ندارد.  را

  برش تأخیر    روش  از  استفاده  با   ماتریسی  ی هاترک  از   ناشی ای  لایهبین  جدایی

  برش تأخیر    هایمدل  که  است  باور  این  بر 2تالرجا   .]17[  است  گرفته  صورت

  آن  پارامترهای   تنها   و  ندارند  برشتأخیر    روش   دقت   افزایش   در  اثری  تر،پیچیده

 . [18] کاهد می روش این   بکارگیری  در سهولت از  و داده  افزایش را

  کاستن  و  برش تأخیر    مدل   توسعه   با  را   خود   تنش   انتقال   مدل 3کارتنیمک

  بر  4قبول   قابل  تنش  میدان   یک  کارتنی  مک   داد.  ارائه  آن،  هایمحدودیت  از

  شرایط   و  تعادل  معادلات  تمامی   که   داد   ارائه  عمومی ای  صفحه  کرنش  مبنای

 مدل   .[19]  کندمی  ارضا  دقیق  طور  به  برشتأخیر    هایروش  برخلاف  را  مرزی

  یکی  [20]  نایرن   جمله   از   محققین   از  بسیاری   گفته   به   کارتنیمک  تنش  انتقال 

  قابلیت   که   آید می  شمار  به  برشتأخیر    هایمدل  کارامدترین  و  ترینقدیمی  از

  متقارن   پاد   و   متقارن  الگوی   با   هاییچینلایه  در   را   مکانیکی  خواص  افت   محاسبه

و    سازگاری  معادلات  ارضای   و  سازی پیاده  هایپیچیدگی  ،وجوداین    با  داراست. 

 شود. می محسوب  روش  این هایضعف از  ، شرایط مرزی به صورت میانگین

  در   سفتی  افت  و   تنش  میدان   محاسبه   هایروش  بار  اولین  برای 5هشین 

  مبنای  بر   اصولا    روش   این   .[7]  است  داده   ارائه   را  کامپوزیتی  های چندلایه

  یا   تنش  میدان   مبنای  بر  روش  این  است.  شده  بنا  مکمل  انرژی   کردن  مینیمم

  جاییجابه  میدان  پایه  بر  تغییرات  حساب  روش  در  باشد.می  جاییجابه  میدان

  که   شودمی  فرضای  گونه  به 6شکل  توابع   صورت  به  واحد  سلول  شکل  تغییر

  این   در   مجهول   ضرایب  پس   نماید.  ارضا   نقاط  همه  در   را   جایی جابه  مرزی   شرایط 

  و   شوندمی  محاسبه  کل  پتانسیل  انرژی  سازیمینیمم  روش  از  استفاده  با  توابع

  کامپوزیتی  هایچندلایه  سفتی  افت  برای  بالایی  حد  یک  روش  این  در  لذا

 . [17] شود می استخراج خوردهترک

 
1 Cox 
2 Talreja 
3 McCartney 
4 Admissible stress 

  قابل   تنش  میدان  یک  ابتدا  تنش،  میدان  پایه  بر   تغییرات   حساب  روش  در

  و  کند می  ارضا   را   مرزی   شرایط  و  تعادل  معادلات   تمامی  که  شودمی  ارائه   قبول

  لاگرانژ - اویلر  معادله  به  آن  تبدیل  و  مکمل   انرژی  کردنمینیمم  از  استفاده  با

  ناشی   مجهول  ضرایب  شوند.می  محاسبه  تنش  میدان  در  موجود  مجهول  توابع

  معین  طبیعی و ذاتی مرزی شرایط از  استفاده با نیز  لاگرانژ -اویلر  معادله حل از

  ترک   حاوی  چندلایه  سفتی  افت  برای  پایین  حد  یک  روش  این  در  شوند.می

  میدان   پایه   بر   تغییرات   حساب  روش  در   که   آنجا  از   شود.می  محاسبه  ماتریسی

  شوند، می  ارضا  دقیق  صورت  به  مرزی  شرایط  و  تعادل  معادلات  کلیه  تنش

  افت   و  تنش  میدان  تعیین  برای  موجود  روش  تریندقیق  را  مدل  این  توانمی

  در   تغییرات   حساب  روش   از   دانست.  آسیب  حاوی  چندلایه  در  مکانیکی  خواص 

  بسیاری   مطالعات   نیز   ماتریسی   یهاترک  از   ناشی ای  لایهبین  جدایی   بررسی

 است.  گرفته صورت

  ی ها ترک  نوک   در   شده  ایجاد ای  لایهبین  جدایی  ]21[ 8هو   و 7نایرن 

  تحلیل  تغییرات  حساب  روش  از   استفاده  با  متعامد  هایچندلایه  در   ماتریسی

  ماتریسی   ترک  رشد  از  ناشی  انرژی  رهاسازی  نرخ  با  را  آمده  دست  به  نتایج  کردند.

  ی هاترک  ابتدا   آسیب،  های مکانیزم  رقابت   در   دادند   نشان  و  نمودند   مقایسه

  ناشی   انرژی  رهاسازی  نرخ  ماتریسی،  یها ترک  رشد  با  اما  هستند.  غالب  ماتریسی

  ماتریسی   یهاترک  رشد  ترتیب   بدین  و  شود می  بیشترای  لایهبین  جدایی  از

  رشد  به  شروع  غالب   مکانیزم   عنوان   به ای  لایهبین  جدایی  و  شود می  متوقف

به    [22]کاظمی و صدر  حاجی  کند.می با استفاده از شیوه وینوگرادوف موفق 

دلخواه  چینی های متعامد با لایهو افت سفتی در چندلایه محاسبه میدان تنش

پاکدل  محمدی و    . اخیرا ها شدندبه شرط وقوع ترک ماتریسی در یکی از لایه

تری را بر اساس حساب تغییرات پیشنهاد داده است که  یافتههمدل توسع  [23]

های  سلول واحد حاوی انواع الگوهای محتمل توزیع ترک  میدان تنش توان  می

در    استخراجرا    ماتریسی  مکانیکی  خواص  افت  بررسی  به  همچنین  و  کرد 

 پرداخته است.   نیز  هایی که آسیب در بیش از یک لایه قرار داردچندلایه

ا  به مطالعه وضعمقاله  ین در  متعامد    یتیهای کامپوز یهچندلا  یب آس  یت، 

. با استفاده از  خواهد شدپرداخته    یمحوره کششتک  یکیاستات  یتحت بارگذار

  یدان م  یلبه تحل  ،[23]  ییراتروش حساب تغ  یهو بر پا  انیکییکرومکم  یکردرو

محتمل متقارن و پادمتقارن پرداخته    ی با دو الگو  یکیتنش و افت خواص مکان 

توسعه داده شده، نتایج افت خواص    ییراتحساب تغ  یوه. با استفاده از ششودمی

درجه ترک خورده و روش    90های  سازی نوبتی لایههمگن  مکانیکی به دو شیوه 

  گیرد. مورد محاسبه قرار می  درجه ترک خورده،  90های  لایهزمان  هم  سازیمدل

یسی  ماتر یهاشروع و رشد ترک ینیبیشجهت پ ی انرژ  ینرخ رهاساز یار از مع

جدایی   همچن  القایی،  ایلایهبینو  ترکوضعیت    ین و    یسی ماتر  یهااشباع 

حاصل از روش حساب    یجبهبود نتا  یدر راستا همچنین  .  خواهد شداستفاده  

 . شودمیاستفاده  هایهلا  یمتقس تغییرات روش

 مسئله بر حاکم معادلات 3-

  های چندلایه  در   مکانیکی  خواص   افت  و  تنش  میدان   محاسبه  بررسی  برای

  کمک   به  بار  اولین   برای   هشین  است.  شده  ارائه   مختلفی  هایروش  کامپوزیتی

  به   یبسیار  محققین   بعدها  که  کرد  معرفی  را  روش  این   تغییرات  حساب  روش

را    ترییافتهاند مدل توسعهتوانسته  [23]  پاکدلمحمدی و    اخیرا   پرداختند.  آن

  هایی یهرا در چندلا  یکیافت خواص مکان   توانیآن م  یلهدهند که به وس  یشنهادپ

  ی بررس  یکدیگربر    هاآنقرار دارد و اثر متقابل    یهلا   یکاز    یشدر ب   یبکه آس

5 Hashin 
6 Shape function 
7 Nairn 
8 Hu 
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  شود.  استخراج  واحدی  سلول   بایست می  تنش   میدان  محاسبه   جهت .  نمود

  ترک   دو  توسط   که   واحد  های سلول  ازای  مجموعه  توانمی  را   ای لایه  کامپوزیت 

ها  ترک  یکنواخت   توزیع   فرض   به   توجه  با  گرفت.   نظر  در   ،اندشده  احاطه  ماتریسی

  و   شودمی  گرفته  نظر   در 2a  مجاور  ترک  دو  هر   فاصله   درجه،   90  هایلایه  در

  تعمیم  کامپوزیتی   چندلایه  کل   به  را  واحد  سلول  از   حاصل   تنش  میدان   توانمی

  میانی  صفحه  به  نسبت   تقارن   و  است  متعامد  صورت  به  الیاف  قرارگیری  زاویه  داد.

  قرار   درجه  90  های لایه  در ها  ترک  که  مختصاتی  محور  در  چندلایه   دارد.  وجود

  صورت   به   که 𝑁𝑥𝑥  صفحه  داخل   کششی  محوره تک  بارگذاری   تحت   دارند، 

  ترک   توزیع  الگوی   ترتیب  ترتیب  همین  به   است.  گرفته   قرار   شده،   وارد  یکنواخت 

   گرفت. نظر   در متقارن پاد و متقارن حالت دو در توان می را  واحد  سلول  در

  موجود   تنش  میدان  هشین،  روش  از   استفاده  با  تغییرات   حساب  شیوه  در

  فاقد   حالت   در   ها تنش  جمع   از   آسیب  حاوی   ایلایه  کامپوزیت   برای  هالایه  در

  رابطه   صورت  به  تنش  میدان  است.  شده  ایجاد  آسیب  وجود  از  ناشی  و  آسیب

 شود.می تعریف (1)

�̃�𝑚𝑛
(𝑖)

= 𝜎𝑚𝑛
0(𝑖) + 𝜎𝑚𝑛

(𝑖)  (1) 

𝜎𝑚𝑛  ترم
0(𝑖) با  که  است  آسیب  فاقد  ایلایه  کامپوزیت  تنش  (1)  معادله  در  

𝜎𝑚𝑛  ترم   است.  محاسبه  قابل 1ای لایه  صفحات   کلاسیک   تئوری  از   استفاده
(𝑖) 

  آسیب   فاقد   های تنش  خلاف   بر   که  باشد می  ام 𝑖  لایه  در   اغتشاشی   تنش  بیانگر 

  باید   اغتشاشی  تنش  میدان  کردن  پیدا  جهت   باشد.  مکان  از  تابعی  تواندمی

 شوند:  اعمال  زیر  فرضیات

 ای لایه یهاکامپوزیت خارجی  سطوح در هاتنش بودن   صفر •

 ها ترک سطوح در هاتنش بودن   صفر •

 ها لایه  اتصال محل در هاتنش پیوستگی •

  اغتشاشی   هایتنش  شودمی  فرض  که  است  اهمیت   حائز  نکته  این  ذکر

  در  اغتشاشی  هایتنش  و  کندمی  تغییر 𝑥  جهت   در  تنها  لایه،  هر  صفحه  داخل

  محور   راستای   از   مستقل   تنش  میدان   است.   ثابت   لایه  هر  در  ضخامت  جهت 

  گسترده  𝑦  راستای  در  مختصات  سیستم  در  ترک  زیرا  است  (𝑦  )محور  عرضی

  بودن   ثابت  فرض   است.  شده  نظرصرف  نیز  هالبه  اثر  از  همچنین  و  اندشده

  تغییرات  با ضخامت راستای در زیرا کندمی مشکل دچار را نتایج  لایه، ضخامت

  فرض   این  و  شویممی  مواجهها  ترک  رئوس   در  تنش  تمرکز  و  داخلی  هایتنش

  بندی تقسیم  روش  از  از این رو  کند.می  غیرممکن  را  تنش  تمرکز  سازی شبیه

  خواص   با   لایه  چندین  به   را   لایه   یک  روش  این  در  کنیم.می  استفاده 2ها لایه

  ضخامت   راستای   در   تنش  تغییرات   بنابراین  و  نموده   تقسیم  اولیه   لایه   با   مشابه

  داخل   هایتنش  است  ذکر  به   لازم  است.  سازیمدل  قابل  سادگی  به  لایه  هر  برای

   باشند.  متفاوت توانند می مجاور  زیرلایه  هر در  صفحه

 شود.بیان می (2)تنش اغتشاشی داخل صفحه در هر لایه به صورت رابطه  

𝜎𝑥𝑥
(𝑖) = −𝜑

𝑖
(𝑥)  (2) 

𝜑در این رابطه  
𝑖
(𝑥)   نامعلوم از با این وجود ترم 𝑥تابعی  های دیگر  است. 

می تنش  مختصات  تانسور  دو  هر  از  تابعیتی  با   𝑧و   𝑥توانند  باشند.  داشته  را 

توابع تنش اغتشاشی خارج    توانیماستفاده از تابع تنش اغتشاشی داخل صفحه  

 استخراج کرد. ( 3)صفحه را از معادلات تعادل به صورت رابطه 

 
1 Classical laminated plate theory (CLPT) 
2 Ply refinement 

𝜎𝑥𝑧
(𝑖)(𝑥, 𝑧) = 𝜑

𝑖

′(𝑥)𝑧 + 𝑓
𝑖
(𝑥) 

𝜎𝑧𝑧
(𝑖)(𝑥, 𝑧) = − [

1

2
𝜑

𝑖

ˊˊ(𝑥)𝑧2 + 𝑓
𝑖

′(𝑥)𝑧 + 𝑔
𝑖
(𝑥)] (3) 

هستند. با استفاده    x یرنامعلوم از متغ یتوابع 𝑔𝑖(𝑥)و   𝑓𝑖(𝑥)  (،3در رابطه )

  یط و شرا  یانیو تقارن نسبت به صفحه م  هایهلا   ینتنش ب   یوستگی از معادلات پ

  ی خارج  ی بارها ید با  یخارج یمرز  یطمحاسبه خواهند شد. علاوه بر شرا  یمرز

با فرض ا  یداخل  یهابا تنش  یهبه چندلا   یاعمال   یند فرا   ینکهدر تعادل باشند. 

برابر    یبو پس از وقوع آس  یشرخ دهد، بار پ 3بت ثا  - بار  یطترک خوردن در شرا

 :یبفاقد آس یه چندلا  ی ها براوارده با تنش ی خواهد بود. تعادل بارها

𝑁𝑥𝑥 = ∫ �̃�𝑥𝑥

ℎ

−ℎ

𝑑𝑧 = ∑ 𝜎𝑥𝑥
0(𝑖)

4𝑁

𝑖=1

𝑡
(𝑖)

 
(4) 

 خارجی:  نیروهای با  تعادل رابطه آسیب  حاوی  چندلایه  برای

𝑁𝑥𝑥 = ∫ �̃�𝑥𝑥

ℎ

−ℎ

𝑑𝑧 = ∑ (𝜎𝑥𝑥
0(𝑖) − 𝜑

𝑖
(𝑥))

4𝑁

𝑖=1

𝑡
(𝑖)

 
(5) 

 شود: می استخراج  ( 6) رابطه ( 5) و (4)  روابط مقایسه  با

∑ 𝜑
𝑖

4𝑁

𝑖=1

(𝑥)𝑡(𝑖) = 0 
(6) 

𝜑  قبولقابل  تنش   میدان  یافتن   منظور   به 
𝑖
(𝑥)  مکمل   انرژی  مینیمم  اصل  از  

  حاوی   ایلایه  کامپوزیت واحد سلول  مکمل  انرژی کرد. استخراج  را  آن  توانمی

 است. تعریف  قابل (7) رابطه  طبق آسیب

�̃�𝑐 =
1

2
∫�̃�𝑆�̃�𝑑𝑉 = 𝑈0

𝑐 + 𝑈𝑐
′

𝑉

 

𝑈𝑐
0 =

1

2
∫𝜎0𝑆𝜎0𝑑𝑉

𝑉

 

𝑈𝑐
′ =

1

2
∫𝜎𝑆𝜎𝑑𝑉

𝑉

 (7) 

  چندلایه  واحد  سلول  حجم 𝑉محلی،   نرمی  ماتریس 𝑆  بالا  روابط  در  که 

  میدان  𝜎  و   نخورده  ترک   کامپوزیتی  چندلایه   در   تنش  میدان  𝜎0کامپوزیتی، 

  وارد   محاسبات  در  آسیب  فاقد  حالت  در   مکمل  انرژی  شد.با یم  اغتشاشی  تنش

  و  اغتشاشی  یهاتنش  از  مستقل  ترک وقوع   از   پیش  مکمل  انرژی ، زیرا  شودینم

𝜑  نامعلوم  تابع  از  مستقل  جهیدرنت
𝑖

  نامعلوم   تابع  استخراج  برای  بنابراین  است. 

𝜑
𝑖

  به   واحدی  سلول   در  اغتشاشی  تنش  از  ناشی   مکمل   انرژی  تنها  کافیست  ،

  سلول   برای  شود.  مینیمم  است،   محصورشده  مجاور   ترک  دو   توسط  که  2𝑎 طول

  زیر   صورت  به  توانیم  را  اغتشاشی  تنش  از  ناشی  مکمل  انرژی  موردنظر  واحد

 نوشت:

𝑈𝑐
′ =

1

2
∫ {∑ ∫ 𝑊𝑖. 𝑑𝑧

𝑉𝑖

4𝑁

𝑖=1

}
𝑎

−𝑎

. 𝑑𝑥 
(8) 

  به   که  است  ام𝑖  لایه  اغتشاشی  تنش  انرژی  چگالی 𝑊(𝑖)  بالا،  رابطه  در  که

 :شودیم تعریف زیر صورت

3 Load control 
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𝑊
(𝑖) = {𝜎

(𝑖)}
𝑇
[𝑆

(𝑖)]{𝜎
(𝑖)} 

{𝜎
(𝑖)}

𝑇
= {𝜎𝑥𝑥

(𝑖), 𝜎𝑧𝑧
(𝑖), 𝜎𝑥𝑧

(𝑖)} (9) 

𝑆]  همچنین
(𝑖)]  لایه   نرمی   ماتریس  𝑖که   است   مختصاتی  محور   در   ام  

𝑆]  محاسبه  منظوربه  .اندشده  گسترده 𝑦  محور  راستای  در  هاترک
(𝑖)]،   کافی  

  به )   آن   الیاف   قرارگیری  زاویه   اساس   بر   ام𝑖  لایه  محلی  نرمی   ماتریس   تا   است 

  مختصات  محور   به  نسبت   ( خوردهترک  ی هاهی لا  برای  درجه  90  مثال  عنوان

  از  است   تابعی   خود  اغتشاشی   تنش   میدان  اینکه   به   توجه   با   شود.  داده  دوران 

𝜑  نامعلوم  تابع
𝑖

  و  (،8)  رابطه  در  زیرلایه  هر  اغتشاشی  تنش  دادن   قرار  با 

  ناشناخته   تابع از   تابعی یک   صورت  به  مکمل  انرژی ،𝑧  راستای  در ی ریگانتگرال

𝜑
𝑖

 : شودیم بازنویسی زیر   صورت  به 𝑥  به   نسبت  آن مشتقات  و 

𝑈𝑐
′ =

1

2
∫ 𝐹(𝜑

𝑖

ˊˊ, 𝜑
𝑖

′ , 𝜑
𝑖
). 𝑑𝑥 , 𝑖 = 1 , . . . , 4𝑁

𝑎

−𝑎

  (10) 

𝜑  نامعلوم   تابع  از  اسکالر  تابعی 𝐹  آن   در  که 
𝑖

  انرژی   کردن   مینیمم  است. 

  حساب   اپراتور  اعمال  طریق   از  تنش،  میدان   ناشناخته   تابع  استخراج   و  مکمل

𝛿𝑈𝑐)  صفر  با   دادن  قرار  برابر   و  (10)  رابطه  تابع   به 1تغییرات
′ =   زیر شکل    به  (0

 :ردیگیم صورت

∫ 𝛿𝐹(𝜑
𝑖

ˊˊ , 𝜑
𝑖

′ , 𝜑
𝑖
). 𝑑𝑥 = 0 , 𝑖 = 1 , . . . , 4𝑁

𝑎

−𝑎

 (11) 

  قابل   زیر  صورت  به  (11)  رابطه  تغییرات،  حساب  روش  اصول  اساس   بر

 است:  بازنویسی

∫ (
𝜕𝐹

𝜕𝜑
𝑖
ˊˊ

(𝛿𝜑
𝑖

ˊˊ) +
𝜕𝐹

𝜕𝜑
𝑖
′
(𝛿𝜑

𝑖

′) +
𝜕𝐹

𝜕𝜑
𝑖

(𝛿𝜑
𝑖
)) . 𝑑𝑥 = 0

𝑎

−𝑎

 ,  

𝑖 = 1 , . . . , 4𝑁 (12) 

  یک   به   یارهیزنج  ی ریگانتگرال  با   (12)  رابطه  تغییرات   حساب   معادله 

  قابل   ازیموردن   مرزی  شرایط  مجموعه  از  استفاده   با  لاگرانژ-اویلر  معادلات   دستگاه

  میانی،   ماتریسی  ترک  موارد  از  یک  هر  مطالعه  به  ادامه  در  که  است  یسازساده

  معادلات   دستگاه   حل   برای  شد.  خواهد  پرداخته  بیرونی  پادمتقارن  و  متقارن

  نیاز   طبیعی  و   ذاتی  مرزی   شرایط  به   ناشناخته،  تابع  استخراج   و   لاگرانژ - اویلر

- اویلر  معادلات  دستگاه  حل  برای   ازی موردن   ذاتی  مرزی  شرایط  مجموع  است.

 :شوندیم تقسیم دسته چهار به   لاگرانژ

  و  شوندیم  گرفته  نظر  در   صفر  آزاد   سطوح  روی  بر   ها تنش  آزاد:  سطوح •

  همین  به   .شوندیم  فرض  صفر   ها تنش  نیز  ترک  سطوح  روی  بر  همچنین

  صفر   برابر   ماتریسی   یهاترک  سطوح  روی   بر  �̃�𝑥𝑧  و �̃�𝑥𝑥  یهاتنش  خاطر، 

 هستند. 

  در  هاتنش  پیوستگی  شرط  :هاهی لا  اتصال  محل  در  هاتنش  پیوستگی •

  در  واحد   سلول   در �̃�𝑥𝑧  و �̃�𝑥𝑥 ی هاتنش  تا   کندیم  اقتضا 𝑥  محور   راستای

  مجاور  لایه   زیر   دو   مرز   در   ( هاترک  سطوح   روی   جز به)  𝑥  محور  راستای 

   شود.  گرفته نظر در برابر

  دارای  آسیب،  حاوی  کامپوزیتی  چندلایه  واحد  سلول  چرخشی:  تقارن •

  و  هندسه   یعنی  چرخشی  تقارن  است. 𝑧  محور  حول  چرخشی  تقارن

  خود   روی   بر  𝑧  محور   حول   درجه   180  چرخش   با  واحد   سلول   بارگذاری

  حول   واحد  سلول  چرخشی  تقارن  به  توجه  با  واقع  در  .شودی م  منطبق

 
1 Variational operator 
2 Effective compliance matrix 

|�̃�𝑥𝑧  شرایط   ،𝑧  محور
𝑥=𝑥0

= −�̃�𝑥𝑧|
𝑥=−𝑥0

  برقرار   واحد  سلول  سرتاسر  در 

 .[21] است

  در   کامپوزیتی  چندلایه   نماینده  واحد،  سلول  اینکه  دلیل  به  انتقالی:  تقارن  •

  همین  به  است،  م یتعمقابل  کامپوزیت   کل  به  آن   تنش   میدان  و   است  طول

𝑥  در   واحد  سلول طرفین  در �̃�𝑥𝑧  و �̃�𝑥𝑥  یهاتنش  پیوستگی   خاطر = ±𝑎 

  مربوط   که   3  شکل   در   شده ارائه  آزاد   دیاگرام   از   استفاده   با   باشد.  برقرار   باید 

𝑥  در  اول  واحد  سلول  راست   سمت  وجه  که  واحد  سلول  یک  به = 𝑎  در  

𝑥  در  دوم  واحد  سلول  چپ  سمت  وجه  واقع = −𝑎 .اینکه   به  توجه  با  است  

  طور به  تنش  میدان   و   بارگذاری  هندسی،  نظر   از  واحد  یهاسلول  تمامی

𝑥  سطح  روی   بر   تنش  میدان  بنابراین   هستند،  یکسان   کامل = −𝑎 در  

𝑥  سطح  روی   بر  تنش   میدان   مشابه  نا یع  دوم   واحد   سلول = −𝑎  سلول   در  

  دو  مشترک   فصل  روی  بر   هاتنش  پیوستگی  بیترتنی ابه  است.  اول  واحد

𝑥  در  مجاور   واحد   سلول = ±𝑎  یهاتنش  که   کند یم  اقتضا  �̃�𝑥𝑥 و �̃�𝑥𝑧 بر  

|�̃�𝑥𝑛  کهیطوربه  باشد،   برابر   سطح  دو  این   روی
𝑥=a

= �̃�𝑥𝑛|
𝑥=−a

  آن   در  که 

𝑛 = 𝑥, 𝑧. 

 

Fig. 3 Axial stress, in-plane shear stress, and transverse shear stress at 

the boundary of an un-cracked lamina [22] 

  های سلول   در  صفحه  داخل  برشی  و  عرضی  برشی  محوری،  هایتنش   ارتباط  3شکل  

 [22]  نخورده  ترک ییه لا یک در هم کنار شاخص

  اعمال   طریق   از  نیز  طبیعی  مرزی  شرایط   ،ذکرشده  مرزی  شرایط  بر   علاوه

  رابطه   انتگرال  یسازساده  از  که   مرزی  شرایط  معادلات  در  ذاتی  مرزی  شرایط

  معادلات   دستگاه   حل  طریق   از   ت ینها در    .شودیم  محاسبه   ،دی آیم  دست  به   (13)

𝜑  ناشناخته  تابع  طبیعی،  و  ذاتی  مرزی  شرایط  از  استفاده  با  لاگرانژ- اویلر
𝑖

  در   و 

 .شودیم  استخراج  واحد سلول تنش  میدان جهینت

  سلول  حقیقی مکمل انرژی که است  این یادآور مکمل انرژی مینیمم اصل

  تنش   میدان   یک   از  استفاده  با  که  است   مکملی  انرژی  از  کمتر  همواره 𝑈𝑐  واحد

  توان یم  را  مکمل   انرژی  مینیمم  اصل  نابراینب   .شودیم  محاسبه  �̃�𝑐  قبول قابل

 :نوشت زیر  صورت  به

1

2
�̅�𝑆∗�̅�. 𝑉 = 𝑈𝑐 ≤ �̃�𝑐 =

1

2
�̅�𝑆0�̅�. 𝑉 + 𝑈𝑐

′
 (13) 

  آسیب،   حاوی  چندلایه  یک  برای 2مؤثر   نرمی  ماتریس  ∗𝑆  بالا   رابطه  در  که 

𝑆0 آسیب،  فاقد   چندلایه  برای  مؤثر  نرمی  ماتریس 𝑉 چندلایه،   حجم  �̅� تنش 

  مکمل  انرژی   بیانگر  بالا  عبارت  چپ  طرف  .باشندیم  وارده  بارهای  معادل  متوسط

  تنش   میدان  یک  توسط  که   است   مکملی  انرژی  بیانگر آن   راست  طرف  و 3واقعی

 : شوندیم تعریف زیر   صورت به   هامؤلفه و است  شدهمحاسبه قبول قابل

�̅�𝑥𝑥 =
𝑁𝑥𝑥

2ℎ
 (14) 

𝑈𝑐  اغتشاشی   تنش   از  ناشی  مکمل  انرژی 
  تنش   میدان  از   استفاده   با ′

  چندلایه   مؤثر  نرمی  ماتریس  است.  محاسبهقابل  شدهاستخراج  اغتشاشی

   است: محاسبهقابل  زیر صورت به  ترک حاوی  کامپوزیتی

3 True complementary energy 
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𝑆11
∗ ≤ 𝑆11

0 +
1

𝑉
(𝑈𝑐

′ ) (15) 

  تعریف   زیر   شکل  به   آسیب  حاوی  هی چندلا  یک  مهندسی  ثابت  تا  ینها 

 :شودیم

𝐸𝑥 =
1

𝑆11
∗

 (16) 

   .باشدیم  محوری سفتی مدول 𝐸𝑥  بالا عبارت  در  که

  چندلایه   برای  باقیمانده  سفتی  و  تنش  میدان  استخراج  روند  ارائه  به  ادامه  در

  پادمتقارن  و  متقارن  ماتریسی  ترک  از   ناشی ای  لایهبین  جدایی  حاوی  کامپوزیتی

 است.  شده پرداخته

 ایلایهبین جدایی و میانی ماتریسی ترک •

  از   ناشیای  لایهبین  جدایی  حاوی  کامپوزیتی  چندلایه  واحد  سلول  بخش این  در

  داخل  یکنواخت  کششی   محوره تک  بارگذاری   تحت  میانی  ماتریسی   ترک

  جدایی   و  ماتریسی  یخوردگترک  دچار  درجه  90  یهاهیلا   که  ،باشدیم  یاصفحه

  به   نسبت  بارگذاری  و  هندسی   تقارن   دارای   و   اندشده  آن  از   ناشی ای  لایهبین

𝑧)  نیمه  در   تنها  را   واحد   سلول  تنش  میدان   توانیم  .باشدیم 𝑥𝑦  صفحه ≥ 0)  

 داد. تعمیم واحد سلول حجم تمام به  و گرفت نظر  در

  به   (6) رابطه خارجی  اعمالی نیروی با   داخلی تنش تعادل از  حاصل معادله 

   است: بازنویسی  قابل  زیر صورت

∑ 𝜑
𝑖

2𝑁

𝑖=1

(𝑥)𝑡(𝑖) = 0 (17) 

  توابع   شد،   بیان   قبلا   که  طورهمان  قبولقابل  تنش  میدان   یافتن  جهت

  صفحه   خارج   ی هاتنش  پیوستگی  و  مرزی  شرایط   اعمال  طریق  از  𝑔  و 𝑓  نامعلوم

  شرایط   که   کرد  توجه  نکته  این  به  باید   .شوندیم  محاسبه   ضخامت   راستای  در

ای  لایهبین  جدایی  حاوی  ناحیه  در  هازیرلایه  مشترک  فصل  در  هاتنش  پیوستگی

(|𝑥| > 𝑎 − 𝑑) شرایط   بنابراین،  است.  متفاوت  واحد  سلول  یهاقسمت  دیگر  با  

  متفاوت ای  لایهبین جدایی فاقد  و  حاوی  ناحیه   دو  در   هاتنش  پیوستگی   و  مرزی

  جدایی   حاوی  ناحیه   دو  به   4  شکل  مطابق   واحد،   سلول   علت  همین   به   بود.  خواهد 

|𝑥|)ای  لایهبین > 𝑎 − 𝑑) ای  لایهبین  جدایی   فاقد  و(|𝑥| < 𝑎 − 𝑑) تقسیم 

  جدایی  فاقد  و  حاوی  ناحیه  دو  برای  تنش  میدان  یهامؤلفه  لذا  .شودیم

 . شوندیم متمایز یکدیگر   از 𝑐 و 𝑑  ی هاسی اند با   ترتیب بهای لایهبین

 

Fig. 4 Unit cell of laminate containing mid matrix crack with induced 

delamination 

 میانی  ماتریسی ترک از ناشیای لایهبین جدایی حاوی واحد سلول 4شکل 

  گرفتن   نظر  در  با  𝑧  محور  راستای  در  هاتنش  پیوستگی  و  مرزی  شرایط

 : باشدیم زیر صورت  بهای  لایهبین جدایی

 کامپوزیتی چندلایه خارجی  سطوح در هاتنش بودن   صفر •

𝜎𝑥𝑧𝑐

(2𝑁) = 𝜎𝑥𝑧𝑑

(2𝑁) = 0 

𝜎𝑧𝑧𝑐

(2𝑁) = 𝜎𝑧𝑧𝑑

(2𝑁) = 0 (18) 

 ها لایه  اتصال محل در هاتنش پیوستگی •

𝜎𝑥𝑧𝑐

(𝑖) = 𝜎𝑥𝑧𝑐

(𝑖+1) , 𝜎𝑥𝑧𝑑

(𝑖) = 𝜎𝑥𝑧𝑑

(𝑖+1)
 

𝜎𝑧𝑧𝑐

(𝑖) = 𝜎𝑧𝑧𝑐

(𝑖+1) , 𝜎𝑧𝑧𝑑

(𝑖) = 𝜎𝑧𝑧𝑑

(𝑖+1)
 (19) 

 ای لایهبین  جدایی  سطح در هاتنش بودن   صفر •

𝜎𝑥𝑧𝑑

(𝑁)
= 𝜎𝑥𝑧𝑑

(𝑁+1)
= 0 

𝜎𝑧𝑧𝑑

(𝑁) = 𝜎𝑧𝑧𝑑

(𝑁+1) = 0 (20) 

 میانی  صفحه   به نسبت  ی اهی لا کامپوزیت   تقارن •

𝜎𝑥𝑧𝑐

(1) = 𝜎𝑥𝑧𝑑

(1) = 0 (21) 

  تعادل   از  حاصل  معادلات  شرط  و  پیوستگی  و  مرزی  شرایط  اعمال  با

  ناحیه  برای  قبولقابل  تنش  میدان   خارجی،  اعمالی نیروهای با  داخلی   یهاتنش

 .شودیم استخراجای لایهبین جدایی  فاقد 

𝜑تابع نامعلوم    شد  پیش از این بیان  که  طورهمان
𝑖

  سازی   مینیمم  طریق  از  

  کامپوزیتی  چندلایه  واحد   سلول  تقارن   علت   به   .دی آیم  دست   به   مکمل   انرژی 

  بالایی   نیمه   مکمل   انرژی   توان یم  ،𝑥𝑦  صفحه   به   نسبت ای  لایهبین  جدایی  حاوی

  𝑦𝑧  صفحه  به  نسبت   واحد  سلول  تقارن   همچنین  کرد.  مینیمم  را   واحد  سلول

  در ای  لایهبین  جدایی   حاوی  ناحیه  دو  هر  در  یکسان  مکمل  انرژی  به  منجر   نیز

𝑥 > 𝑎 − 𝑑 و  𝑥 < 𝑑 − 𝑎 اساس   بر  واحد  سلول  مکمل  انرژی  جهیدرنت  .شودیم  

 است:  بازنویسی  قابل  زیر صورت  به   ذکرشده ی هاتقارن اعمال و (8)  رابطه

𝑈𝑐
′ = ∫ {∑ ∫ {𝜎𝑐

(𝑖)}
𝑇
[𝑆

(𝑖)]{𝜎𝑐
(𝑖)}. 𝑑𝑧

𝑍𝑖

𝑍𝑖−1

2𝑁

𝑖=1

} . 𝑑𝑥

𝑎−𝑑

𝑑−𝑎

+ 2 ∫ {∑ ∫ {𝜎𝑑

(𝑖)}
𝑇

[𝑆
(𝑖)]{𝜎𝑑

(𝑖)}. 𝑑𝑧

𝑍𝑖

𝑍𝑖−1

2𝑁

𝑖=1

} . 𝑑𝑥

𝑎

𝑎−𝑑

 
(22) 

 آن  در  که 

{𝜎𝑐
(𝑖)}𝑇 = {𝜎𝑥𝑥𝑐

(𝑖) 𝜎𝑧𝑧𝑐

(𝑖) , 𝜎𝑥𝑧𝑐

(𝑖) } 

{𝜎𝑑

(𝑖)}
𝑇

= {𝜎𝑥𝑥𝑑

(𝑖) , 𝜎𝑧𝑧𝑑

(𝑖) , 𝜎𝑥𝑧𝑑

(𝑖) } (23) 

  در ای  لایهبین  جدایی  حاوی  و  فاقد  نواحی  تنش  میدان  گرفتن  نظر  در  با

 نوشت: توانیم (23)  رابطه

𝑈𝑐
′ = ∫ 𝐹𝑐(𝑥, {𝜑

𝑐

ˊˊ}, {𝜑
𝑐

′ }, {𝜑
𝑐
}). 𝑑𝑥

𝑎−𝑑

𝑑−𝑎

+ 2 ∫ 𝐹𝑑(𝑥, {𝜑
𝑑

ˊˊ}, {𝜑
𝑑

′ }, {𝜑
𝑑
})

𝑎

𝑎−𝑑

. 𝑑𝑥 (24) 

{𝜑
𝑐
}

𝑇
= {𝜑

1𝑐
, 𝜑

2𝑐
, … , 𝜑

2𝑁−1𝑐
}  

{𝜑
𝑑
}

𝑇
= {𝜑

2𝑑
, 𝜑

3𝑑
, … , 𝜑

2𝑁−2𝑑
} (25) 

𝒅 − 𝒂 

𝒄 

1 

𝑁 

𝑖 

2𝑁 

𝑥 

𝑧 𝒅 

𝒂 − 𝒅 
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  اپراتور   اعمال  از  توانیم  اغتشاشی،  مکمل  انرژی  سازیمینیمم  جهت

 :شودیم بازنویسی  زیر شکل  به (24)  رابطه و کرد استفاده تغییرات حساب 

𝛿𝑈𝑐
′ = ∫ 𝛿𝐹𝑐. 𝑑𝑥 + 2 ∫ 𝛿𝐹𝑑. 𝑑𝑥 = 0

𝑎

𝑎−𝑑

𝑎−𝑑

𝑑−𝑎

 

∫ ∑ [
𝜕𝐹𝑐

𝜕𝜑
𝑖𝑐

(𝛿𝜑
𝑖𝑐
) +

𝜕𝐹𝑐

𝜕𝜑
𝑖𝑐

′
(𝛿𝜑

𝑖𝑐

′ ) +
𝜕𝐹𝑐

𝜕𝜑
𝑖𝑐

ˊˊ
(𝛿𝜑

𝑖𝑐

ˊˊ )]

2𝑁−1

𝑖=1

𝑎−𝑑

𝑑−𝑎

. 𝑑𝑥

+ 2 ∫ {∑ [
𝜕𝐹𝑑

𝜕𝜑
𝑖𝑑

(𝛿𝜑
𝑖𝑑

) +
𝜕𝐹𝑑

𝜕𝜑
𝑖𝑑

′
(𝛿𝜑

𝑖𝑑

′ ) +
𝜕𝐹𝑑

𝜕𝜑
𝑖𝑑

ˊˊ
(𝛿𝜑

𝑖𝑑

ˊˊ )]

2𝑁−2

𝑖=2

} . 𝑑𝑥

𝑎

𝑎−𝑑

= 0 (26) 

  نامعلوم   توابع  نکهیا   به  توجه  با  و  ی ارهیزنج  یریگانتگرال  گرفتن  نظر  در  با

𝜑
𝑖𝑐

𝜑و 
𝑖𝑑

𝑥  در ای  لایهبین  جدایی  فاقد  و  حاوی  نواحی  مرز  در  جز   = 𝑎 یکدیگر   از  

 بود: خواهد  زیر صورت  به   لاگرانژ-اویلر معادلات  هستند، مستقل

𝜕𝐹𝑑

𝜕𝜑
𝑖𝑑

−
𝑑

𝑑𝑥
(

𝜕𝐹𝑑

𝜕𝜑
𝑖𝑑

′
) +

𝑑2

𝑑𝑥2
(

𝜕𝐹𝑑

𝜕𝜑
𝑖𝑑

ˊˊ
) = 0 , 𝑖 = 2 . . 2𝑁 − 2 

(27) 

𝜕𝐹𝑐

𝜕𝜑
𝑖𝑐

−
𝑑

𝑑𝑥
(

𝜕𝐹𝑐

𝜕𝜑
𝑖𝑐

′
) +

𝑑2

𝑑𝑥2
(

𝜕𝐹𝑐

𝜕𝜑
𝑖𝑐

ˊˊ
) = 0 , 𝑖 = 1 . . 2𝑁 − 1 

(28) 

 مرزی  شرایط  همراه  به

∑ [{
𝜕𝐹𝑐

𝜕𝜑
𝑖𝑐

′
−

𝑑

𝑑𝑥
(

𝜕𝐹𝑐

𝜕𝜑
𝑖𝑐

ˊˊ
)} (𝛿𝜑

𝑖𝑐
)]

𝑥=𝑑−𝑎

𝑥=𝑎−𝑑2𝑁−1

𝑖=1

+ ∑ [{(
𝜕𝐹𝑐

𝜕𝜑
𝑖𝑐

ˊˊ
)} (𝛿𝜑

𝑖𝑐

′ )]

𝑥=𝑑−𝑎

𝑥=𝑎−𝑑2𝑁−1

𝑖=1

+ ∑ [{
𝜕𝐹𝑑

𝜕𝜑
𝑖𝑑

′
−

𝑑

𝑑𝑥
(

𝜕𝐹𝑑

𝜕𝜑
𝑖𝑑

ˊˊ
)} (𝛿𝜑

𝑖𝑑
)]

𝑥=𝑎−𝑑

𝑥=𝑎2𝑁−2

𝑖=2

+ ∑ [{(
𝜕𝐹𝑑

𝜕𝜑
𝑖𝑑

ˊˊ
)} (𝛿𝜑

𝑖𝑑

′ )]

𝑥=𝑎−𝑑

𝑥=𝑎2𝑁−1

𝑖=2

= 0 
(29) 

  شرایط   به   نامعلوم   توابع  تمامی   استخراج  و   دیفرانسیل  معادلات  حل   برای 

   است.  نیاز ذاتی یا طبیعی مرزی

ای  لایهبین جدایی   حاوی  واحد  سلول  یک   برای   ذاتی   مرزی  شرایط  مجموع 

 گرفت:  نظر در  زیر صورت  به  توانیم را  میانی ماتریسی ترک از  ناشی 

 ترک  آزاد  سطوح •

�̃�𝑥𝑥𝑑

(𝑖)
|

𝑥=𝑎
= 0 ⇒ 𝜎𝑥𝑥𝑑

(𝑖) |
𝑥=𝑎

= −𝜎𝑥𝑥
0(𝑖)

 

⇒ 𝜑
𝑖𝑑

(𝑎) = 𝜎𝑥𝑥
0(𝑖) , 𝛿𝜑

𝑖𝑑
(𝑎) = 0 , 𝑖 = 2 . . 𝑁 

�̃�𝑥𝑧𝑑

(𝑖)
|

𝑥=a
= 0 ⇒ 𝜎𝑥𝑧𝑑

(𝑖) |
𝑥=a

= 0 

⇒ 𝜑
𝑖𝑑

′ (𝑎) = 0 , 𝛿𝜑
𝑖𝑑

′ (𝑎) = 0 , 𝑖 = 2 . . 𝑁 (30) 

 هاتنش پیوستگی •

�̃�𝑥𝑥𝑐

(𝑖)
|

𝑥=𝑎−𝑑
= �̃�𝑥𝑥𝑑

(𝑖)
|

𝑥=𝑎−𝑑
⇒ 𝜎𝑥𝑥𝑐

(𝑖) |
𝑥=𝑎−𝑑

= 𝜎𝑥𝑥𝑑

(𝑖) |
𝑥=𝑎−𝑑

   

⇒ 𝜑
𝑖𝑐

(𝑎 − 𝑑) = 𝜑
𝑖𝑑

(𝑎 − 𝑑) , 

𝛿𝜑
𝑖𝑐

(𝑎 − 𝑑) = 𝛿𝜑
𝑖𝑑

(𝑎 − 𝑑) , 𝑖 = 𝑁 + 1 . . 2𝑁 − 1 

�̃�𝑥𝑧𝑐

(𝑖)
|

𝑥=𝑎−𝑑
= �̃�𝑥𝑧𝑑

(𝑖)
|

𝑥=𝑎−𝑑
⇒ 𝜎𝑥𝑧𝑐

(𝑖) |
𝑥=𝑎−𝑑

= 𝜎𝑥𝑧𝑑

(𝑖) |
𝑥=𝑎−𝑑

   

⇒ 𝜑
𝑖𝑐

′ (𝑎 − 𝑑) = 𝜑
𝑖𝑑

′ (𝑎 − 𝑑) ,   

𝛿𝜑
𝑖𝑐

′ (𝑎 − 𝑑) = 𝛿𝜑
𝑖𝑑

′ (𝑎 − 𝑑) , 𝑖 = 𝑁 + 1 . . 2𝑁 − 1 (31) 

 چرخشی   تقارن •

�̃�𝑥𝑥𝑐

(𝑖)
|

𝑥=𝑑−𝑎
= �̃�𝑥𝑥𝑐

(𝑖)
|

𝑥=𝑎−𝑑
⇒ 𝜎𝑥𝑥𝑐

(𝑖) |
𝑥=𝑑−𝑎

= 𝜎𝑥𝑥𝑐

(𝑖) |
𝑥=𝑎−𝑑

  

⇒ 𝜑
𝑖𝑐

(𝑑 − 𝑎) = 𝜑
𝑖𝑐

(𝑎 − 𝑑) , 

𝛿𝜑
𝑖𝑐

(𝑑 − 𝑎) = 𝛿𝜑
𝑖𝑐

(𝑎 − 𝑑) , 𝑖 = 1 . . 2𝑁 − 1 

�̃�𝑥𝑧𝑐

(𝑖)
|

𝑥=𝑑−𝑎
= −�̃�𝑥𝑧𝑐

(𝑖)
|

𝑥=𝑎−𝑑
⇒ 𝜎𝑥𝑧𝑐

(𝑖) |
𝑥=𝑑−𝑎

= −𝜎𝑥𝑧𝑐

(𝑖)|
𝑥=𝑎−𝑑

   

⇒ 𝜑
𝑖𝑐

′ (𝑑 − 𝑎) = −𝜑
𝑖𝑐

′ (𝑎 − 𝑑) ,   

𝛿𝜑
𝑖𝑐

′ (𝑑 − 𝑎) = −𝛿𝜑
𝑖𝑐

′ (𝑎 − 𝑑) , 𝑖 = 1 . . 2𝑁 − 1 (32) 

�̃�𝑥𝑧𝑑

(𝑖)
|

𝑥=a
= −�̃�𝑥𝑧𝑑

(𝑖)
|

𝑥=−𝑎
 , 𝑖 = 𝑁 + 1 . . 2𝑁 − 2  (33) 

 انتقالی   تقارن •

�̃�𝑥𝑧𝑑

(𝑖)
|

𝑥=a
= �̃�𝑥𝑧𝑑

(𝑖)
|

𝑥=−𝑎
 , 𝑖 = 𝑁 + 1 . . 2𝑁 − 2  (34) 

  به   (29)  رابطه   در  ذاتی   مرزی  شرایط  جایگذاری  از   طبیعی  مرزی   شرایط

𝜑  نامعلوم  توابع   که  کرد  توجه  باید  طبیعی  مرزی  شرایط  در  .ندیآیم  دست
𝑖𝑐

 و 

𝜑
𝑖𝑑

𝑥  درای  لایهبین  جدایی   فاقد   و  حاوی   نواحی   مرز  در  = 𝑎 − 𝑑  به   وابسته  

- اویلر  معادلات  حل  و  مرزی   شرایط   کلیه   داشتن  اختیار  در  با   هستند.  یکدیگر

𝜑  نامعلوم   توابع  لاگرانژ،
𝑖𝑐

، 𝜑
𝑖𝑑

  دست   به  اغتشاشی   تنش  میدان   آن   پی  در  و 

  آید.می

 ای لایهبین جدایی و بیرونی پادمتقارن ماتریسی ترک •

 𝑓 نامعلوم توابع  شد،  ذکر  قبولقابل تنش  میدان  یافتن   جهت   قبلا    که   طورهمان

  راستای   در  صفحه  خارج  یهاتنش  پیوستگی  و  مرزی   شرایط   اعمال  طریق  از  𝑔و 

  پیوستگی  شرایط   که   کرد  توجه   نکته  این  به  باید   .شوندیم  محاسبه   ضخامت

  دیگر   با ای  لایهبین  جدایی   حاوی   ناحیه  در   ها زیرلایه  مشترک   فصل   در   هاتنش

  پیوستگی   و  مرزی  شرایط  بنابراین،  است.  متفاوت   واحد  سلول  ی هاقسمت

  به   بود.  خواهد   متفاوتای  لایهبین  جدایی  فاقد   و  حاوی  ناحیه  دو  برای  هاتنش

ای  لایهبین  جدایی  حاوی  ناحیه  دو  به  5  شکل  مطابق  واحد،  سلول  علت  همین

𝑎) در − 𝑑 < |𝑥| < 𝑑) در ای  لایهبین  جدایی  فاقد  و  (𝑑 < |𝑥| < 𝑎 − 𝑑) 

  جدایی  فاقد و حاوی   ناحیه  دو برای   تنش میدان ی هامؤلفه لذا .شودیم تقسیم

 . شوندیم متمایز یکدیگر   از 𝑐 و 𝑑  ی هاسی اند با   ترتیب بهای لایهبین

 

Fig. 5 Unit cell of staggered outer-ply cracked laminate with induced 

delamination 

 بیرونی پادمتقارن ماتریسی ترک از ناشیای لایهبین  جدایی حاوی واحد سلول 5شکل 
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  گرفتن   نظر  در  با  𝑧  محور  راستای  در  هاتنش  پیوستگی  و  مرزی  شرایط

 : باشدیم زیر صورت  بهای  لایهبین جدایی

 کامپوزیتی چندلایه خارجی  سطوح در هاتنش بودن   صفر •

𝜎𝑥𝑧𝑐

(1) = 𝜎𝑥𝑧𝑑

(1) = 0 , 𝜎𝑥𝑧𝑐

(4𝑁) = 𝜎𝑥𝑧𝑑

(4𝑁) = 0 

𝜎𝑧𝑧𝑐

(1) = 𝜎𝑧𝑧𝑑

(1) = 0 , 𝜎𝑧𝑧𝑐

(4𝑁) = 𝜎𝑧𝑧𝑑

(4𝑁) = 0 (35) 

 ها لایه  اتصال محل در هاتنش پیوستگی •

𝜎𝑥𝑧𝑐

(𝑖) = 𝜎𝑥𝑧𝑐

(𝑖+1) , 𝜎𝑥𝑧𝑑

(𝑖) = 𝜎𝑥𝑧𝑑

(𝑖+1)
 

𝜎𝑧𝑧𝑐

(𝑖) = 𝜎𝑧𝑧𝑐

(𝑖+1)
 , 𝜎𝑧𝑧𝑑

(𝑖) = 𝜎𝑧𝑧𝑑

(𝑖+1)
 (36) 

 ای لایهبین  جدایی  سطح در هاتنش بودن   صفر •

𝜎𝑥𝑧𝑑

(𝑁) = 𝜎𝑥𝑧𝑑

(𝑁+1) = 0 

𝜎𝑧𝑧𝑑

(𝑁) = 𝜎𝑧𝑧𝑑

(𝑁+1) = 0 (37) 

  با   داخلی  یهاتنش  تعادل   از  حاصل  معادلات   شرط  و  شرایط   این  اعمال   با 

  جدایی   فاقد  ناحیه  برای  قبولقابل  تنش   میدان  خارجی،   اعمالی   نیروهای

 .شودیم استخراجای لایهبین

𝜑  نامعلوم  تابع   شد،  ذکر  نی ازا شیپ  که   طورهمان
𝑖

  سازی مینیمم  طریق  از  

  سلول   چرخشی  تقارن  به  توجه   با   .دی آیم  دست  به  واحد  سلول  مکمل  انرژی 

  ماتریسی   ترک   از   ناشی ای  لایهبین  جدایی   حاوی   کامپوزیتی   چندلایه   واحد 

  سلول   راست  و   چپ  مهین   دو  هر  مکمل  انرژی   ،𝑧  محور  حول  بیرونی  زیگزاگی

𝑥)  واحد  سلول  مهین   ک ی  مکمل  انرژی  تنها  کافیست  و  بوده  برابر  واحد > 0) 

0  ناحیه  شود.  مینیمم < 𝑥 < 𝑎  نشان   6  شکل   در   آنچه   مطابق  واحد   سلول  از  

 است.  𝑅  نقطه   حول یا نقطه  انعکاس تقارن دارای  است   شدهداده

 

Fig. 6 Point reflection symmetry of the unit cell of staggered outer-ply 

cracked laminate [23] 

 جدایی  حاوی  کامپوزیت   واحد  سلول   در  R  نقطه   حول   ای نقطه  انعکاس  تقارن  6شکل  

 [23] بیرونی پادمتقارن ماتریسی  ترک از ناشیای لایهبین

0  ناحیه  در  مکمل  انرژی   سازی مینیمم  اینکه  دلیل  به  < 𝑥 < 𝑎  دارای  

  ی انقطه  انعکاس   تقارن   از  توان یم  ، است  زیادی   محاسباتی  یهایدگیچیپ

0  ناحیه  مکمل  انرژی   تنها  و  کرد  استفاده < 𝑥 < 𝑎   تی نها  در  و  محاسبه  را  ⁄2

 و 𝑧  محور   حول  چرخشی   تقارن  گرفتن  نظر   در  با  جه ینت  در  کرد.  سازی مینیمم 

  سلول  مکمل  انرژی  توان یم 𝑅  نقطه  به نسبت   ی انقطه انعکاس  تقارن  همچنین

  ماتریسی   ترک  از   ناشیای  لایهبین  جدایی  حاوی  کامپوزیت  ( 8)  رابطه   واحد

 نمود:  بازنویسی  زیر صورت  به   بیرونی  زیگزاگی

𝑈𝑐
′ = 2 ∫ {∑ ∫ {𝜎𝑐

(𝑖)}𝑇[𝑆
(𝑖)]{𝜎𝑐

(𝑖)}
𝑧𝑖

𝑧𝑖−1

4𝑁

𝑖=1

. 𝑑𝑧} . 𝑑𝑥

𝑎

2

𝑑

+ 2 ∫ {∑ ∫ {𝜎𝑑

(𝑖)}
𝑇
[𝑆

(𝑖)]{𝜎𝑑

(𝑖)}
𝑧𝑖

𝑧𝑖−1

4𝑁

𝑖=1

}
𝑑

0

. 𝑑𝑥 
(38) 

 آن  در  که 

{𝜎𝑐
(𝑖)}𝑇 = {𝜎𝑥𝑥𝑐

(𝑖) 𝜎𝑧𝑧𝑐

(𝑖) , 𝜎𝑥𝑧𝑐

(𝑖) } 

{𝜎𝑑

(𝑖)}
𝑇

= {𝜎𝑥𝑥𝑑

(𝑖) , 𝜎𝑧𝑧𝑑

(𝑖) , 𝜎𝑥𝑧𝑑

(𝑖) } (39) 

  در ای  لایهبین  جدایی  حاوی  و  فاقد  نواحی  تنش  میدان  گرفتن  نظر  در  با

 نوشت:  توانیم (38)  رابطه

𝑈𝑐
′ = 2 ∫ 𝐹𝑐(𝑥, {𝜑

𝑐

ˊˊ}, {, 𝜑
𝑐

′ }, {𝜑
𝑐
}). 𝑑𝑥

𝑎

2

𝑑

+ 2 ∫ 𝐹𝑑(𝑥, {𝜑
𝑑

ˊˊ}, {, 𝜑
𝑑

′ }, {𝜑
𝑑
}). 𝑑𝑥

𝑑

0

 (40) 

{𝜑
𝑐
}

𝑇
= {𝜑

2𝑐
, 𝜑

3𝑐
, … , 𝜑

4𝑁−1𝑐
}  

{𝜑
𝑑
}

𝑇
= {𝜑

3𝑑
, 𝜑

4𝑑
, … , 𝜑

4𝑁−2𝑑
} (41) 

  حساب   اعمال  از  توان یم  اغتشاشی،  مکمل  انرژی  سازی  مینیمم  جهت

 کرد: بازنویسی  زیر شکل  به را  (40) رابطه  و  کرد استفاده  تغییرات

𝛿𝑈𝑐
′ = 2 ∫ 𝛿𝐹𝑐

𝑎

2

𝑑

. 𝑑𝑥 + 2 ∫ 𝛿𝐹𝑑

𝑑

0

. 𝑑𝑥 = 0 

2 ∫ { ∑ [
𝜕𝐹𝑐

𝜕𝜑𝑖𝑐

(𝛿𝜑𝑖𝑐
) +

𝜕𝐹𝑐

𝜕𝜑𝑖𝑐

′ (𝛿𝜑𝑖𝑐

′ ) +
𝜕𝐹𝑐

𝜕𝜑𝑖𝑐

ˊˊ (𝛿𝜑𝑖𝑐

ˊˊ )]

4𝑁−1

𝑖=2

}

𝑎

2

𝑑

. 𝑑𝑥

+ 2 ∫ { ∑ [
𝜕𝐹𝑑

𝜕𝜑𝑖𝑑

(𝛿𝜑𝑖𝑑
) +

𝜕𝐹𝑑

𝜕𝜑𝑖𝑑

′ (𝛿𝜑𝑖𝑑

′ )

4𝑁−2

𝑖=3

𝑑

0

+
𝜕𝐹𝑑

𝜕𝜑𝑖𝑑

ˊˊ (𝛿𝜑𝑖𝑑

ˊˊ )]} . 𝑑𝑥 = 0 (42) 

  نامعلوم   توابع   که نی ا  به  توجه   با  و  ی، ارهیزنج  ی ریگانتگرال  گرفتن   نظر  در   با 

𝜑
𝑖𝑐

𝜑  و 
𝑖𝑑

𝑥  درای  لایهبین  جدایی   فاقد   و  حاوی  نواحی  مرز  در   جز  = 𝑎  از  

 بود:   خواهد زیر   صورت  به لاگرانژ  اویلر معادلات هستند، مستقل یکدیگر

𝜕𝐹𝑑

𝜕𝜑
𝑖𝑑

−
𝑑

𝑑𝑥
(

𝜕𝐹𝑑

𝜕𝜑
𝑖𝑑

′
) +

𝑑2

𝑑𝑥2
(

𝜕𝐹𝑑

𝜕𝜑
𝑖𝑑

ˊˊ
) = 0 , 𝑖 = 3 . . 4𝑁 − 2 

(43) 

𝜕𝐹𝑐

𝜕𝜑
𝑖𝑐

−
𝑑

𝑑𝑥
(

𝜕𝐹𝑐

𝜕𝜑
𝑖𝑐

′
) +

𝑑2

𝑑𝑥2
(

𝜕𝐹𝑐

𝜕𝜑
𝑖𝑐

ˊˊ
) = 0 , 𝑖 = 2 . . 4𝑁 − 1 

(44) 

   مرزی  شرایط  همراه  به 

∑ [{
𝜕𝐹𝑐

𝜕𝜑
𝑖𝑐

′
−

𝑑

𝑑𝑥
(

𝜕𝐹𝑐

𝜕𝜑
𝑖𝑐

ˊˊ
)} (𝛿𝜑

𝑖𝑐
)]

𝑥=𝑑

𝑥=
𝑎

2
4𝑁−1

𝑖=2

+ ∑ [{(
𝜕𝐹𝑐

𝜕𝜑
𝑖𝑐

ˊˊ
)} (𝛿𝜑

𝑖𝑐

′ )]

𝑥=𝑑

𝑥=
𝑎

2
4𝑁−1

𝑖=2

+ ∑ [{
𝜕𝐹𝑑

𝜕𝜑
𝑖𝑑

′
−

𝑑

𝑑𝑥
(

𝜕𝐹𝑑

𝜕𝜑
𝑖𝑑

ˊˊ
)} (𝛿𝜑

𝑖𝑑
)]

𝑥=0

𝑥=𝑑4𝑁−2

𝑖=3

+ ∑ [{(
𝜕𝐹𝑑

𝜕𝜑
𝑖𝑑

ˊˊ
)} (𝛿𝜑

𝑖𝑑

′ )]

𝑥=0

𝑥=𝑑4𝑁−2

𝑖=3

= 0 
(45) 
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  شرایط   به   نامعلوم   توابع  تمامی   استخراج  و   دیفرانسیل  معادلات  حل   برای 

   است.  نیاز ذاتی یا طبیعی مرزی

ای  لایهبین جدایی   حاوی  واحد  سلول  یک   برای   ذاتی   مرزی  شرایط  مجموع 

 گرفت:  نظر در  زیر  صورت به  توانیم  را   بیرونی زیگزاگی  ماتریسی  ترک  از ناشی

 ترک  آزاد  سطوح •

�̃�𝑥𝑥𝑑

(𝑖)
|

𝑥=0
= 0 ⇒ 𝜎𝑥𝑥𝑑

(𝑖) |
𝑥=0

= −𝜎𝑥𝑥
0(𝑖)

 

⇒ 𝜑
𝑖𝑑

(0) = 𝜎𝑥𝑥
0(𝑖) , 𝛿𝜑

𝑖𝑑
(0) = 0 , 𝑖 = 3 . . 𝑁 

�̃�𝑥𝑧𝑑

(𝑖)
|

𝑥=0
= 0 ⇒ 𝜎𝑥𝑧𝑑

(𝑖) |
𝑥=0

= 0 

⇒ 𝜑
𝑖𝑑

′ (0) = 0 , 𝛿𝜑
𝑖𝑑

′ (0) = 0 , 𝑖 = 3 . . 𝑁 (46) 

 هاتنش پیوستگی •

�̃�𝑥𝑥𝑐

(𝑖)
|

𝑥=𝑎−𝑑
= �̃�𝑥𝑥𝑑

(𝑖)
|

𝑥=𝑎−𝑑
⇒ 𝜎𝑥𝑥𝑐

(𝑖) |
𝑥=𝑎−𝑑

= 𝜎𝑥𝑥𝑑

(𝑖) |
𝑥=𝑎−𝑑

 

⇒ 𝜑
𝑖𝑐

(𝑎 − 𝑑) = 𝜑
𝑖𝑑

(𝑎 − 𝑑) ,   

𝛿𝜑
𝑖𝑐

(𝑎 − 𝑑) = 𝛿𝜑
𝑖𝑑

(𝑎 − 𝑑) , 𝑖 = 2 . . 4𝑁 − 1 

�̃�𝑥𝑧𝑐

(𝑖)
|

𝑥=𝑎−𝑑
= �̃�𝑥𝑧𝑑

(𝑖)
|

𝑥=𝑎−𝑑
⇒ 𝜎𝑥𝑧𝑐

(𝑖) |
𝑥=𝑎−𝑑

= 𝜎𝑥𝑧𝑑

(𝑖) |
𝑥=𝑎−𝑑

 

⇒ 𝜑
𝑖𝑐

′ (𝑎 − 𝑑) = 𝜑
𝑖𝑑

′ (𝑎 − 𝑑) ,   

𝛿𝜑
𝑖𝑐

′ (𝑎 − 𝑑) = 𝛿𝜑
𝑖𝑑

′ (𝑎 − 𝑑) , 𝑖 = 2 . . 4𝑁 − 1 (47) 

 چرخشی   تقارن •

�̃�𝑥𝑧𝑑

(𝑖)
|

𝑥=0
= 0 ⇒ 𝜎𝑥𝑧𝑑

(𝑖) |
𝑥=0

= 0 ⇒ 𝜑
𝑖𝑑

′ (0) = 0 

⇒ 𝛿𝜑
𝑖𝑑

′ (0) = 0 , 𝑖 = 𝑁 + 1 . . 4𝑁 − 2 (48) 

 ای نقطه انعکاس   تقارن •

�̃�𝑥𝑥𝑐

(𝑖)
|

𝑥=𝑎 2⁄ = �̃�𝑥𝑥𝑐

(4𝑁+1−𝑖)
|

𝑥=𝑎 2⁄  

⇒ 𝜎𝑥𝑥𝑐

(𝑖) |
𝑥=𝑎 2⁄ = 𝜎𝑥𝑥𝑐

(4𝑁+1−𝑖)|
𝑥=𝑎 2⁄  

⇒ 𝜑
𝑖𝑐

(𝑎 2⁄ ) = 𝜑
4𝑁+1−𝑖𝑐

(𝑎 2⁄ ) ,   

𝛿𝜑
𝑖𝑐

(𝑎 2⁄ ) = 𝛿𝜑
4𝑁+1−𝑖𝑐

(𝑎 2⁄ ) , 𝑖 = 2 . . 2𝑁    

�̃�𝑥𝑧𝑐

(𝑖)
|

𝑥=𝑎 2 ⁄ ,𝑍=𝑧
= �̃�𝑥𝑧𝑐

(4𝑁+1−𝑖)
|

𝑥=𝑎 2 ⁄ ,𝑍=𝑧
 

⇒ 𝜎𝑥𝑧𝑐

(𝑖) |
𝑥=𝑎 2 ⁄ ,𝑍=𝑧

= 𝜎𝑥𝑧𝑐

(4𝑁+1−𝑖)|
𝑥=𝑎 2 ⁄ ,𝑍=𝑧

 

⇒ 𝜑
𝑖𝑐

′ (𝑎 2⁄ ) = −𝜑
4𝑁+1−𝑖𝑐

′ (𝑎 2⁄ ) ,   

𝛿𝜑
𝑖𝑐

′ (𝑎 2⁄ ) = −𝛿𝜑
4𝑁+1−𝑖𝑐

′ (𝑎 2⁄ ) , 𝑖 = 2 . . 2𝑁   (49) 

  به   (45)  رابطه   در   ذاتی  مرزی   شرایط  گذاری جای  از  طبیعی  مرزی   شرایط 

  توابع   که   کرد  توجه  نکته   این  به  باید  طبیعی  مرزی  شرایط  در  .ندیآیم  دست

𝜑  نامعلوم 
𝑖𝑐

𝜑  و 
𝑖𝑑

𝑥  در   یاهی لا بین  جدایی  فاقد   و  حاوی  نواحی  مرز  در  = 𝑑 

  معادلات   حل   و  مرزی  شرایط  کلیه  داشتن  اختیار  در  با   هستند.  یکدیگر   به   وابسته

𝜑  نامعلوم  توابع  کلیه  لاگرانژ،- اویلر
𝑖𝑐

𝜑  و 
𝑖𝑑

  اغتشاشی   تنش  میدان  آن  پی  در  و 

 آید. می دست  به

 ای لایهبین جدایی و بیرونی متقارن ماتریسی ترک •

  ترک   از  ناشیای  لایهبین  جدایی  حاوی  کامپوزیتی  چندلایه  واحد  سلول

  داخل   یکنواخت   کششی  محورهتک  بارگذاری   تحت   بیرونی   متقارن   ماتریسی

  جدایی   و  ماتریسی  یخوردگترک  دچار  درجه  90  یهاهیلا   که  ،باشدیم  یاصفحه

 ،𝑥𝑦  صفحه   به  نسبت  تقارن  وجود  دلیل  به  .اندشده  آن  از  ناشیای  لایهبین

𝑧)  نیمه در  تنها  را  واحد سلول تنش  میدان توانیم ≥   آن و  گرفت نظر   در (0

   داد. تعمیم واحد  سلول  حجم  تمام  به را

  رابطه   خارجی   اعمالی  نیروهای  با  داخلی  یهاتنش  تعادل  از  حاصل  معادله 

 کرد:  بازنویسی  زیر به صورت   توانیم را (6)

∑ 𝜑
𝑖

2𝑁

𝑖=1

(𝑥)𝑡(𝑖) = 0 (50) 

  توابع   شد،   بیان   قبلا   که  طورهمان  قبولقابل  تنش  میدان   یافتن  جهت

  صفحه  خارج  یهاتنش  پیوستگی  و   مرزی  شرایط  اعمال  طریق  از 𝑓،  𝑔  نامعلوم

  شرایط   که   کرد  توجه  نکته  این  به  باید   .شوندیم  محاسبه   ضخامت   راستای  در

ای  لایهبین  جدایی  حاوی  ناحیه  در  هازیرلایه  مشترک  فصل  در  هاتنش  پیوستگی

  پیوستگی  و   مرزی  شرایط   بنابراین،   است.  متفاوت  واحد  سلول  یهاقسمت  دیگر   با

  به   بود.  خواهد   متفاوتای  لایهبین  جدایی  فاقد   و  حاوی  ناحیه  دو  برای  هاتنش

ای  لایهبین  جدایی  حاوی  ناحیه  دو  به  ،7  شکل  مطابق  واحد  سلول  علت  همین

𝑎) در − 𝑑 < |𝑥| < 𝑑) در ای  لایهبین  جدایی  فاقد  و  (𝑑 < |𝑥| < 𝑎 − 𝑑) 

  جدایی  فاقد و حاوی   ناحیه  دو برای   تنش میدان ی هامؤلفه لذا .شودیم تقسیم

 . شوندیم متمایز یکدیگر   از 𝑐 و 𝑑  ی هاسی اند با   ترتیب بهای لایهبین

 

Fig. 7 Unit cell of symmetric outer-ply cracked laminate with induced 

delamination 

 بیرونی  متقارن ماتریسی ترک از ناشیای لایهبین جدایی حاوی واحد سلول 7شکل 

  گرفتن   نظر  در  با  𝑧  محور  راستای  در  هاتنش  پیوستگی  و  مرزی  شرایط

 : باشدیم زیر به صورت ای  لایهبین جدایی

 کامپوزیتی چندلایه خارجی  سطوح در هاتنش بودن   صفر •

𝜎𝑥𝑧𝑐

(2𝑁) = 𝜎𝑥𝑧𝑑

(2𝑁) = 0 

𝜎𝑧𝑧𝑐

(2𝑁) = 𝜎𝑧𝑧𝑑

(2𝑁) = 0 (51) 

 ها لایه  اتصال محل در هاتنش پیوستگی •

𝜎𝑥𝑧𝑐

(𝑖) = 𝜎𝑥𝑧𝑐

(𝑖+1)  &  𝜎𝑥𝑧𝑑

(𝑖) = 𝜎𝑥𝑧𝑑

(𝑖+1)
 

𝜎𝑧𝑧𝑐

(𝑖) = 𝜎𝑧𝑧𝑐

(𝑖+1)  &  𝜎𝑧𝑧𝑑

(𝑖) = 𝜎𝑧𝑧𝑑

(𝑖+1)
 (52) 

 ای لایهبین  جدایی  سطح در هاتنش بودن   صفر •

𝜎𝑥𝑧𝑑

(𝑁) = 𝜎𝑥𝑧𝑑

(𝑁+1) = 0 

𝜎𝑧𝑧𝑑

(𝑁) = 𝜎𝑧𝑧𝑑

(𝑁+1) = 0 (53) 

 میانی  صفحه   به نسبت  ی اهی لا کامپوزیت   تقارن •

𝜎𝑥𝑧𝑐

(1) = 𝜎𝑥𝑧𝑑

(1) = 0 (54) 

𝒂 − 𝒅 

1 

𝑁 

𝑖 

2𝑁 

𝑥 

𝑧 

𝒂 − 𝒅 𝒅 
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  تعادل   از  حاصل  معادلات  شرط  و  پیوستگی  و  مرزی  شرایط  اعمال  با

  ناحیه  برای  قبولقابل  تنش  میدان   خارجی،  اعمالی نیروهای با  داخلی   یهاتنش

 .شودیم استخراجای لایهبین جدایی  فاقد 

𝜑  نامعلوم  تابع 
𝑖

  مکمل   انرژی   سازی   مینیمم  طریق  از   شد   ذکر   که   طور همان 

  جدایی   حاوی  کامپوزیتی  چندلایه  واحد  سلول  تقارن  علت  به  .دیآیم  دست  به

  انرژی   توان یم  ،𝑥𝑦  صفحه  به   نسبت   میانی   ماتریسی  ترک   از  ناشی ای  لایهبین

  واحد  سلول  تقارن  همچنین  کرد.  مینیمم  را  واحد  سلول  بالایی  نیمه  مکمل

  حاوی  ناحیه  دو  هر  در   یکسان  مکمل  انرژی  به  منجر   نیز  ،𝑦𝑧  صفحه   به   نسبت

𝑥  درای  لایهبین  جدایی > 𝑎 − 𝑑 و  𝑥 < 𝑑 − 𝑎 انرژی   جهینت  در   .شودی م  

  به صورت   ذکرشده  یهاتقارن  اعمال  و   (8)  رابطه  اساس  بر  واحد  سلول  مکمل

 است:  بازنویسی  قابل زیر 

𝑈𝑐
′ = ∫ {∑ ∫ {𝜎𝑐

(𝑖)}𝑇[𝑆(𝑖)]{𝜎𝑐
(𝑖)}. 𝑑𝑧

𝑍𝑖

𝑍𝑖−1

2𝑁

𝑖=1

} . 𝑑𝑥

𝑎−𝑑

𝑑−𝑎

+ 2 ∫ {∑ ∫ {𝜎𝑑

(𝑖)}
𝑇
[𝑆(𝑖)]{𝜎𝑑

(𝑖)}. 𝑑𝑧

𝑍𝑖

𝑍𝑖−1

2𝑁

𝑖=1

}
𝑎

𝑎−𝑑

. 𝑑𝑥 
(55) 

 آن  در  که 

{𝜎𝑐
(𝑖)}𝑇 = {𝜎𝑥𝑥𝑐

(𝑖) 𝜎𝑧𝑧𝑐

(𝑖) , 𝜎𝑥𝑧𝑐

(𝑖) } 

{𝜎𝑑

(𝑖)}
𝑇

= {𝜎𝑥𝑥𝑑

(𝑖) , 𝜎𝑧𝑧𝑑

(𝑖) , 𝜎𝑥𝑧𝑑

(𝑖) } (56) 

  در ای  لایهبین  جدایی  حاوی  و  فاقد  نواحی  تنش  میدان  گرفتن  نظر  در  با

 نوشت:  توانیم (55)  رابطه

𝑈𝑐
′ = ∫ 𝐹𝑐(𝑥, {𝜑

𝑐

ˊˊ}, {𝜑
𝑐

′ }, {𝜑
𝑐
}). 𝑑𝑥

𝑎−𝑑

𝑑−𝑎

+ 2 ∫ 𝐹𝑑(𝑥, {𝜑
𝑑

ˊˊ}, {𝜑
𝑑

′ }, {𝜑
𝑑
})

𝑎

𝑎−𝑑

. 𝑑𝑥 (57) 

{𝜑
𝑐
}

𝑇
= {𝜑

2𝑐
, 𝜑

3𝑐
, … , 𝜑

2𝑁𝑐
}  

{𝜑
𝑑
}

𝑇
= {𝜑

2𝑑
, 𝜑

3𝑑
, … , 𝜑

2𝑁−2𝑑
} (58) 

  اپراتور   اعمال  از  توانیم  اغتشاشی،  مکمل  انرژی  سازیمینیمم  جهت

 :شودیم بازنویسی  زیر شکل  به (57)  رابطه و کرد استفاده تغییرات حساب 

𝛿𝑈𝑐
′ = ∫ 𝛿𝐹𝑐. 𝑑𝑥 + 2 ∫ 𝛿𝐹𝑑. 𝑑𝑥 = 0

𝑎

𝑎−𝑑

𝑎−𝑑

𝑑−𝑎

 

∫ ∑ [
𝜕𝐹𝑐

𝜕𝜑
𝑖𝑐

(𝛿𝜑
𝑖𝑐

) +
𝜕𝐹𝑐

𝜕𝜑
𝑖𝑐

′
(𝛿𝜑

𝑖𝑐

′ ) +
𝜕𝐹𝑐

𝜕𝜑
𝑖𝑐

ˊˊ
(𝛿𝜑

𝑖𝑐

ˊˊ )]

2𝑁

𝑖=2

𝑎−𝑑

𝑑−𝑎

. 𝑑𝑥

+ 2 ∫ {∑ [
𝜕𝐹𝑑

𝜕𝜑
𝑖𝑑

(𝛿𝜑
𝑖𝑑

) +
𝜕𝐹𝑑

𝜕𝜑
𝑖𝑑

′
(𝛿𝜑

𝑖𝑑

′ )

2𝑁−2

𝑖=2

𝑎

𝑎−𝑑

+
𝜕𝐹𝑐

𝜕𝜑
𝑖𝑑

ˊˊ
(𝛿𝜑

𝑖𝑑

ˊˊ )]} . 𝑑𝑥 = 0 
(59) 

  نامعلوم   تابع   نکهیا   به  توجه  با  و  ی، ارهیزنج  یریگانتگرال  گرفتن   نظر   در  با 

𝜑
𝑖𝑐

𝜑  و 
𝑖𝑑

𝑥  درای  لایهبین  جدایی   فاقد   و  حاوی  نواحی  مرز  در   جز  = 𝑎  از  

 بود:   خواهد زیر   به صورت لاگرانژ- اویلر معادلات هستند، مستقل یکدیگر

𝜕𝐹𝑑

𝜕𝜑
𝑖𝑑

−
𝑑

𝑑𝑥
(

𝜕𝐹𝑑

𝜕𝜑
𝑖𝑑

′
) +

𝑑2

𝑑𝑥2
(

𝜕𝐹𝑑

𝜕𝜑
𝑖𝑑

ˊˊ
) = 0 , 𝑖 = 2 . . 2𝑁 − 2 

(60) 

𝜕𝐹𝑐

𝜕𝜑
𝑖𝑐

−
𝑑

𝑑𝑥
(

𝜕𝐹𝑐

𝜕𝜑
𝑖𝑐

′
) +

𝑑2

𝑑𝑥2
(

𝜕𝐹𝑐

𝜕𝜑
𝑖𝑐

ˊˊ
) = 0 , 𝑖 = 2 . . 2𝑁 

(61) 

   مرزی  شرایط  همراه  به 

∑ [{
𝜕𝐹𝑐

𝜕𝜑
𝑖𝑐

′
−

𝑑

𝑑𝑥
(

𝜕𝐹𝑐

𝜕𝜑
𝑖𝑐

ˊˊ
)} (𝛿𝜑

𝑖𝑐
)]

𝑥=𝑑−𝑎

𝑥=𝑎−𝑑2𝑁

𝑖=2

+ ∑ [{(
𝜕𝐹𝑐

𝜕𝜑
𝑖𝑐

ˊˊ
)} (𝛿𝜑

𝑖𝑐

′ )]

𝑥=𝑑−𝑎

𝑥=𝑎−𝑑2𝑁

𝑖=2

+ ∑ [{
𝜕𝐹𝑑

𝜕𝜑
𝑖𝑑

′
−

𝑑

𝑑𝑥
(

𝜕𝐹𝑑

𝜕𝜑
𝑖𝑑

ˊˊ
)} (𝛿𝜑

𝑖𝑑
)]

𝑥=𝑎−𝑑

𝑥=𝑎2𝑁−2

𝑖=2

+ ∑ [{(
𝜕𝐹𝑑

𝜕𝜑
𝑖𝑑

ˊˊ
)} (𝛿𝜑

𝑖𝑑

′ )]

𝑥=𝑎−𝑑

𝑥=𝑎2𝑁−2

𝑖=2

= 0 
(62) 

  شرایط   به  نامعلوم  توابع   تمامی  استخراج  و  دیفرانسیل  معادلات   حل  برای  

 است.   نیاز ذاتی یا طبیعی مرزی

ای  لایهبین جدایی   حاوی  واحد  سلول  یک   برای   ذاتی   مرزی  شرایط  مجموع 

 گرفت: نظر   در زیر   به صورت توانیم  را  بیرونی متقارن  ماتریسی ترک از  ناشی 

 ترک  آزاد  سطوح •

�̃�𝑥𝑥𝑑

(𝑖)
|

𝑥=𝑎
= 0 ⇒ 𝜎𝑥𝑥𝑑

(𝑖) |
𝑥=𝑎

= −𝜎𝑥𝑥
0(𝑖)

 

⇒ 𝜑
𝑖𝑑

(𝑎) = 𝜎𝑥𝑥
0(𝑖), 𝛿𝜑

𝑖𝑑
(𝑎) = 0,

𝑖 = 𝑁 + 1 . . 2𝑁 − 2 

�̃�𝑥𝑧𝑑

(𝑖)
|

𝑥=𝑎
= 0 ⇒ 𝜎𝑥𝑧𝑑

(𝑖) |
𝑥=𝑎

= 0 

⇒ 𝜑
𝑖𝑑

′ (𝑎) = 0, 𝛿𝜑
𝑖𝑑

′ (𝑎) = 0, 𝑖 = 𝑁 + 1 . . 2𝑁 − 2 (63) 

 هاتنش پیوستگی •

�̃�𝑥𝑥𝑐

(𝑖)
|

𝑥=𝑎−𝑑
= �̃�𝑥𝑥𝑑

(𝑖)
|

𝑥=𝑎−𝑑
⇒ 𝜎𝑥𝑥𝑐

(𝑖) |
𝑥=𝑎−𝑑

= 𝜎𝑥𝑥𝑑

(𝑖) |
𝑥=𝑎−𝑑

 

⇒ 𝜑
𝑖𝑐

(𝑎 − 𝑑) = 𝜑
𝑖𝑑

(𝑎 − 𝑑) , 

𝛿𝜑
𝑖𝑐

(𝑎 − 𝑑) = 𝛿𝜑
𝑖𝑑

(𝑎 − 𝑑) , 𝑖 = 2 . . 2𝑁 

�̃�𝑥𝑧𝑐

(𝑖)
|

𝑥=a−d
= �̃�𝑥𝑧𝑑

(𝑖)
|

𝑥=𝑎−𝑑
⇒ 𝜎𝑥𝑧𝑐

(𝑖)|
𝑥=a−d

= 𝜎𝑥𝑧𝑑

(𝑖) |
𝑥=a−d

   

⇒ 𝜑
𝑖𝑐

′ (𝑎 − 𝑑) = 𝜑
𝑖𝑑

′ (𝑎 − 𝑑) , 

𝛿𝜑
𝑖𝑐

′ (𝑎 − 𝑑) = 𝛿𝜑
𝑖𝑑

′ (𝑎 − 𝑑) , 𝑖 = 2 . . 2𝑁 (64) 

 چرخشی   تقارن •

�̃�𝑥𝑥𝑐

(𝑖)
|

𝑥=𝑑−𝑎
= �̃�𝑥𝑥𝑐

(𝑖)
|

𝑥=𝑎−𝑑
⇒ 𝜎𝑥𝑥𝑐

(𝑖) |
𝑥=𝑑−𝑎

= 𝜎𝑥𝑥𝑐

(𝑖) |
𝑥=𝑎−𝑑

 

⇒ 𝜑
𝑖𝑐

(𝑑 − 𝑎) = 𝜑
𝑖𝑐

(𝑎 − 𝑑) ,   

𝛿𝜑
𝑖𝑐

(𝑑 − 𝑎) = 𝛿𝜑
𝑖𝑐

(𝑎 − 𝑑) , 𝑖 = 2 . . 2𝑁 

�̃�𝑥𝑧𝑐

(𝑖)
|

𝑥=𝑑−𝑎
= −�̃�𝑥𝑧𝑐

(𝑖)
|

𝑥=𝑎−𝑑
⇒ 𝜎𝑥𝑧𝑐

(𝑖) |
𝑥=𝑑−𝑎

= −𝜎𝑥𝑧𝑐

(𝑖)|
𝑥=𝑎−𝑑

 

⇒ 𝜑
𝑖𝑐

′ (𝑑 − 𝑎) = −𝜑
𝑖𝑐

′ (𝑎 − 𝑑) , 

𝛿𝜑
𝑖𝑐

′ (𝑑 − 𝑎) = −𝛿𝜑
𝑖𝑐

′ (𝑎 − 𝑑) , 𝑖 = 2 . . 2𝑁 (65) 

�̃�𝑥𝑧𝑑

(𝑖)
|

𝑥=𝑎
= −�̃�𝑥𝑧𝑑

(𝑖)
|

𝑥=−𝑎
 , 𝑖 = 2 . . 𝑁  (66) 

 انتقالی   تقارن •

�̃�𝑥𝑧𝑑

(𝑖)
|

𝑥=a
= �̃�𝑥𝑧𝑑

(𝑖)
|

𝑥=−𝑎
 , 𝑖 = 2 . . 𝑁 (67) 
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  به   (62)  رابطه  در  ذاتی  مرزی  شرایط  جایگذاری  از  طبیعی  مرزی  شرایط

𝜑  نامعلوم  توابع   که  کرد  توجه  باید  طبیعی  مرزی  شرایط  در  .ندیآیم  دست
𝑖𝑐

و  

𝜑
𝑖𝑑

𝑥  درای  لایهبین  جدایی   فاقد   و  حاوی   نواحی   مرز  در  = 𝑎 − 𝑑  به   وابسته  

- اویلر  معادلات  حل  و  مرزی   شرایط   کلیه   داشتن  اختیار  در  با   هستند.  یکدیگر

𝜑  نامعلوم   توابع  لاگرانژ،
𝑖𝑐

𝜑 و 
𝑖𝑑

  دست   به  اغتشاشی   تنش  میدان   آن   پی  در  و 

 آید.می

  سلول   در  تنش  میدان   محاسبه  برای  گردید،   ارائه پیش از این    که   روابطی

  جدایی  بدون   بیرونی   متقارن   ماتریسی  ترک   حاوی  کامپوزیتی  چندلایه   واحد 

𝑑)ای  لایهبین جدایی  طول  حالت این  در  دارد. کاربرد  نیزای  لایهبین =   در  (0

ای  لایهبین جدایی فاقد  ناحیه   یک   تنها  واحد  سلول   تمامی   و  شود یم  گرفته  نظر

  فاقد  ناحیه به  مربوط   نامعلوم  توابع   و  اغتشاشی  ی هاتنش  تنها   .شودیم  شامل  را

 .مانندیم باقی (𝑐  اندیس  )با  ایلایهبین جدایی

 یک  از  بیش  در  هاترک   سازیمدل  جهت  خوردهترک   لایه  سازیهموژن   1-3-

 جهت

  ی اهی لا  کامپوزیت  یک  سفتی   ماتریس  توانیم  که  شد  مشخص   قبل  بخش   در

  قرار  بخش  این   در   آورد.  دستبه    را   ماتریسی   ی هاترک  حاوی   متعامد  متقارن 

  ترک   لایه   یک   در   فقط  که   ی حالت  در  ،خوردهترکه  یلا   سفتی  ماتریس  که   است 

  روش   از  استفاده  با  که   استآن    بخش  این   هدف  ید.آ  دست ه  ب   باشد  داشته   وجود

  برای   آمده دستهب  نتایج  با  را  آن  و  بررسی  را  هی لا  دو  در  ترک  بتوان  ی سازهموژن

  روش  دقت  تا  کرد   مقایسه   پادمتقارن   و  متقارن  خوردگی ترک  یهاحالت

  این   بخش  این  در  سازیهموژن  از  منظور  گیرد.  قرار  ارزیابی  مورد  یسازهموژن

  که  شود  داده  تغییر نحوی  به  خورده ترکه یلا  سفتی  ماتریسی  ضرایب که  است 

  ماتریس   و  ترک  بدون  سالم  یهاهیلا  ترکیب  از  چندلایه  کل  سفتی  ماتریس

  با   جدید  هی لا   یک  شود  فرض  که  یاگونه  به  بیاید،  دسته  ب  جدید  خوردهترک

  آوردن   دسته  ب   برای  است.  شده  جایگزین  چندلایه  در   افتهی رییتغ  مشخصات

  رابطه   شده،   هموژن   یاهیلا   کامپوزیت   در   خورده ترکه  ی لا   سفتی  ماتریس

  یهابخش  تحلیل  از  آمده  دسته  ب  چندلایه  کله  صفح  داخل  سفتی  ماتریس

 : شودیم بیان  زیر صورته  ب لایه، هر سفتی  یهاسی ماتر  با گذشته 

[𝐴𝑐] = 2 ∑ 𝑡𝑖[�̅�
𝑖
]

𝑁

𝑖=1

 
(68) 

�̅�]  ام،𝑖ه  ی لا  ضخامت  𝑡𝑖  ، هاهی لا  تعداد   نصف  بیانگر  𝑁  بالا  رابطه  در
𝑖
  بیانگر  [

  برای   که  آنجا  از  است.  اصلی  مختصات  یمحورها  در  ام𝑖ه  یلا   سفتی  ماتریس

  دارد،   وجود  ترک  لایه  یک  در  فقط  شود  فرض  بایستی  یسازهموژن  روش  اعمال

  ق یطر   از  لایه  این  سفتی  ماتریس   صورت  این  در  .شودیم  فرض 𝑘  لایه   اینه  شمار 

 :دی آیم دسته ب زیر ه رابط 

[�̅�
𝑘
] =

1

𝑡𝑘

(
1

𝑡𝑘

− 2 ∑ 𝑡𝑖[�̅�
𝑖
]

𝑁

𝑖=1
𝑖≠𝑘

) 

(69) 

  است   یکاف  هاهیلا   دیگر  در  خوردگیترک  یهالیتحل  برای  صورت  این  در

  نوشتن  روند  و  جایگزین   بالاه  رابط   از   را   قدیمی ه  خوردترکه  یلا   مشخصات 

 . کرد تکرار ترک جدید حالت  برای  را  تنش میدان  آوردن  دسته ب و معادلات 

 کرنشی انرژی رهایی نرخ 2-3-

  بررسی   و   مطالعه   کامپوزیتی،  ی هاهیچندلا  طراحی   در   اصلی   معیارهای  از   یکی

  مکانیک   روش   بر   مبتنی  معیار   است.  ی خوردگترک  رشد   و   شروع   ینیب شیپ

  انرژی  نرخ  میزان  که   افتدیم اتفاق شکست زمانی  کند یم بیان  محدود شکست

 باشد. بیشتر  بحرانی مقدار  از  آزادشده

 ماتریسی ترک شروع   1-2-3-

 است.  ترمودینامیکی فرایند   حین  کل، انرژی بقای بیانگر  (70)  رابطه

∆𝑊

∆𝐴
−

∆𝑈

∆𝐴
=

∆𝐾

∆𝐴
−

∆𝑞

∆𝐴
+ 𝛾 (70) 

  واحد   سطح  برای  نیاز  مورد  هایانرژی  مجموع  بیانگر  معادله  چپ  سمت

  راست   سمت  شود.می  بیان 𝐺  انرژی  رهاسازی   نرخ  عنوان  تحت  که   است   ترک

  های شکل  به   ترک   ایجاد  فرایند   طول  در   که   است  ی هایانرژی  مجموع  معادله، 

  بحرانی  نرخ  عنوان  تحت  هاانرژی  این   مجموع  شود.می  رهاسازی  مختلف

  در   انرژی  رهاسازی  نرخ   محاسبه  شود.می  شناخته  𝐺𝐶  انرژی  رهاسازی

  شرایط   از   ثرأمت  ماتریسی،  یهاترک  رشد  و  شروع  نظیر  غیرتدریجی  فرایندهای

  است  ممکن   ترک   سطوح  ایجاد  است.  آسیب   گیریشکل  فرایند   حین   بارگذاری

  را   بارگذاری   شرایط   8  شکل  گیرد.  صورت ثابت-جاییجابه و  ثابت-بار شرایط  در

 دهد. می نشان

 

Fig. 8 Load-displacement curve 

 جایی جابه-نیرو نمودار 8شکل 

𝐸eff)  همانند  آسیب   حاوی  کامپوزیت   باقیمانده  مکانیکی  خواص 

damaged)  

  توزیع( و چگالی )نوع، وضعیت  از  تابعی تنها  و بوده  بارگذاری  شرایط   از مستقل

استآس   یا   ثابت -بار  نوع   از   فارغ   ، دهیدبیآس  کامپوزیت   دلیل  همین   به  .یب 

 بود.  خواهد  یکسان  مکانیکی  خواص  دارای  فرایند،  بودن  ثابت-جاییجابه

  کار  شود،   انجام   ثابت  یی جاجابه  شرایط  در   آسیب  ایجاد  فرایند   کهیدرصورت

  تغییرات   تنها  انرژی،  رهاسازی  نرخ  و  بود  خواهد  صفر  برابر 𝑊∆خارجی   نیروهای

  .شودیم شامل را  آسیب بروز  از  بعد و  قبل کامپوزیت، کرنشی انرژی 

 ماتریسی ترک  رشد 2-2-3-

  بار   افزایش  دهیم،  قرارای  صفحه  داخل  بارگذاری  تحت  را  ای لایه  کامپوزیت  اگر

  محاسبه   شود.  چندلایه   در   آسیب   از   جدیدی  سطوح  ایجاد  به  منجر  است  ممکن

  شناخت   نیازمند  ماتریسی  یهاترک  رشد  فرایند  حین   انرژی  رهاسازی  نرخ

  است.   جدید  آسیب  سطح   ایجاد  از  بعد   و  قبل  حالت   دو  در  آسیب  وضعیت

𝜌  ترک  چگالی  با  میانی   ماتریسی  یهاترک  حاوی  کامپوزیتی  چندلایه =

1 2⁄ 𝑎،  نشان  را  واحدی   سلول   میکرومکانیکی  تحلیل  از  حاصل   تنش   میدان  

  در   واحد  سلول  وسط   در   میانی  لایه  در 𝜎𝑥𝑥  محوری  تنش   بیشینه  که   ،دهدیم

𝑥 =   بیشینه   کهیدرصورت  شودیم  ینیب شیپ  دلیل  همین  به  .شودیم  واقع 0

  ایجاد  واحد   سلول  وسط   در  جدید  ترک  برسد   مشخصی  حد   به   محوری   ترک

  گردد. برابر   دو ماتریسی ترک چگالی  و شود
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 ای لایه بین  جدایی شروع  و ماتریسی ترک اشباع   3-2-3-

  در  غالب  آسیب  نوع  ینیب شیپ  برای  معیاری  تواندمی  انرژی  رهاسازی  نرخ

  انرژی   رهاسازی  نرخ  هرگاه  آسیب   رشد  معیار  اساس  بر  باشد.  کامپوزیتی  چندلایه

  رشد   آسیب  شود،  برابر  انرژی   رهاسازی  بحرانی  نرخ   با  آسیب   رشد  فرایند   حین

  بیش ای  لایهبین  جدایی   ایجاد  از   حاصل   انرژی  رهاسازی  نرخ   هرگاه   نمود.  خواهد 

  متوقف   ماتریسی  ی هاترک  رشد  باشد،  ماتریسی  ی هاترک  رهاسازی  نرخ   از

 .گرددیم آغاز  ماتریسی یهاترک رئوس  ازای لایهبین جدایی  و شودیم

  جدایی   شروع   و  ماتریسی  یهاترک  رشد   برای  انرژی   رهاسازی   نرخ  نمودار 

  است.  شده  داده  نشان  9  شکل  در  مختلف   یهاترک  چگالی  درای  لایهبین

  در  ماتریسی  ترک  ،هایچینلایه  از  بسیاری  در  شودیم  مشاهده  که  طورهمان

  بارگذاری،   افزایش  است.  کامپوزیتی  چندلایه  در  غالب  آسیب  مود  کم،  چگالی

  و   شودیم  ماتریسی  ترک  چگالی   افزایش  و  ماتریسی   یهاترک  رشد   به  منجر

  انرژی   رهاسازی  نرخ  بر  و  کاهدیم  ترک  رشد  انرژی  رهاسازی  نرخ  از  جی تدربه

  خاص،   ماتریسی   ترک   چگالی  یک  در  .د ی افزایمای  لایهبین  جدایی   شروع  از   ناشی 

  نرخ   باشد،  متفاوت  است  ممکن  مواد  مشخصات  یا  یچینلایه  نوع  به  بسته  که

  فراتر  ماتریسی   ترک   رشد  رهاسازی   نرخ  از ای  لایهبین  جدایی  شروع   رهاسازی

  جدایی   شروع  نقطه  و  ماتریسی  یهاترک  اشباع  چگالی   عنوانبه  نقطه  این  .رودیم

 . شودیم شناختهای لایهبین

 

Fig. 9 The energy release rate of matrix crack growth and initiation of 

delamination [21] 

 [21] ایلایهبین جدایی شروع و ماتریسی ترک رشد انرژی رهاسازی نرخ  9شکل 

  ترک   چگالی  عنوان   تحت   آنچه   است   اهمیت   حائز  نکته   این   ذکر   بنابراین 

  بارگذاری  نوع  از  مستقل  ،شودیم  محاسبه  روش  این  از  استفاده  با  اشباع  ماتریسی

  خواهد  اولیه  مواد   مکانیکی  مشخصات   و   یچینلایه  هندسه   از   تابعی   تنها   و   بوده

  ی هاترک  رشد   توقف   و ای  لایهبین  جدایی  شروع  نقطه   دلیل  همین  به   بود.

  کافیست   .شودیم  شناخته  (CDS) 1ویژه  آسیب  وضعیت  عنوان  تحت  ماتریسی

  نرخ   و   ماتریسی  ترک   رشد   انرژی   رهاسازی  نرخ   ماتریسی،   ترک  چگالی   هر   در

   شود. استخراجای لایهبین  جدایی شروع   رهاسازی

 بحث و  نتایج 4-

  90  و  0  متعامد  صورت  به  پژوهش  این   در   بررسی  مورد  کامپوزیتی  چندلایه
  میزان   به  محورهتک  کششی  بارگذاری  تحت  کامپوزیتی  چندلایه  است.  درجه

100 MPa   در   است.  آمده  1  جدول  در   شده  استفاده  خواص  است.  قرارگرفته  

  ترک   از  ناشی  سفتی  افت  بررسی  به  سپس  چندلایه،  تنش  میدان  آنالیز  به  ابتدا

 
1 Characteristic damage state (CDS) 
2 Fiberite 934/T300 

  بر  آسیب  مود  دو  لتحلی  به  ادامه  در  و آن  از  ناشیای لایهبین جدایی  و  ماتریسی

 است.  شده پرداخته  آسیب مود دو این  میان رقابت و انرژی مبنای

 کامپوزیتی  لایهتک مکانیکی خواص 1 جدول
Table 1 Mechanical properties of single layer composite 

 مواد
 ضخامت

(mm ) 
𝑬𝑨 

(MPa) 
𝑬𝑻 

(MPa) 
𝑮𝑨 

(MPa) 
𝑮𝑻 

(MPa) 𝝂𝑨 𝝂𝑻 

 0.42 0.3 4580 3400 13000 41700 0.203 اپوکسی -شیشه

 0.5 0.3 2500 3500 6700 90000 0.3 اپوکسی -کربن

 0.5 0.3 2400 4000 7200 128000 0.14 2فایبریت

 0.5 0.3 3600 5000 9700 130000 0.154 3کربن هرکولس 

 حاضر سازیمدل نتایج اعتبارسنجی 1-4-

   هشین تغییرات مدل با حاضر روش نتایج مقایسه  1-1-4-

  از   حاصل  نتایج  با   حاضر   تحلیلی   روند   از   حاصل   تنش   میدان  نتایج  بخش  این   در

  - شیشه  جنس  از  متعامد   کامپوزیتی  چندلایه  برای  هشین  تغییرات  حساب  روش

  و  تقارن   وجود   دلیل  به  یچینلایه  این  برای   است.  شده   اعتبارسنجی  اپوکسی

استفاده    همچنین 𝑛)  هاهیلا  یبندمیتقس  روش  ازعدم  =   تابع   دو  فقط  ،(1

  نیازی  لذا  ،دی آیم  دست  به دیگری  از  نامعلوم  توابع  این از  یکی  که  داریم  نامعلوم

  کافی   حل  برای  مرزی   شرایط  و   نیست  ثوابت   یافتن  برای  طبیعی  مرزی   شرایط  به 

0] کامپوزیتی  چندلایه  تنش  میدان  .باشدیم 90⁄ ]𝑠 ترک  دو  که   شرایطی  در  

2𝑎)  فاصله  در  مجاور  = 4 ×   برای   دارد،  قرار  محوری   بارگذاری   تحت (0.203

شایان ذکر    است.   شده  رسم  12  تا  10  ی هاشکل  در  هشین   مدل  و  حاضر   مدل

  در   که   درجه  90  لایه   محوری   تنش  به   نسبت  تنش   یهاترم  که   است 

  دارد،   قرار  بارگذاری   همین   تحت   که  ترک(  )بدون  سالم   کامپوزیتی  ی هاهی چندلا

 . اندشده  بعدیب 

مشاهده    طورهمان مدل  شودیمکه  دو  این  از  حاصل  نمودارهای  بین   ،

این است که مدل هشین،    کنندهانیبانطباق بسیار مناسبی وجود دارد و این  

گفت مدل هشین فقط   توان یممدل حاضر است و به عبارتی  شده   سادهحالت 

 .  باشدیمیک حالت خاص از مدل حاضر 

 

Fig. 10 [0 90⁄ ]𝑠 glass-epoxy laminate under axial stress: distribution of 

stresses between two cracks with crack spacing (2𝑎 = 4 × 0.203) 

2𝑎)  فاصله  در  ترک   دو   بین 𝜎𝑥𝑥  محوری  تنش  10شکل   = 4 ×   در (0.203

0] چینیلایه 90⁄ ]𝑠 اپوکسی-شیشه جنس از 

3 Hercules 3501-6/AS4 
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Fig. 11 [0 90⁄ ]𝑠 glass-epoxy laminate under shear stress: distribution of 

stresses between two cracks with crack spacing (2𝑎 = 4 × 0.203) 

2𝑎) فاصله   در  ترک  دو  بین  𝜎𝑥𝑧 برشی  تنش  11شکل   = 4 ×   یچینلایه  در (0.203

[0 90⁄ ]𝑠 اپوکسی -شیشه جنس از 

 

Fig. 12 [0 90⁄ ]𝑠  glass-epoxy laminate under transverse stress: 

distribution of stresses between two cracks with crack spacing 
(2𝑎 = 4 × 0.203) 

2𝑎) فاصله   در  ترک  دو  بین  𝜎𝑧𝑧 عرضی  تنش  12شکل   = 4 ×   ی چینلایه  در (0.203

[0 90⁄ ]𝑠 اپوکسی -شیشه جنس از 

 هالایه  بندیتقسیم  روش از استفاده با تنش میدان همگرایی بررسی  2-1-4-

  این   در   .باشدیم  ها هی لا  ی بندمیتقس  روش  از   استفاده   بخش   این   در   اساسی   فرض 

  در  که  کرده   تقسیم  یکسان  خواص  با  زیرلایه   چند  به  را  لایه  هر  توانیم  روش

  توابع   زیرلایه  هر  برای  و  باشندیم  اولیه  لایه  برابر  هازیرلایه  همه  ضخامت  مجموع

  هر  برای  اغتشاشی  توابع  تعریف  با  .شودیم  گرفته  نظر  در  متفاوتی  اغتشاشی

  کرد.  سازیمدل  ضخامت   راستای  در  را   تنش  یهاترم  تغییرات  توان یم  زیرلایه 

0]  کامپوزیتی  چندلایه   تنش  میدان  90⁄ ]𝑠  روش  غیاب   در   که  هشین  مدل  

  ها هی لا  یبندمیتقس  روش   نتایج   با   آمد  دست   به  قبل   بخش  در   ها هی لا  ی بندم یتقس

  در   ثوابت  یافتن   برای  ، هاهی لا  یبندمیتقس   روش  در  .گرددیم  مقایسه  و  بررسی

  از  ،نیست  کافی  ثوابت تعیین برای مرزی شرایط  اینکه دلیل به  اغتشاشی، توابع

  .شود یم استفاده  نیز  طبیعی مرزی شرایط

شود، تأثیر روش  ملاحظه می  15تا    13های  همانطور که در نمودار شکل

زیر  هاهی لای  بندم یتقس به  لایه  هر  تقسیم  با  و  بالاست  بیشتر،  هاهی لابسیار  ی 

که این موضوع در نمودار تنش عرضی    شودیمافزایش در دقت نتایج حل بیشتر  

نتیجه    ها هی لابندی  هم مشهود است؛ زیرا نتایج تحلیلی حاصل از روش تقسیم

که    دهدیماست، نشان    نشده استفادهمتناقضی نسبت به حالتی که از این روش  

بیانگر این است که در بعضی مواقع در صورت عدم استفاده از این روش جهت  

دسهاتنش به  غلطی  میی  روش  ت  بسزای  اهمیت  امر  این  ی  بندمیتقسآید. 

 .  دهدیمرا نشان  هاهیلا

 

Fig. 13 [0 90⁄ ]𝑠 glass-epoxy laminate under axial stress: distribution of 

stresses between two cracks with crack spacing (2𝑎 = 4 × 0.203) 

considering the ply-refinement technique 

2𝑎)  فاصله  در  ترک   دو   بین 𝜎𝑥𝑥  محوری  تنش  13شکل   = 4 ×   در (0.203

0] یچینلایه 90⁄ ]𝑠 ها لایه  بندیتقسیم  روش  گرفتن  نظر  در  با  اپوکسی-شیشه  جنس  از 

 

Fig. 14 [0 90⁄ ]𝑠 glass-epoxy laminate under shear stress: distribution of 

stresses between two cracks with crack spacing (2𝑎 = 4 × 0.203) 

considering the ply-refinement technique 

2𝑎) فاصله   در  ترک  دو  بین  𝜎𝑥𝑧 برشی  تنش  14شکل   = 4 ×   چینیلایه  در (0.203

[0 90⁄ ]𝑠 ها لایه بندیتقسیم روش گرفتن  نظر در با  اپوکسی-شیشه جنس از 

 

Fig. 15 [0 90⁄ ]𝑠  glass/epoxy laminate under transverse stress: 

distribution of stresses between two cracks with crack spacing 
(2𝑎 = 4 × 0.203) considering the ply-refinement technique 

2𝑎) فاصله   در  ترک  دو  بین  𝜎𝑧𝑧 عرضی  تنش  15شکل   = 4 ×   ی چینلایه  در (0.203

[0 90⁄ ]𝑠 ها لایه بندیتقسیم روش گرفتن  نظر در با  اپوکسی-شیشه جنس از 
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 ای لایه   یهاکامپوزیت  در  حاضر  فرمولاسیون  از  حاصل  تنش  میدان  مقایسه  2-4-

   عددی  حل نتایج با خورده ترک متقارن متعامد

  و   مرزی  شرایط   تعادل،   معادلات   تمامی  حاضر  تغییرات   روش  اینکه  به   توجه   با 

  به دست   نتایج کند،می  ارضا  را  مکمل انرژی  مینیمم  اصل  و همچنین  پیوستگی

  تغییرات   روش  تحلیل  در  اگر  است.  مقایسه  قابل   محدود  المان  نتایج  با  آن   از  آمده

  شوند. می  نزدیک   یکدیگر   به  بیشتر   نتایج   این   شود   استفاده   ها لایه  اصلاح   روش  از

 چینیلایه  برای  حاضر  مدل   از   حاصل  تنش   میدان   زیر   های بخش  در
[0 90 0 90⁄⁄⁄ ]𝑠 مقدار   دو  با  مختلف  هایلایه  در   𝑛 = 𝑛  و 1 =   در 3

  یکی   در  فقط  هنگامی  طورهمین  و  خوردگیترک  پادمتقارن  و  متقارن  الگوهای

 FEM  سازیمدل  از  حاصل  نتایج  با  باشد،   خوردهترک  درجه  90  هایلایه  از
  است.  شده مقایسه
𝟎]  چینیلایه  برای  تنش  میدان  مقایسه  1-2-4- 𝟗𝟎⁄ 𝟎⁄ 𝟗𝟎⁄ ]𝒔 الگوی   با  

 متقارن  خوردگیترک 

  از   بیرونی   درجه  90ه  لای   در 𝜎𝑥𝑥  صفحه  داخل  محوری  تنش  میدان   مقایسه

0] یچینلایه 90 0 90⁄⁄⁄ ]𝑠 حاضر   مدل   نتایج   بین  متقارن   خوردگیترک  فرم   با  

  این   در  است.  شده  داده  نشان 16  شکل  در  عددی  سازیمدل  از  حاصل  نتایج  با

  به   تحلیل  نتایج  ها لایه  بندیتقسیم  مقدار   افزایش   با   که   است   مشخص   شکل

   شود.می همگرا عددی  نتایج

 

Fig. 16 [0 90 0 90⁄⁄⁄ ]𝑠  glass-epoxy laminate under 𝜎𝑥𝑥  axial stress in 

outer-ply 90: distribution of stresses between two cracks with crack 

spacing (2𝑎 = 2) considering FEM and the ply-refinement technique 

2𝑎)  فاصله   در  بیرونی  درجه  90  یلایه  در 𝜎𝑥𝑥  محوری  تنش  16شکل   =  در  (2

0] یچینلایه 90 0 90⁄⁄⁄ ]𝑠 از  حاصل  نتایج  گرفتن   نظر   در  با   اپوکسی -شیشه  جنس   از  

FEM ها لایه بندیتقسیم روش و 

  از   حاصل  𝜎𝑥𝑥صفحه   داخل  محوری  تنش   میدان   نتایج   مقایسه   طورهمین

  چینیلایه  از  درونی   درجه   صفر ه  لای  در   عددی   سازی مدل  و   تغییرات   مدل
[0 90 0 90⁄⁄⁄ ]𝑠 شده   داده  نشان  17  شکل  در  متقارن  خوردگیترک  فرم  با  

  نتایج   با   خوبی  تطابق   حاضر  سازیمدل  نتایج   دهدمی  نشان   نیز   نمودار   این   است.

  بیشتر  نتایج   این  یابد   افزایش   ها لایه بندیتقسیم مقدار  که  زمانی   و دارد  عددی

 شوند.می نزدیک یکدیگر   به
لایه  2-2-4- برای  تنش  میدان  𝟎]چینی  مقایسه  𝟗𝟎⁄ 𝟎⁄ 𝟗𝟎⁄ ]𝒔   الگوی با 

 ارن خوردگی پاد متقترک 

صفحه  داخل  محوری  تنش  میدان  لایه   𝜎𝑥𝑥مقایسه  از    90در  درونی  درجه 

0]چینی  لایه 90 0 90⁄⁄⁄ ]𝑠 ترک فرم  مدل  با  نتایج  بین  پادمتقارن  خوردگی 

نشان داده شده است.    18سازی عددی در شکل  حاضر با نتایج حاصل از مدل

ها نتایج تحلیل  بندی لایهدر این شکل مشخص است که با افزایش مقدار تقسیم

 شود.  به نتایج عددی همگرا می

درجه بیرونی از    90در لایه   𝜎𝑥𝑥مقایسه میدان تنش محوری داخل صفحه 

0]چینی  لایه 90 0 90⁄⁄⁄ ]𝑠 ترک فرم  مدل  با  نتایج  بین  پادمتقارن  خوردگی 

نشان داده شده است.    19سازی عددی در شکل  حاضر با نتایج حاصل از مدل

سازی حاضر تطابق خوبی با نتایج عددی  دهد نتایج مدلاین شکل نیز نشان می

تقسیم مقدار  که  زمانی  و  لایهدارد  افز بندی  به  ها  بیشتر  نتایج  این  یابد  ایش 

 شوند. یکدیگر نزدیک می

 
Fig. 17 [0 90 0 90⁄⁄⁄ ]𝑠  glass-epoxy laminate under 𝜎𝑥𝑥  axial stress in 

outer-ply 0: distribution of stresses between two cracks with crack 

spacing (2𝑎 = 2) considering FEM and the ply-refinement technique 

2𝑎)  فاصله  در  بیرونی  درجه  0  لایه  در 𝜎𝑥𝑥  محوری  تنش  17شکل   =   در  (2

0] یچینلایه 90 0 90⁄⁄⁄ ]𝑠 از  حاصل  نتایج  گرفتن   نظر   در  با   اپوکسی -شیشه  جنس   از  

FEM ها لایه بندیتقسیم روش و 

 
Fig. 18 [0 90 0 90⁄⁄⁄ ]𝑠  glass-epoxy laminate under 𝜎𝑥𝑥  axial stress in 

inner-ply 90: distribution of stresses between two cracks with crack 

spacing (2𝑎 = 2) considering FEM and the ply-refinement technique 

2𝑎)  فاصله  در  درونی  درجه  90  یلایه  در 𝜎𝑥𝑥  محوری  تنش  18شکل   =  در  (2

0] یچینلایه 90 0 90⁄⁄⁄ ]𝑠 از  حاصل  نتایج  گرفتن   نظر   در  با   اپوکسی -شیشه  جنس   از  

FEM ها لایه بندیتقسیم روش و 

 

Fig. 19 [0 90 0 90⁄⁄⁄ ]𝑠  glass-epoxy laminate under 𝜎𝑥𝑥  axial stress in 

outer-ply 90: distribution of stresses between two cracks with crack 

spacing (2𝑎 = 2) considering FEM and the ply-refinement technique 

2𝑎)  فاصله   در  بیرونی  درجه  90  یلایه  در 𝜎𝑥𝑥  محوری  تنش  19شکل   =  در  (2

0] یچینلایه 90 0 90⁄⁄⁄ ]𝑠 از  حاصل  نتایج  گرفتن   نظر   در  با   اپوکسی -شیشه  جنس   از  

FEM ها لایه بندیتقسیم روش و 
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 سفتی  افت بررسی 3-4-

 هالایه   بندیتقسیم روش از استفاده با حاضر مدل همگرایی بررسی  1-3-4-

  از   ماتریسی   ترک   از   ناشی   کامپوزیتی   ی هاهی چندلا   سفتی   افت   بررسی   برای 

  نتایج   با   محاسبات   نتایج  .شودیم  استفاده  تغییرات   حساب   روش  فرمولاسیون

  ها هی لا  ی بندمیتقس  روش  از   همچنین  .گرددیم  مقایسه   محدود  اجزا  از  حاصل 

 .شودیم استفاده حل نتایج   بهبود  جهت

نتایج حل تحلیلی و اجزا محدود در  نشان  20شکل   دهنده مقایسه میان 

اپوکسی  - ی کامپوزیتی متعامد شیشهها هی چندلاکششی در    محوره تکبارگذاری  

0]چینی  با لایه 903⁄ ]𝑠 است،    شده دادهکه در شکل نشان    طور همان.  باشدیم

تغییرات  نیب شیپ حساب  روش  با  تحلیلی  روش    که یهنگامی  ی  بندمیتقساز 

 .دهدیماست نتایج بهتری در مقایسه با تحلیل اجزا محدود    شدهاستفاده  هاهیلا

ایسه میان نتایج تحلیلی با در نظر گرفتن روش  مقدهنده  شانن   21شکل  

که    طور همان.  باشدیمو نتایج حاصل از تحلیل اجزا محدود    ها هی لای  بندم یتقس

از روش    کهیهنگامی تحلیلی با روش حساب تغییرات  نیب شیپ،  شودیمملاحظه  

نشان    شدهفادهاست  هاهیلا ی  بندم یتقس را  کمتری  مکانیکی  خواص  پایین  حد 

اطمینان حاصل    توانیماین است که از همگرایی حل    کنندهانیب و این    دهدیم

ها، میزان افت سفتی کمتر  است که با افزایش تعداد زیرلایه  ذکر   انی شانمود.  

ها مقدار افت  یابد. این موضوع بیانگر این است که با افزایش زیرلایهیمکاهش  

 . شودیمبه یک مقدار ثابتی همگرا سفتی 

 
Fig. 20 Axial stiffness reduction versus crack density for glass-epoxy 
[0 903⁄ ]𝑠 laminate considering FEM and the ply-refinement technique 

0]  یچینلایه  در  ترک  چگالی حسب  بر  محوری  سفتی  افت  20شکل   903⁄ ]𝑠 جنس   از 

 ها لایه بندیتقسیم روشو  FEMبا در نظر گرفتن نتایج حاصل از  اپوکسی-شیشه

 
Fig. 21 Axial stiffness reduction versus crack density for Hercules 
[0 902⁄ ]𝑠 laminate considering FEM and the ply-refinement technique 

0]  یچینلایه  در  ترک  چگالی حسب  بر  محوری  سفتی  افت  21شکل   902⁄ ]𝑠 جنس   از 

 ها لایه بندیتقسیم روشو  FEMبا در نظر گرفتن نتایج حاصل از  هرکولس-کربن

لایه  22شکل   در  محوری  سفتی  افت  کاهش  دهنده  چینی نشان 
[0 90𝑚⁄ ]𝑠 به ازای  -از جنس کربن 𝑚اپوکسی  = 1, 2, که    طورهماناست.   3

0]چینی میزان کاهش افت سفتی در لایه  شودیمدر شکل مشاهده   903⁄ ]𝑠   از

 90ی  هاهی لابیشتر است و علت این است که با افزایش تعداد    هاچینیدیگر لایه

  افته ی   شی افزا  جادشدهیا ی ماتریسی  هاترککامپوزیتی، ضخامت    درجه چندلایه

 .  کندیمی را تجربه شتریب و افت سفتی 

نتایج حل تحلیلی و اجزا محدود در  نشان  23شکل   دهنده مقایسه میان 

اپوکسی  - ی کامپوزیتی متعامد شیشهها هی چندلاکششی در    محوره تکبارگذاری  

902]چینی  با لایه 0⁄ ]𝑠 است،    شده دادهکه در شکل نشان    طور همان.  باشدیم

تغییرات  نیب شیپ حساب  روش  با  تحلیلی  روش    که یهنگامی  ی  بندمیتقساز 

 .  دهدیماست نتایج بهتری در مقایسه با تحلیل اجزا محدود    شدهاستفاده  هاهیلا

 
Fig. 22 Effect of the number of 900 plies on stiffness reduction versus 

crack density for carbon-epoxy 

 چگالی   از  تابعی  صورت  به  سفتی  افت   بر  درجه  90  هایلایه   تعدادتأثیر    نمایش  22شکل  

 اپوکسی-کربن  جنس از یچینلایه در ماتریسی ترک

 
Fig. 23 Axial stiffness reduction versus crack density for Hercules 
[902 0⁄ ]𝑠  laminate considering FEM and the ply-refinement technique 

902] یچینلایه  در  ترک  چگالی   برحسب  محوری  سفتی  افت  23شکل   0⁄ ]𝑠 جنس  از 

 ها لایه بندیتقسیم روشو  FEMبا در نظر گرفتن نتایج حاصل از  هرکولس-کربن

 
Fig. 24 Axial stiffness reduction versus crack density for carbon/epoxy 
[902 02⁄ ]𝑠 laminate with considering FEM and ply-refinement technique 

902] یچینلایه  در  ترک  چگالی  برحسب  محوری  سفتی  افت  24شکل   02⁄ ]𝑠 جنس  از 

 ها لایه بندیتقسیم روشو  FEMبا در نظر گرفتن نتایج حاصل از  اپوکسی-کربن
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  روش   از  استفاده  با  شده  همگرا  نتایج  که  نمود  مشاهده  توانمی  24  شکل  در

 دارد.  محدود  اجزا  از  حاصل  نتایج  با  قبولی   قابل  همخوانی  هالایه  بندیتقسیم 

  میکرومکانیکی  تحلیل  از  حاصل  نتایج  که  کرد  اشاره  نکته  این  به  است  لازم

𝑛  همگرایی سرعت در  تغییرات  حساب  روش  اساس بر آسیب =   خوبی  نتایج  3

 دهد. می نشان را
  از  حاصل   سفتی  افت   با  سازی  هموژن  روش   از  حاصل   سفتی  افت  مقایسه  2-3-4-

 هاترک  همزمان تحلیل

 90ه  ی لا  دو  که  ی اهی لا  ی هاتی کامپوز  در   یسازهموژن  روش  بررسی  به   حال

  مراحل  .شودپرداخته می  دارند،  قرار  محوره تک  بارگذاری  تحت  و  دارند  درجه

  با  تریدرون  درجه 90ه ی لا  شودیم فرض اول حالت  در که  است صورتبدین  کار

  است،   نخوردهترک  سالم  دیگره  یلا  و  شده  خرابی  دچار  مشخص  ترک  چگالی  یک

  افت   این   سپس   و   شودیم  محاسبه   یا هی لا  کامپوزیت   خواص   افت   حالت  این   در

  از   ناشی   خواص   افت   از   ناشی  ی اهیلا   کامپوزیت   کل   برای   آمده   به دست   خواص 

  افت  دچار   که  سالمیه  یلا   با   را  لایه  آن  از  پس  .شودیم  فرض  خورده ترکه  یلا

  چگالی   همان   با   تریرون یب   درجه   90ه  یلا   سپس   و   میکنیم  جایگزین  شده   خواص 

  پس  سفتی افت نتایج  و شودیم گرفته نظر در قبل،ه مرحل  در شده  فرض ترک

  محسوب   ی اهی لا  کامپوزیت   سفتی  افت  نهایی   نتایج   عنوان به  مرحله  این  از

  خورده ترکه  ی لا  عنوانبه  تر یرون یب   درجه  90ه  یلا   ابتدا   دوم   حالت   در   .شودیم

  حاصل   نتایج   .شودیم  تکرار  مراحل  همین  سپس  و  شود یم  گرفته  نظر  در  اول

  لایه  دو  هر  در  خوردگیترک  که  حالتی  به  نسبت   و  یکدیگر  با  روش  دو  این  از

  مقایسه   است،  شده  تحلیل  متقارن  خوردگیترک  الگوی  با  و  زمانهم  بصورت 

 شد.   خواهد

902]  ینیچهیلا  در   محوری  سفتی  افت  به  مربوط  نتایج 0 902⁄⁄ ]𝑆    به

  این   در  است.  شده  داده  نشان  25  شکل  در  سازیهموژن  روش  از  آمده  دست

  الگوی   که   حالتی  در   ها ترک  زمان هم  تحلیل  از  حاصل   نتایج   با  نتایج   این   شکل

 است.   شده مقایسه است،  متقارن خوردگیترک

 

Fig. 25 Axial stiffness reduction versus crack density for glass-epoxy 
[902 0 902⁄⁄ ]𝑆 laminate considering the homogenization method and the 

simultaneous analysis method 

902]  یچینلایه  در  ترک  چگالی  حسب   بر  محوری  سفتی  افت  25شکل   0 902⁄⁄ ]𝑆 از 

 هاترک همزمان تحلیل و سازی هموژن  روش گرفتن نظر در با اپوکسی-شیشه جنس

902]  ینیچهی لا  در   محوری  سفتی   افت   به  مربوط  نتایج  04 902⁄⁄ ]𝑆   به

  این   در  است.  شده  داده  نشان  26  شکل  در  یسازهموژن  روش  از  آمده  دست

  الگوی   که   حالتی  در   ها ترک  زمان هم  تحلیل  از  حاصل   نتایج   با  نتایج   این   شکل

 است.   شده مقایسه باشد،   متقارن خوردگیترک

902]ی  نیچهیلادر   04 902⁄⁄ ]𝑆   دو  ه  ی لاضخامت   خورده ترکه  ی لابین 

902]ی  نیچهی لابه    نسبت 0 902⁄⁄ ]𝑆   به و اختلاف سفتی  افزایش یافته است 

با استفاده از روش هموژن با    ها ترکزمان  نسبت تحلیل هم  سازیدست آمده 

ی  هاهی لای بود زیرا  نیب شیپالگوی متقارن کاهش یافته، این مسئله از قبل قابل  

 .دهدیمرا افزایش  هاترکنزدیک به هم، اثرات متقابل   خوردهترک

 

Fig. 26 Axial stiffness reduction versus crack density for glass/epoxy 
[902 04 902⁄⁄ ]𝑆 laminate considering the homogenization method and 

the simultaneous analysis method 

902]  یچینلایه  در  ترک   چگالی  حسب   بر  محوری  سفتی   افت  26شکل   04 902⁄⁄ ]𝑆 

 ها ترک  همزمان  تحلیل  و  سازی  هموژن  روش  گرفتن   نظر  در  با اپوکسی-شیشه  جنس  از

 ماتریسی ترک توزیع الگوی بررسی 4-4-

  ترک   شروع  برای  انرژی  رهاسازی   نرخ  طریق  از  ماتریسی  ترک  توزیع   الگوی

  به   نسبت   مرحله   هر   در   ترک  چگالی   نکه یا   وجود  با  .ردیگیم  صورت   ماتریسی 

  افزایش   با   بنابراین   .ابدییم  افزایش  ماتریسی   ترک  یک   اندازهبه  قبلی ه  مرحل

  مرحله   به  نسبت  مرحله  آن  انرژی  شدن  آزاد  میزان  مرحله  هر   در  ترک  چگالی 

  چگالی  افزایش  با  دیگر  که  کندیم  پیدا  ادامه  جایی تا  روال این  است.  کمتر  قبل

 است.  شده  اشباع ترک چگالی عبارتی به  شودینم  آزاد انرژی ترک

انرژی  دهنده  نشان  27شکل   رهایی  نرخ  ترک    برحسبتغییرات  چگالی 

0]ی  هاهی چندلاماتریسی   90𝑛⁄ ]𝑠 ملاحظه    طورهمان.  باشدیم با    شودیمکه 

ی صفر درجه نرخ رهایی  هاهی لادرجه و ثابت ماندن    90ی  هاهی لاافزایش تعداد  

گفت شیب آن بیشتر بوده و زودتر    توانیمانرژی بیشتری داشته و به عبارتی  

 . شودیمبه صفر نزدیک 

 

Fig. 27 Energy release rate due to matrix cracking versus crack density 

for Fibrite in different layups with symmetric cracked pattern 

 های یچینلایه  در  ترک   چگالی  حسب   بر   ماتریسی  ترک   برای  انرژی  رهایی  نرخ  27شکل  

   فایبریت جنس از متقارن ترک الگوی با متفاوت

اندازه یک ترک  نمایش چگونگی افزایش چگالی ترک ماتریسی به  28شکل  

می نشان  را  همانماتریسی  میدهد.  ملاحظه  که  تعداد  طور  افزایش  با  شود 

های صفر درجه میزان نرخ رهایی انرژی  ماندن لایهدرجه و ثابت    90های  لایه

شود  کند که ترک اشباع میافزایش یافته است. این روال تا جایی ادامه پیدا می

 شود.و به عبارتی با افزایش چگالی ترک، نرخ رهایی انرژی آزاد نمی
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Fig. 28 Energy release rate due to matrix cracking versus crack density 

for Fibrite in different layups with staggered cracked pattern 

 های یچینلایه  در  ترک  چگالی  برحسب  ماتریسی  ترک  برای  انرژی  رهایی  نرخ  28شکل  

 فایبریت جنس از پادمتقارن ترک الگوی با متفاوت

 ویژه(  آسیب )وضعیتای لایه بین  جدایی و ماتریسی ترک بررسی 5-4-

  رشد  نرخ  از  و  شودیم  افزوده  ماتریسی  یهاترک  تعداد  بر  بارگذاری  افزایش  با

  اولیه،   ماتریسی   ی هاترک  ی ریگشکل  .شودیم  کاسته  ماتریسی   ی هاترک  چگالی 

و    افزایش  بالایی  بسیار  سرعت   با   ابتدا   رشد   سرعت  بارگذاری  افزایش  بایافته 

  ترک   چگالی  یک   در   ماتریسی  یهاترک  بنابراین   ؛شودیم  کمتر   مراتب   به   هاآن

  دوم   آسیب  مود  .ردیگیم  شکل  آسیب  از  دیگری   مود   و  شوندیم  متوقف  خاص 

  با   و   شودیم  شروع   ماتریسی  ترک  یها لبه  ازای  لایهبین  جدایی   عنوان   تحت

  شکست  به   منجر  سرانجام  و  کرده   رشد  ها هی لا  بین   مرز   در   اعمالی  بار  افزایش 

  کدام   هر   که  گفت  توانیم  انرژی  رهایی  نرخ  معیار  اساس  بر   .شودیم  چندلایه

  غالب   مود   آن   باشد،  داشته   بیشتری  انرژی   رهایی   نرخ   که  آسیب   مودهای  از

  انرژی   رهایی  نرخ  مقایسه  طریق  از  ویژه  آسیب  وضعیت  ینیب شیپ  بود.  خواهد

  رهایی  نرخ  نمودار  .ردیگیم  صورتای  لایهبین  جدایی  و  ماتریسی  ترک  رشد 

  یهایچینلایه  درای  لایهبین  جدایی  و  ماتریسی  ترک  رشد  29  شکل  انرژی 
[0 90⁄ ]𝑠 0]  و 903⁄ ]𝑠 است.  داده نشان  را 

 

Fig. 29 Energy release rate due to matrix cracking and induced 

delamination versus crack density for Fibrite [0 90⁄ ]𝑠 and [0 903⁄ ]𝑠 

composite laminates 

 چگالی  حسب  برای  لایهبین  جدایی  و  ماتریسی  ترک  برای  انرژی  رهایی  نرخ  29شکل  

0]  هاییچینلایه در ترک 90⁄ ]𝑠 0]  و 903⁄ ]𝑠 فایبریت جنس از 

  مود   ماتریسی،   ترک   یچگالکم  مقادیر   در   که  است  این  انگر یب   29  شکل

  مقدار   یک   در  و  باشد یم  ماتریسی  ترک  کامپوزیتی،  ی هاهی چندلا  در  غالب  آسیب

  رهایی   نرخ  ویژه،  آسیب  وضعیت  عنوان  تحت  ماتریسی  ترک  چگالی  از  بحرانی

  ی هالبه  از ای  لایهبین  جدایی   و  شده   بیشترای  لایهبین  جدایی   از   ناشی  انرژی 

  ماتریسی  یهاترک  ،ایلایهبین  جدایی  گسترش  با  .شودیم  شروع  ماتریسی  ترک

  شکل   این   .ابدی یم  ادامهای  لایهبین  جدایی   با  آسیب   فرایند  و  شده  متوقف

  درجه   90  لایه  در  ماتریسی   ترک  حاوی  یهاهیلا   ضخامت  اثر   بررسیه  دهندنشان

0]  یهایچینلایه  در  ویژه  آسیب  وضعیت  بر 90⁄ ]𝑠 0]  و 903⁄ ]𝑠 باشدیم.  

  با   درجه  90  یهاهیلا   تعداد  افزایش  با  شودیم  ملاحظه  شکل  در  که  طورهمان

  ماتریسی   ترک  از   ناشی   انرژی   رهایی   نرخ  درجه،   صفر  لایه   ماندن   ثابت  فرض 

  ،گرید  عبارت   به  است.  گرفته   انجام  بیشتری  شیب  با  و   داشته  بیشتری  کاهش 

  را   ماتریسی   یهاترک  اشباع چگالی  ماتریسی،  ترک   حاوی  لایه ضخامت  افزایش 

  ناشی   انرژی   رهایی   نرخ   میزان   که   است  این  گویای  همچنین  و  دهد یم  کاهش 

  دلیل  همین   به   . دهدیم  رخ  بیشتری  سرعت  با  حالت   این  درای  لایهبین  جدایی  از

0]  یچینلایه 903⁄ ]𝑠  0]  به   نسبت   را   کمتری  ماتریسی   ترک  چگالی 90⁄ ]𝑠 

   .دهدیم نشان

بررسی اثر ضخامت لایه فاقد آسیب )لایه سالم( بر  دهنده  نشان  30شکل  

لایه در  ویژه  آسیب  0]ی  هاچینیوضعیت  90⁄ ]𝑠   02]و 90⁄ ]𝑠 باشدیم .

ی صفر درجه در چگالی  هاهی لابا تغییر ضخامت  شودیمکه ملاحظه  طورهمان

. نمودار نرخ رهایی انرژی  شودینماشباع ترک ماتریسی تغییر زیادی مشاهده  

902]ی  هاچینیای در لایهلایهرشد ترک ماتریسی و جدایی بین  31شکل   0⁄ ]𝑠 

90]و  0⁄ ]𝑠 .را نشان داده است 

 
Fig. 30 Energy release rate due to matrix cracking and induced 

delamination for versus crack density Fibrite [0 90⁄ ]𝑠 and [02 90⁄ ]𝑠 

composite laminates 

 چگالی  حسب  برای  لایهبین  جدایی  و  ماتریسی  ترک  برای  انرژی  رهایی  نرخ  30شکل  

0]  هاییچینلایه در ترک 90⁄ ]𝑠 02]  و 90⁄ ]𝑠 فایبریت جنس از 

مقادیر    31شکل   در  که  است  این  مود  چگالکمبیانگر  ماتریسی،  ترک  ی 

و در یک مقدار    باشد یمی کامپوزیتی، ترک ماتریسی  هاهی چندلاآسیب غالب در  

بحرانی از چگالی ترک ماتریسی تحت عنوان وضعیت آسیب ویژه، نرخ رهایی  

بین از جدایی  ناشی  بیشتر شده و جدایی بینلایهانرژی  ی  هالبهی از  الایهای 

ی ماتریسی  هاترکی،  اهیلا . با گسترش جدایی بینشودیمترک ماتریسی شروع  

بین  شده  متوقف جدایی  با  آسیب  فرایند  ادامه  لایهو  شکل  ابدی یمای  این   .

درجه    90ی حاوی ترک ماتریسی در لایه  هاهیلا بررسی اثر ضخامت  دهنده  نشان

لایه در  ویژه  آسیب  وضعیت  902]ی  هاچینیبر  0⁄ ]𝑠   90]و 0⁄ ]𝑠 باشدیم  .

درجه با    90ی  هاهیلا با افزایش تعداد    شودیمکه در شکل ملاحظه    طورهمان

ناشی از ترک ماتریسی   انرژی  ثابت ماندن لایه صفر درجه، نرخ رهایی  فرض 

با شیب بیشتری   ،  گرید   عبارت  به است.    گرفته انجامکاهش بیشتری داشته و 

ی ماتریسی را  هاترکافزایش ضخامت لایه حاوی ترک ماتریسی، چگالی اشباع  

رهایی انرژی ناشی  و همچنین گویای این است که میزان نرخ    دهد یمکاهش  

 . دهدیمای در این حالت با سرعت بیشتری رخ لایهاز جدایی بین

بررسی اثر ضخامت لایه فاقد آسیب )لایه سالم( بر  دهنده  نشان  32شکل  

لایه در  ویژه  آسیب  90]ی  هاچینیوضعیت  02⁄ ]𝑠   90]و 0⁄ ]𝑠 باشدیم .

ی صفر درجه در چگالی  هاهی لابا تغییر ضخامت  شودیمکه ملاحظه  طورهمان

 .  شودینماشباع ترک ماتریسی تغییر زیادی مشاهده 
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Fig. 31 Energy release rate due to matrix cracking and induced 

delamination versus crack density for Fibrite [902 0⁄ ]𝑠  and [90 0⁄ ]𝑠 

composite laminates 

 چگالی   برحسبای  لایهبین   جدایی  و  ماتریسی  ترک  برای  انرژی  رهایی   نرخ  31شکل  

902]  هاییچینلایه در ترک 0⁄ ]s 90]  و 0⁄ ]s فایبریت جنس از 

 
Fig. 32 Energy release rate due to matrix cracking and induced 

delamination versus crack density for Fibrite [90 02⁄ ]𝑠  and [90 0⁄ ]𝑠 

composite laminates 

 چگالی   برحسبای  لایهبین   جدایی  و  ماتریسی  ترک  برای  انرژی  رهایی   نرخ  32شکل  

90]  هاییچینلایه در ترک 02⁄ ]𝑠 90]  و 0⁄ ]𝑠 فایبریت جنس از 

 گیرینتیجه 5-

  متعامد   کامپوزیتی  یهاهی چندلا  آسیب  وضعیت   تحلیل  و  بررسی  به  مقاله  این  در

  از   نوع  دو  .شد  پرداخته  استاتیکی  بارگذاری  تحت  یچینلایه  با   متقارن

  جدایی  و  ماتریسی   ترک   کامپوزیتی  یها هیچندلا   در  آسیب   مودهای   ن یترمتداول

  روش   از  استفاده  با  .قرار گرفت  نظرمد  ماتریسی  یهاترک  از  ناشیای  لایهبین

  سفتی،  افت  تنش،   میدان  محاسبه  به  واحد  سلول  مقیاس   در   تغییرات  حساب 

  ترک  الگوهای   با  متقارن   متعامد  کامپوزیتی  یهاهیچندلا   در   انرژی  رهایی  نرخ

  روش   از   شده  ارائه   فرمولاسیون  در   همچنین  شد.  پرداخته  پادمتقارن   و  متقارن 

  اساس   بر   میکرومکانیکی  روش  از  استفاده  با  شد.  استفاده  ها هی لا  یبندم یتقس

  حاوی   کامپوزیتی  چندلایه  واحد  سلول  یک  برای   تنش  میدان  تغییرات،  حساب 

  تا   را   نتایج  ،هاهیلا   یبندمیتقس  روش  از   استفاده  همچنین  آمد.  دست  به   آسیب

  در   سفتی،  افت  و  تنش  میدان  در  روش  این  از  استفاده   و   داد  بهبود  زیادی  حد

  به   ها هی لا  نمودن   تقسیمبا    که  شد   مشاهده  . دادیم  تغییر  را   نتایج   موارد  برخی 

نشان   ها یلتحل  . خواهد شد همگرا  مشخص  مقدار   یک  به  همواره   ر،شتیب  زیرلایه 

ز  هایهلا   بندییمکه در تقس  دهدیم 𝑛در    یرلایهبه  =   ی از دقت خوب   یجنتا  3

𝑛 در   هایرلایهتعداد ز   یش . با افزا برخوردارند >   یجدر نتا  یریتفاوت چشمگ 3

های  آن است که با افزایش تعداد لایه  نتایج حاصله حاکی از.  گرددیحاصل نم

بود.   90 خواهد  کمتری  بارهای  در  ماتریسی  خوردگی  ترک  شروع  درجه 

باعث افزایش افت سفتی چندلایه  درجه    90های  ین افزایش تعداد لایههمچن

تواند در نتایج شروع  فتن الگوی متقارن و پادمتقارن میخواهد شد. در نظر گر

تأثیر آن  اشباع  و  ماتریسی  خوردگی  حاصله  ترک  نتایج  همچنین  باشد.  گذار 

چند لایه    های ماتریسی درهمزمان ترک  سازیمدلتفاده از روش  نشان داد اس

بینی افت خواص  نتایج را افزایش داده و منجر به پیش  تواند دقت خورده میترک

 خوردگی ماتریسی متفاوتی گردد.مکانیکی و شروع ترک
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