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  چکیده

های محوری و  های بایژیروسکوپیک، ارتعاشات و پایداری یک تیر مدرج محوری با جفت حرکتدر این مقاله، باهدف بهبود عملکرد سیستم

منظور توضیح اثر فاکتورهای کلیدی مختلف مانند پارامتریک مفصل بهدورانی تحت بارمحوری مطالعه شده است. همچنین، یک مطالعه  

درجه سیستم نرخ  دینامیکی  مشخصات  بر  کوپل  عبوری  حرکت  و  چرخش  ویسکوزیته،  ضریب  مواد،  توزیع  نوع  مواد،  محوری  بندی 

کنند. با استفاده از تکنیک یصورت خطی یا نمایی تغییر مشده است. فرض شده است مشخصات مادی سیستم در راستای طولی بهانجام

آیند. یک روش تحلیلی نیز برای های محوری و چرخشی بحرانی سیستم به دست میگسسته سازی گالرکین و تحلیل مقدار ویژه، سرعت

مقاله نشان های پایداری سیستم آزموده شدند و برای اولین بار در این  کاربرده شده است. نقشههای ناپایداری سیستم به شناسایی آستانه 

درجهداده  صحیح  تنظیم  با  که  است  میشده  مواد  محوری  که بندی  است  شده  نتیجه  داد.  تغییر  را  سیستم  پایداری  تکامل  روند  توان 

های دایورژنس و فلاتر سیستم دارند. همچنین نتایج نشان تغییرات پارامترهای گرادیان چگالی و مدول الاستیک اثرهای متضاد بر محدوده 

تعیین همانداده  با  راستای طولی مید که  را زمان گرادیان چگالی و مدول الاستیک در  نیروی محوری فشاری  ناپایدارکننده  اثرات  توان 

 تقلیل داد
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Abstract 

To improve the performance of the bi-gyroscopic systems, vibration and stability of an axially graded 
beam with both axial and rotational motion subjected to axial load have been studied. In addition, a 

detailed parametric study was performed to explain the effect of various key factors such as range of axial 

graded of materials, type of material distribution, viscosity coefficient, rotation and axial motion on the 
dynamic of the system. It was assumed that the material properties of the system change linearly or 

exponentially in the longitudinal direction. The critical axial and rotational speeds of the system were 
obtained by using the Galerkin discretization technique and eigenvalue analysis. An analytical method 

was used to identify system instability thresholds. The stability graphs were inspected. For the first time 

in this paper, it was verified that the stability evolution of the structure could be changed by properly 
regulating the axial graded of the material. It was concluded that changes in density gradient parameters 

and elastic modulus have opposite effects on the divergence and flutter boundaries of the system. Also, 

the destabilizing influences of compressive axial load can be reduced by determining the density gradient 
and elastic modulus in the longitudinal direction, simultaneously 

 

 مقدمه 1- 

سازه پژوهشدینامیک  از  زیادی  شمار  موضوع  محوری،  متحرک  های  های 

سا طول  در  رفتار  لعلمی  روی  بر  جامع  مرورهای  است.  بوده  گذشته  های 

سیستم پایداری  و  است  ارتعاشاتی  گرفته  صورت  محوری  متحرک  . [1]های 

به دلیل کاربردهای گسترده در صنایع مهندسی  همچنین، سازه های چرخان 

بی پژوهشگران  توسط  قرارگرفتهمختلف،  این  [2]اند  شماری موردمطالعه  . در 

مشخصه و  دینامیکی  پاسخ  بر  مختلفی  فاکتورهای  اثر  دینامیکی راستا،  های 

، راستای محور  [3]اند، مانند تغییرات دمایی  شدههای چرخان گزارشسیستم

نامتقارن  [4]دوران   هندسه  دوران  [5]،  سرعت  نوسانات  جاذب    [6]،  و 

 .[7]غیرخطی 
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ها در  مواد مدرج نوع خاصی از مواد مرکب هستند که خواص ترمومکانیکی آن

به جسم،  از  مشخصی  میراستای  تغییر  پیوسته  و  نرم  در [8]کنند  صورت   .

لایه و  ایزوتروپیک  مواد  با  ویژگیمقایسه  مدرج  مواد  مرسوم،  های  ای 

ممنحصربه کمتر،  تنش  تمرکز  بالاتر،  شکست  چقرمگی  مانند  قاومت  فردی 

می نمایش  را  بهتر  دمایی  و  به[9]  دهندخوردگی  دلیل،  به همین  کارگیری  . 

  تواند منجر به نتایج برجسته شودهای متحرک محوری میمواد مدرج در سازه

ساخته[10] منعطف  محوری  متحرک  تیر  ارتعاشات  زمینه،  این  در  از  .  شده 

مطالعه    [11]سط پیوان و سامپایو  مواد مدرج بر اساس روش المان محدود تو

عنوان جزء اصلی تیر در  ها نشان داد که استفاده از فلز بهشده است. نتایج آن

می سیستم  در  کمتری  فرکانسی  نوسان  به  منجر  سرامیک،  با  شود. مقایسه 

با    [12]سویی و همکاران   تیر متحرک محوری مدرج را  آزاد عرضی  ارتعاش 

ها اثر پارامترهای مختلفی  استفاده از تئوری تیر تیموشنکو مطالعه کردند. آن

های  همچون سرعت حرکت محوری و شاخص قانون توانی را بر روی فرکانس

طبیعی بررسی کردند. پایداری تیر متحرک محوری مدرج با سرعت وابسته به  

ی  توسط  همکاران  زمان  و  آن[13]ان  شد.  آوردن  بررسی  دست  به  برای  ها 

کردند.  محدوده استفاده  مستقیم  چندمقیاسی  روش  از  سیستم  پایداری  های 

ها نشان داد که آستانه پایداری سیستم با افزایش سرعت محوری و  نتایج آن

افزپارامتر سختی تکیه همچنین، ترکیب    یابد.ایش میگاه به ترتیب کاهش و 

سازه و  مدرج  است  مواد  شده  مطالعه  متعددی  محققین  توسط  چرخان  های 

به[14] ژانگ  .  و  مثال، لی  تیرهای مخروطی  پاسخ  [15]طور  دینامیکی  های 

بی روش  اساس  بر  را  چرخان  محوری  تابعی  کردند.  -مدرج  مطالعه  اسپلاین 

ها اثرات نسبت مخروطی، ناهمگنی ماده، سرعت دورانی و شعاع توپی را بر  آن

سعیدی   و  بهاالدینی  کردند.  بررسی  سیستم  دینامیک  تحلیل    [16]روی  به 

تیغه تقویتآیروالاستیک  تابعی چرخان  مدرج  گرافن  های  نانوصفحات  با  شده 

یافته به  ها با استفاده از روش گالرکین تعمیمدر جریان فراصوت پرداختند. آن

زودن مقدار کمی از صفحات گرافنی  حل مسئله پرداختند و نشان دادند که اف 

فرکانس افزایش  به  منجر  پلیمر  ماتریس  میبه  طبیعی  و    .شودهای  ابراهیمی 

مدرج    [17]مختاری   چرخان  تیموشنکو  تیر  عرضی  آزاد  ارتعاش  رفتارهای 

ساخته متخلخل  مواد  از  که  نیمهتابعی  روش  از  استفاده  با  را  تحلیلی  شده 

ها نشان دادند که به ازای مقادیر مناسب  تبدیل دیفرانسیلی مطالعه کردند. آن

قانون   میشاخص  بهبود  مدرج  چرخان  تیرهای  ارتعاشاتی  رفتار  یابد،  توانی، 

که نسبت لاغری اثر ناچیزی بر رفتار ارتعاشی سیستم دارد. زرین زاده  درحالی

ارتعاشات آزاد تیرهای مخروطی چرخان مدرج محوری را با    [18]و همکاران  

ها  بکار گیری روش اجزا محدود برای شرایط مرزی مختلف بررسی کردند. آن

ناهمگنی مواد، نسبت مخروطیت، شعاع هاب و پارامتر سرعت چرخش   اثرات 

همکاران   و  اوه  کردند.  بررسی  سیستم  دینامیک  بر  پایداری    [19]را 

کردند.   بررسی  را  چرخان  مدرج  نازک  جدار  دایروی  تیرهای  ترموالاستیک 

تواند مرزهای پایداری سیستم ها نشان دادند که تغییرات شاخص توانی میآن

به قابلرا  رامشطور  کند.  جابجا  رائو    توجهی  طبیعی فرکانس  [20]و  های 

پیش  محوری  مدرج  یکسرگیردار  چرخان  تیرهای  مطالعه  -ارتعاشات  را  تاب 

آن دینامیکی  کردند.  پاسخ  بر  را  عرضی  و  طولی  مودهای  کوپلینگ  اثرات  ها 

  [21]های مختلف مواد بررسی کردند. اوه و همکاران  گرادیانسیستم به ازای  

پره تابعی  ارتعاشات  مدرج  مواد  از  که  را  ها  توربوماشین  چرخان  های 

ها  کنند، در نظر گرفتند. آنهای دما بالا عملیات میاند و در میدانشدهساخته

آوردند.   دست  به  تاناکا  موری  و  اختلاط  روش  فرض  با  را  مواد  مؤثر  خواص 

حسینی   و  زاده  آیروترموالا  [22]فاضل  نازک  رفتار  جدار  تیرهای  ستیک 

های فراصوت و تأثیر پارامترهای  شده از مواد مدرج تابعی را در جریانساخته

نتایج آن بر این رفتار را مطالعه کردند.  های  ها نشان داد که فرکانسهندسی 

  [23]یابند. لیبرسکیو همکاران  طبیعی تحت بار آیروترموالاستیک کاهش می

محیط در  را  مدرج  نازک  جدار  تیرهای  کردند.  ارتعاشات  مدل  حرارتی  های 

در  آن اساسی  نقش  مواد  تغییرات خواص  بعلاوه  دما  گرادیان  که  فهمیدند  ها 

سرعت دارند.تعیین  سیستم  کمانش  بحرانی  چرخان،    های  متحرک  تیرهای 

اصلی از  المانیکی  سازهترین  در  هستند  ها  مکانیکی  دلیل  [24]های  به   .

هم سیستمداشتن  این  چرخشی،  حرکت  و  محوری  حرکت  های  زمان 

های ژیروسکوپیک  بایژیروسکوپیک، دارای پویایی دینامیکی غنی بین سیستم

ب  اهمیت  علیرغم  اما  این سازههستند؛  کاربردی، مطالعات محدودی  الای  های 

. در  [25] شده است ها انجامسازی ریاضی و تحلیل دینامیکی آنمدل درزمینه

یانگ   و  زمینه، یوه  تیر چرخان متحرک  مدل  [26]این  سازی دینامیکی یک 

به را  شبیهمحوری  آنصورت  کردند.  بررسی  آزمایشگاهی  و  نشان  سازی  ها 

نیروی اینرسی در تیرهای چرخان در سرعت اثر  توجه  های بالا قابلدادند که 

درحالی سرعتاست  در  صرفکه  قابل  پایین  پاسخهای  است.  های  نظر 

تیر   پیچش  پیش  اساس  دینامیکی  بر  یکسرگیردار  محوری  متحرک  چرخان 

اویلر تیر  لی  -تئوری  توسط  که    [27]برنولی  داد  نشان  او  است.  شده  مطالعه 

های نسبتاً سریع طولی و چرخشی،  جایی سر تیر به ازای حرکتتغییرات جابه

و چانگ   ژو  است.  کمتری  نوسان  یک    [28]دارای  پایداری  و  ارتعاشی  پاسخ 

ها  تیر چرخان متحرک محوری را بر اساس تئوری تیر رایلی مطالعه کردند. آن

سیستم   پایداری  نواحی  سیستم،  اینرسی  ممان  افزایش  با  که  دادند  نشان 

می همکاران  کوچک  و  یانگ  متحرک    [29] شوند.  چرخان  تیر  دینامیک 

اط انشعاب سیستم را  های طبیعی و نقها فرکانسمحوری را بررسی کردند. آن

برخلاف   آوردند.  دست  به  دورانی  و سرعت  محوری  تغییرات سرعت  ازای  به 

تحلیل  سازه روی  بر  موجود  فنی  ادبیات  ایزوتروپیک،  متحرک  چرخان  های 

سیستم و  ارتعاشاتی  قایش  است.  محدودتر  کامپوزیتی  متحرک  چرخان  های 

تحلیل ارتعاشات غیرخطی یک روتور همراه با حرکت محوری    [30]همکاران  

آن دادند.  انجام  بهرا  با  فرکانسها  چندگانه،  مقیاس  روش  های  کارگیری 

محدوده و  پاسخ  غیرخطی  پایداری  آوردند.  های  دست  به  را  ماندگار  حالت 

همکاران   و  متحرک    [31]صاحبکار  حفاری  رشته  یک  غیرخطی  ارتعاشات 

ها اثرات جرم نامتوازن و نیروی  در یک چاه اریب را بررسی کردند. آنمحوری  

مطالعه   را  سیستم  غیرخطی  مودهای  و  دینامیکی  پاسخ  بر  سیال  غیرخطی 

های کوپل شده ارتعاشاتی یک تیر  مشخصه  [32]کردند. اخیراً، لی و همکاران  

ها اثرات  کامپوزیتی جدار نازک چرخان متحرک محوری را مطالعه کردند. آن

نسبتمشخصه به شعاع و خواص  های  های هندسی همچون  طول و ضخامت 

بر روی رفتار دینامیکی سیستم بررسی   مواد نظیر زاویه جهت بندی الیاف را 

بر طبق اطلاعات نویسندگان، تحلیل ارتعاشاتی تیرهای مدرج محوری    کردند.

تابه دورانی  و  محوری  اثر  با جفت حرکت  همچنین  است.  نشده  مطالعه  حال 

مواد مدرج طولی )تغییرات مدول الاستیک  کارگیری مواد ویسکوالاستیک،  به

و هم نیروهای  و چگالی جداگانه  اثر  و همچنین  توزیع مختلف(  توابع  با  زمان 

های  محوری فشاری و کششی بر رفتار ارتعاشاتی و پایداری دینامیکی سیستم

ارزیابی   مقاله  این  اصلی  هدف  است.  نشده  گزارش  تاکنون  بایژیروسکوپیک 

مدر  مواد  از  اثر  استفاده  بررسی  همچنین  و  ویسکوالاستیک  مواد  محوری،  ج 

بهبود عملکرد سازه زمان  هایی که همنیروهای محوری فشاری و کششی  در 

بخش   در  ابتدا  است.  هستند،  و چرخشی  محوری  حرکت  معادلات  2تحت   ،

می استخراج  سیستم  بخش  دینامیکی  در  سپس  استخراج  3شوند.  برای   ،

شود. کنیک گسسته سازی گالرکین استفاده میمعادلات کاهش مرتبه یافته، ت

بخش   در  ویژه  مقدار  مسئله  ادامه،  می  4در  از  انجام  اطمینان  برای  شود. 
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زیربخش   در  حاضر،  پژوهش  در  مورداستفاده  روش  نتایج  1-5درستی   ،

شوند. در ادامه، اثر گرادیان  آمده با نتایج موجود در ادبیات مقایسه میدستبه

توزیع ممواد،  محوری،  های  نیروی  ویسکوالاستیک،  خاصیت  مواد،  ختلف 

دینامیکی   و مشخصات  پایداری  مرزهای  بر  دورانی  و حرکت  محوری  سرعت 

بررسی می و  بحث  با جزییات  داده  سیستم  نشان  بار  اولین  برای  شوند. ضمناً 

را   چرخشی  دورانی  محوری  متحرک  تیرهای  تکامل  روند  که  شد  خواهد 

درجهمی با  محورتوان  و  بندی  مواد  داد.ی  تغییر  ویسکوالاستیک   مواد 

به سیستم  دایورژنس  مرزهای  دست  همچنین،  به  عددی  و  تحلیلی  صورت 

میمی مقایسه  و  خواهند  آیند  بیان  مهم  نتایج  از  بعضی  نیز  درنهایت،  شوند. 

 شد.

 سازی ریاضي مدل -2

 

با حرکت  1شکل   مفصل  دو سر  تیر  یک  را  شماتیک  دورانی  و  محوری  های 

شود که تیر نسبت به محور طولی متقارن است و یک  دهد. فرض مینشان می

تیر به آن وارد می  Pنیروی محوری فشاری   صورت  شود. تیر بهدر دو انتهای 

  Ωکند و با سرعت دورانی  در راستای محوری حرکت می  uزمان با سرعت  هم

تیر  می طول  آن  Lچرخد.  اینرسی  ممان   ،I    نیز آن  مقطع  سطح    است   Aو 

[33] . 

 

 

Fig. 1 Schematic of the axially graded beam with both axial and 

rotational motions 
 شماتیک تیر مدرج محوری با حرکت محوری و دورانی 1شکل 

الاستیک   مدول  یعنی  تیر  مادی  چگالی    E(x)مشخصات  به    ρ(x)و 

در راستای طولی تیر طبق قانون خطی یا    ،(2)و    (1)طبق معادلات  ترتیب  

 کنند:نمایی تغییر می

(1) 𝐸(𝑥) = 𝐸0𝑓(𝑥) 

(2) 𝜌(𝑥) = 𝜌0𝑔(𝑥) 

 چگالی و مدول الاستیک در ابتدای تیر هستند و  0Eو  0ρکه در آن  

(3) 𝑔(𝑥) = 1 +
𝑥

𝐿
(𝛼𝜌 − 1)    or    𝑔(𝑥) = 𝑒

𝑥ln(𝛼𝜌)

𝐿  

(4) 𝑓(𝑥) = 1 +
𝑥

𝐿
(𝛼𝐸 − 1)    or    𝑓(𝑥) = 𝑒

𝑥ln(𝛼𝐸)

𝐿  

گرادیان چگالی و    به ترتیب پارامترهای  Eαو    ρα،  (4)و    (3)روابط  در   

 شوند:مدول الاستیک هستند و چنین تعریف می

(5) 𝛼𝜌 =
𝜌𝐿

𝜌0
 

(6) 𝛼𝐸 =
𝐸𝐿

𝐸0
 

تیر    چگالی  LEو    Lρ  (6)و    (5)در روابط   انتهای  و مدول الاستیک در 

جابجایی و معادله ترکیبی اساسی  -هستند. با در نظرگیری رابطه خطی کرنش

 :[34]توان نوشت ، میوویت-ماده ویسکوالاستیک براساس مدل کلوین 

(7) 휀𝑥 = −𝑧
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2 − 𝑦
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2 

(8) 𝜎𝑥 = 𝐸(𝑥)휀𝑥 + 𝛽
𝐷

𝐷𝑡
휀𝑥 

 

و    yبه ترتیب جابجایی عرضی سیستم در راستای محورهای    wو    vکه در آن  

z    ًهستند. ضمناβ    ،ویسکوزیته و    xεضریب  محوری    xσکرنش طولی  تنش 

 :[35] شودچنین محاسبه میاست. سپس انرژی پتانسیل سیستم این

 

(9) 𝑉 =
1

2
∫ 𝜎𝑥휀𝑥𝐴𝑑𝑥

𝐿

0

 

 

 :[29] شودچنین بیان میانرژی جنبشی سیستم این

 

(10 ) 

𝑇 =
1

2
∫ 𝜌(𝑥)𝐴 (𝑢2 + (

𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑥
− 𝛺𝑤)

2𝐿

0

+ (
𝜕𝑤

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝛺𝑣)

2

) 𝑑𝑥 

 

های طولی و  انرژی جنبشی سیستم ترکیبی از انرژی جنبشی ناشی از حرکت

شود  دورانی سیستم است که در سیستمهای بایژیروسکوپیک به کار گرفته می

انجام[36] در  . کار  دلیلی چرخش  به  نیز  نیروی محوری فشاری  توسط  شده 

 :[37]آید چنین به دست میسیستم این

(11 ) 𝑊𝑃 =
1

2
∫ 𝑃 ((

𝜕𝑣

𝜕𝑥
)

2

+ (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)

2

) 𝑑𝑥
𝐿

0

 

استفاده   همیلتون  اصل  از  سیستم  دینامیکی  معادلات  استخراج  برای 

 :[38]شود می

(12 ) 
𝛿 ∫ (𝑇 + 𝑊𝑃 − 𝑉)

𝑡2

𝑡1

𝑑𝑡 = 0 

 

، معادلات دینامیکی حاکم بر  (12)در معادله    (9-11)با جایگذاری معادلات  

 شوند. استخراج می (14)و  (13)سیستم طبق روابط 

 

(13 ) 

𝜌(𝑥)𝐴(�̈� + 2𝑢�̇�′ − 2𝛺�̇� + 𝑢2𝑣′′ − 2𝑢𝛺𝑤′ − 𝛺2𝑣)
+ 𝜌′(𝑥)𝐴𝑢(�̇� + 𝑢𝑣′ − 𝛺𝑤)
+ 𝑃𝑣′′ + 𝐸(𝑥)𝐼𝑣′′′′

+ 2𝐸′(𝑥)𝐼𝑣′′′ + 𝐸′′(𝑥)𝐼𝑣′′

+ 𝛽𝐼(�̇�′′′′ + 𝑢𝑣′′′′′) = 0 

(14 ) 

𝜌(𝑥)𝐴(�̈� + 2𝑢�̇�′ + 2𝛺�̇� + 𝑢2𝑤′′ + 2𝑢𝛺𝑣′ − 𝛺2𝑤)
+ 𝜌′(𝑥)𝐴𝑢(�̇� + 𝑢𝑤′ + 𝛺𝑣)
+ 𝑃𝑤′′ + 𝐸(𝑥)𝐼𝑤′′′′

+ 2𝐸′(𝑥)𝐼𝑤′′′ + 𝐸′′(𝑥)𝐼𝑤′′

+ 𝛽𝐼(�̇�′′′′ + 𝑢𝑤′′′′′) = 0 
بیانگر مشتق نسبت به   به ترتیب  برای    tو    xکه علامت پریم و دات  هستند. 

 :شوندبعد زیر تعریف میبعد، پارامترهای بیاستخراج روابط بی
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(15 ) 

𝑥∗ =
𝑥

𝐿
  , 𝑣∗ =

𝑣

𝐿
  , 𝑤∗ =

𝑤

𝐿
  , 𝑡∗ = 𝑡√

𝐸0𝐿2

𝜌0𝐴
  , 

  𝑢∗ =
𝑢

𝐿2
√

𝜌0𝐴

𝐸0

  , 𝛺∗ =
𝛺

𝐿
√

𝜌0𝐴

𝐸0

 

𝑃∗ = ±
𝑃𝐿2

𝐸𝐼
  , 𝜂 =

𝛽𝐿

√𝜌0𝐴𝐸0

 , 𝜆(𝑥∗) = 𝑔′(𝑥)𝐿 

, 𝛾(𝑥∗) = 𝑓′(𝑥)𝐿 , 𝜇(𝑥∗) = 𝑓′′(𝑥)𝐿2 

 

های مثبت و منفی، به  (، علامت*Pلازم به ذکر است که در نیروی محوری )

می داده  ارجاع  کششی  و  فشاری  نیروهای  به  جایگذاری  ترتیب  با  شوند. 

دینامیکی سیستم و حذف ستاره    در معادلات  (15)بعد رابطه  پارامترهای بی

بی پارامترهای  بهاز  سیستم  بعد  بدون  دینامیکی  معادلات  به  بعد،  زیر  صورت 

 آیند: دست می

(16 ) 

𝑔(𝑥)(�̈� + 2𝑢�̇�′ − 2𝛺�̇� + 𝑢2𝑣′′ − 2𝑢𝛺𝑤′ − 𝛺2𝑣)
+ 𝜆(𝑥)𝑢(�̇� + 𝑢𝑣′ − 𝛺𝑤) + 𝑃𝑣′′

+ 𝑓(𝑥)𝑣′′′′ + 2𝛾(𝑥)𝑣′′′

+ 𝜇(𝑥)𝑣′′ + 𝜂(�̇�′′′′ + 𝑢𝑣′′′′′)
= 0 

 

 

(17 ) 

𝑔(𝑥)(�̈� + 2𝑢�̇�′ + 2𝛺�̇� + 𝑢2𝑤′′ + 2𝑢𝛺𝑣′ − 𝛺2𝑤)
+ 𝜆(𝑥)𝑢(�̇� + 𝑢𝑤′ + Ω𝑣) + 𝑃𝑤′′
+ 𝑓(𝑥)𝑤′′′′ + 2𝛾(𝑥)𝑤′′′

+ 𝜇(𝑥)𝑤′′ + 𝜂(�̇�′′′′ + 𝑢𝑤′′′′′)
= 0 

 

 گسسته سازیروش  -3

به دست آوردن معادله مرتبه کاهش از  برای گسسته سازی معادلات و  یافته، 

به همین دلیل جابجاییروش گالرکین استفاده می های عرضی سیستم شود. 

 : [39] شوند طبق روابط زیر تخمین زده می

 

(18 ) 𝑣(𝑥, 𝑡) = ∑ 𝑞𝑗(𝑡)𝜙𝑗(𝑥)

𝑛

𝑗=1

 

(19 ) 𝑤(𝑥, 𝑡) = ∑ 𝑝𝑗(𝑡)𝜙𝑗(𝑥)

𝑛

𝑗=1

 

 

آن   در  گرفته  nکه  نظر  در  مودهای  مختصات    pو    qشده،  تعداد  ترتیب  به 

  𝜙هستند. همچنین،    zو    yیافته وابسته به زمان در راستای محورهای  تعمیم

محورهای   راستای  در  سیستم  عرضی  جابجایی  برای  تخمینی    zو    yتابع 

 :[29]شوند هستند و چنین بیان می

(20 ) 
  

𝜙𝑗(𝑥) = √2 sin(𝑗π𝑥) 
 

روش    کارگیریو به  (17)و    (16)در معادلات    (18-19)جایگذاری روابط  با  

گالرکین، فرم عمومی بدون بعد معادلات گسسته سیستم به شکل زیر نوشته  

 شود:می

(21 ) 

[
M1 0
0 M1

] {
Q̈

P̈
} + [

G1 G2

−G2 G1
] {

Q̇

Ṗ
} + [

K1 K2

−K2 K1
] {

Q
P

}

= {
0
0

} 

 که در آن:

(22 ) 𝐐 = [𝑞1(𝑡), 𝑞2(𝑡), … , 𝑞𝑛(𝑡)]𝑇 

(23 ) 𝐏 = [𝑝1(𝑡), 𝑝2(𝑡), … , 𝑝𝑛(𝑡)]𝑇 

(24 ) (𝐌1)𝑠𝑟 = ∫ 𝑔(𝑥)𝜙𝑠(𝑥)𝜙𝑟(𝑥)d𝑥
1

0

 

(25 ) 

(𝐆1)𝑠𝑟 = 𝑢 ∫ 2𝑔(𝑥)𝜙𝑠(𝑥)𝜙𝑟
′ (𝑥)d𝑥

1

0

+ 

𝑢 ∫ 𝜆(𝜉)𝜙𝑠(𝑥)𝜙𝑟(𝑥)d𝑥
1

0

+ 𝜂 ∫ 𝜙𝑠(𝑥)𝜙𝑟
′′′′(𝑥)d𝑥

1

0

 

(26 ) (𝐆2)𝑠𝑟 = −2𝑢 ∫ 2𝑔(𝑥)𝜙𝑠(𝑥)𝜙𝑟(𝑥)d𝑥
1

0

 

(27 ) 

(𝐊1)𝑠𝑟 = 𝑢2 ∫ 𝑔(𝑥)𝜙𝑠(𝑥)𝜙𝑟
′′(𝑥)d𝑥

1

0

 

−𝛺2 ∫ 𝑔(𝑥)𝜙𝑠(𝑥)𝜙𝑟(𝑥)d𝑥
1

0

 

+𝑢2 ∫ 𝜆(𝑥)𝜙𝑠(𝑥)𝜙𝑟
′ (𝑥)d𝑥

1

0

+ 𝑃 ∫ 𝜙𝑠(𝑥)𝜙𝑟
′′(𝑥)d𝑥

1

0

 

+ ∫ 𝑓(𝑥)𝜙𝑠(𝑥)𝜙𝑟
′′′′(𝑥)d𝑥

1

0

+ 2 ∫ 𝛾(𝑥)𝜙𝑠(𝑥)𝜙𝑟
′′′(𝑥)d𝑥

1

0

 

+ ∫ 𝜇(𝑥)𝜙𝑠(𝑥)𝜙𝑟
′′(𝑥)d𝑥

1

0

+ 𝜂𝑢 ∫ 𝜙𝑠(𝑥)𝜙𝑟
′′′′′(𝑥)d𝑥

1

0

 

(28 ) 

(𝐊2)𝑠𝑟 = −2𝑢𝛺 ∫ 𝑔(𝑥)𝜙𝑠(𝑥)𝜙𝑟
′ (𝑥)d𝑥

1

0

− 𝑢𝛺 ∫ 𝜆(𝑥)𝜙𝑠(𝑥)𝜙𝑟(𝑥)d𝑥
1

0

 

 

 تحلیل پایداری  -4 

را می مرتبه دوم حرکت سیستم  ماتریسی  زیر  معادله  اول  به فرم مرتبه  توان 

 کاهش داد:

(29 ) 𝐁�̇�(𝜏) + 𝐄𝐙(𝜏) = 0 
 که در آن  

 

(30 ) 

𝐁 = [
𝟎 [

𝐌1 𝟎
𝟎 𝐌1

]

[
𝐌1 𝟎
𝟎 𝐌1

] [
𝐆1 𝐆2

−𝐆2 𝐆1
]
] ,

𝐄 = [
− [

𝐌1 𝟎
𝟎 𝐌1

] 𝟎

𝟎 [
𝐊1 𝐊2

−𝐊2 𝐊1
]
] , 𝐙(𝜏) = [

𝐐
𝐏
�̇�

�̇�

] 

 

راه فرض  با  کاهش  t𝜆eA=Zحل  حال  مرتبه  )معادله  به  29یافته  منجر   )

 شود: مسئله مقدار ویژه زیر می

 

(31 ) 𝐘𝐀 − λ𝐈 = 𝟎 
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. قسمت  E1-B-=Yمقدار ویژه مختلط است و    𝜆ماتریس همانی است،    Iکه  

به فرکانس طبیعی ارتعاشات  ω=Image(𝜆موهومی مقدار ویژه سیستم ))  )

( به دمپینگ سیستم  𝜆)𝛿=Realسیستم مربوط است و قسمت حقیقی آن ))

شود. همچنین  سیستم دچار دایورژنس می  ω=0که  شود. هنگامیمربوط می

 است، در سیستم ناپایداری فلاتر رخ خواهد داد.  𝛿>0 کههنگامی

 

 نتایج عددی و بحث -5

مورداستفاده،   حل  روش  درستی  از  اطمینان  برای  ابتدا  بخش  این  در 

های طبیعی سیستم با نادیده گرفتن گرادیان محوری مشخصات مواد  فرکانس

می مقایسه  استخراج  ادبیات  در  موجود  نتایج  با  و  اثر  میشوند  سپس،  شوند. 

بر رفتار دینامیکی سیستم تحلیل   گرادیان محوری چگالی و مدول الاستیک 

توزیعمی تأثیر  نیز  درنهایت  و  شود.  طولی  راستای  در  مواد  مختلف  های 

هم داده  تغییرات  توضیح  پایداری  نواحی  بر  سیستم  مادی  مشخصات  زمان 

 شود.می

 

 صحه سازی مدل  -5-1

دو   )شامل  ایزوتروپیک  تیر  اول  ویژه  مقدار  چهار  حقیقی  و  موهومی  قسمت 

پیشرو( هنگامی و  ترتیب در    Ω=5که  جفت فرکانس طبیعی پسرو  به  است، 

و )ب( رسم شده است  2شکل   همان)الف(  نتایج  طور که مشاهده می.  شود، 

تطابق خوبی دارد. لازم به ذکر    [29]پژوهش حاضر با نتایج یانگ و همکاران  

همان که  است  مشاهده-2در شکل  طور  تیرهای  می  الف  با  مقایسه  در  شود، 

هم که  تیرهایی  چرخان،  تیرهای  و  محوری  و  متحرک  محوری  حرکت  زمان 

ترکیب  -پایدار-مود اول دایورژنس-پایدار"چرخشی دارند، روند تکامل پایداری  

دایورژنس-پایدار-مودفلاتر اول  مودفلاتر-پایدار-مود  تجربه    "ترکیب  را 

بهمی مطابق  بیانکنند.  سیستم-2  شکلدیگر،  با  مقایسه  در  های  الف، 

با    های بایژیروسکوپیک در یک سرعت دورانی ثابتمونوژیروسکوپیک، سیستم

1توانند دو سرعت مختلف دایورژنس )افزایش سرعت محوری، می
du    2و

du  و )

( فلاتر  مختلف  سرعت  1دو 
fu    2و

fu  .کنند تجربه  را  این  همان(  در  که  طور 

نمودار که دارای شیب منفی هستند  شود، بخشمیها مشاهده  شکل از  هایی 

های دارای شیب  یا مد فرکانسی فرد و قسمت 1اشاره به فرکانس طبیعی پسرو 

به فرکانس طبیعی پیشرو  باشد. لازم  یا مود فرکانسی زوج می 2مثبت مربوط 

قابل مطابقت  و  نتایج  استخراج صحیح  برای  است  ذکر  ارائه  به  نتایج  با  قبول 

ش مود ارتعاشاتی در روش گالرکین  ، از ش [29]شده توسط یانگ و همکاران  

 استفاده شده است.

 

 اثر پارامتر گرادیان مدول الاستیک  -5-2

می فرض  بخش  این  بهدر  سیستم  الاستیک  مدول  که  در  شود  خطی  طور 

درجه تیر  طولی  شکلبندیراستای  در  است.  تغییرات  -)الف  3های  شده  د( 

پایه ازای  فرکانس  به  سیستم  محوری  سرعت  تغییرات  برحسب  سیستم  ای 

است، رسم شده است. همچنان    P=0که  های دورانی مختلف، هنگامیسرعت

 
1 Backward 

1 Forward 

 

شکل   در  می-3که  مشاهده  سیستم  الف  در  دورانی  سرعت  نبود  در  شود، 

(Ω=0پایه فرکانس  افزایش  (،  با  حالت،  این  در  دارد.  شاخه  یک  سیستم  ای 

پایه فرکانس  محوری،  بهسرعت  سیستم  میای  کاهش  یکنوا  در  طور  تا  یابد 

( دایورژنس  محوری  پایهduسرعت  فرکانس  می(،  صفر  سیستم  و  ای  شود 

پدیده  بعدازآن سیستم در ی  از سرعت محوری متحمل  ک محدوده مشخصی 

می هماندایورژنس  میشود.  مشاهده  شکل  این  در  که  افزایش  طور  با  شود، 

پایه فرکانس  الاستیک،  مدول  گرادیان  محوری  پارامتر  سرعت  بعلاوه  ای 

با این حقیقت توجیه  یابد. این روند را میدایورژنس سیستم افزایش می توان 

ازآنجایی ماتریس سختی  ک کرد که  تنها در  گرادیان مدول الاستیک  پارامتر  ه 

می بنابراین  دارد،  نقش  مدول  سیستم  گرادیان  پارامتر  افزایش  گفت  توان 

بر سیستم القا می با افزایش  الاستیک، اثر افزایش سختی  ،  Eαکند. درنتیجه، 

می پیدا  افزایش  دایورژنس  به  در  مقاومت سیستم  و سیستم  های  سرعتکند 

 شود. بالاتر متحمل پدیده دایورژنس می

 

 
                               a 

 
b 

Fig.2 (a) Imaginary and (b) real parts of the first two eigenvalues of 
the isotropic beam for ζ=0, P=0, Ω=5 

)الف( قسمت موهومی و )ب( حقیقی دو جفت مقدار ویژه اول تیر    2شکل 

 ζ=0, Ω=5, P=0ایزوتروپیک به ازای 
 

به ساختار سفتبیانبه تر  دیگر، افزایش پارامتر گرادیان مدول الاستیک منجر 

که سیستم ترکیبی از حرکت محوری و دورانی دارد  شود. هنگامیسیستم می

در  -ب  3های  )شکل انشعاب  یک  کوریولیس،  ژیروسکوپیک  اثر  دلیل  به  د(، 
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میفرکانس رخ  طبیعی  پایههای  فرکانس  درنتیجه  دو  دهد.  به  سیستم  ای 

شاخه مجزای چرخش پسرو )شاخه پایینی( و چرخش پیشرو )شاخه بالایی(  

الت،  در این ح  اثبات شده است.  [40] شود که این مطلب قبلاً در  تقسیم می 

افتند و  نوبت اتفاق میهای چرخشی پیشرو و پسرو برای دو مود اول بهحرکت

می ارائه  ارتعاشات  طول  در  فضایی  پیکربندی  با  عرضی  موج  اثر  یک  شود. 

پایه بر فرکانس  به مقدار سرعت  تغییرات سرعت محوری  وابسته  ای سیستم، 

به است.  سیستم  مطابق شکل  طوریدورانی  در سرعت-3که  دورانی  هب،  ای 

ای  های پایه(، ابتدا با افزایش سرعت محوری تیر فرکانسΩ=5کوچک )مثلاً  

به سیستم  پیشرو  و  میپسرو  کاهش  محوری  آرامی  سرعت  یک  در  تا  یابند 

شود و سیستم پدیده کمانش را تجربه  ای پسرو صفر میمشخص، فرکانس پایه

سیمی محوری،  سرعت  افزایش  با  بلافاصله  بعدازآن،  پایدار  کند.  مجدداً  ستم 

شود. در این شرایط با افزایش بیشتر سرعت محوری، فرکانس پسرو روند  می

می پیدا  درحالیافزایشی  کاهش  کند،  همچنان  بالایی  شاخه  فرکانس  که 

میمی پیدا  ادامه  روند  این  شاخهیابد.  فلاتر،  محوری  سرعت  در  تا  های  کند 

شوند و  کنند و باهم یکی میدا میپایینی و بالایی فرکانس با یکدیگر تلاقی پی

می اتفاق  دوجهته  کوپلینگ  فلاتر  پدیده  یک  دچار  سیستم  درنتیجه،  افتد. 

شود و یک کوپلینگ فلاتر بین مختصات عمومی در دو جهت عرضی  فلاتر می

ناپایدار میافتد. در این حالت جابجاییاتفاق می با نوسان  شوند.  های سیستم 

افز با  شکل،  این  اساس  سرعتEαایش  بر  پدیده،  متناظر  محوری  های  های 

می افزایش  دو  هر  فلاتر  و  هماندایورژنس  همچنین،  مشاهده  یابند.  که  طور 

(،  du<uهای محوری کمتر از سرعت محوری دایورژنس )شود، برای سرعتمی

شاخه بر  یکسانی  اثر  مواد  محوری  فرکانس  تغییرات  بالایی  و  پایینی  های 

بهپایه دارد،  سیستم  افزایش  طوریای  با  فرکانسEαکه  پسرو  ،  و  پیشرو  های 

، این اثر بر شاخه پایینی فرکانس  du>uیابند؛ اما به ازای  سیستم افزایش می

میپایه معکوس  سیستم  سرعتای  در  مشود.  دورانی  سرعت  های  توسط، 

نزدیک می به مقدار صفر  ایزوتروپیک  دایورژنس سیستم  بهمحوری  طور  شود. 

همان شکل  مثال  در  که  می-3طور  مشاهده  ازای  ج  به  ، Ω=9.87شود، 

شود. درنتیجه به  سرعت محوری دایورژنس سیستم ایزوتروپیک برابر صفر می

می1Eα<ازای   رخ  دایورژنس  سیستم  در  ازآنجاکه  رفتار ،  دینامیکی    دهد، 

ب است؛ اما به ازای  -3سیستم و اثر گرادیان محوری مواد بر آن مشابه شکل  

<1Eαدهد و سیستم فقط ناپایداری  ، در سیستم ناپایداری دایورژنس رخ نمی

می تجربه  را  شاخهفلاتر  حالت  این  در  افزایش  کند.  با  بالایی،  و  پایینی  های 

می کاهش  و  افزایش  ترتیب  به  محوری،  سرعتیاسرعت  در  دورانی  بند.  های 

د(. در این  -3دهد )شکل  (، در سیستم دایورژنس رخ نمیΩ=12زیاد )مثلاً  

ای پسرو و  های پایهحالت، با افزایش پارامتر گرادیان مدول الاستیک، فرکانس

افزایش می به ترتیب کاهش و  بر اساس شکلپیشرو،  با  -الف   3های  یابند.  د، 

دورانی سیستم،   پایهشاخهافزایش سرعت  فرکانس  به سمت  های  سیستم  ای 

شوند. درنتیجه سرعت دایورژنس سیستم  های بیشتر جابجا میمقادیر فرکانس

می کاهش  سیستم  دورانی  سرعت  افزایش  سرعتبا  در  اینکه  تا  های  یابد 

نمی رخ  دایورژنس  سیستم  در  زیاد،  اهمیت  دورانی  حائز  نکته  این  ذکر  دهد. 

دور سرعت  تغییرات  که  ندارد،  است  اثری  سیستم  فلاتر  سرعت  روی  بر  انی، 

میدرحالی الاستیک  مدول  گرادیان  پارامتر  افزایش  با  هردوی  که  توان 

 زمان به تأخیر انداخت.طور همهای دایورژنس و فلاتر را بهسرعت

 

                               a 

 

                               b 

 
                               c 

 
                               d 

Fig.3 Fundamental frequency of the system based on  axial velocity 
=1 (a) Ω=0 (b) Ω=5 (c) Ω=9.87 (d) Ω=12ρα=0, P=0, ζ for 

 ,P=0, αρ=1ای سیستم برحسب سرعت محوری به ازای فرکانس پایه   3 شکل 

ζ=0  )الف(Ω=0  )ب(Ω=5  )ج(Ω=9.87  )د(Ω=12 
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صفحه   در  سیستم  پایداری  شکل    u-Pنقشه  ازای    4در  رسم    Ω=5به 

نشان دادهشده است و سرعت و فلاتر  دایورژنس  به  مربوط  اند. ذکر  شدههای 

سرعت تمامی  ازای  به  سیستم  که  است  اهمیت  حائز  نکته  از  این  کمتر  های 

( دایورژنس  محوری  سرعت  1اولین 
d<uu  از فراتر  همچنین  است.  پایدار   )

2دومین سرعت محوری فلاتر )
fu<uجربه خواهد  ( سیستم ناپایداری فلاتر را ت

سیستم کاهش   مؤثر  فشاری سختی  محوری  نیروی  افزایش  با  ازآنجاکه  کرد. 

شوند و مقاومت سیستم یابد، درنتیجه مناطق پایداری سیستم کوچک میمی

دیگر، افزایش نیروی محوری فشاری،  بیانشود. بهبه دایورژنس و فلاتر کم می

س  به  دایورژنس  و  فلاتر  ناپایداری  مرزهای  سرعتجابجایی  را  مت  کمتر  های 

می هماننتیجه  همچنین،  میدهد.  مشاهده  که  پارامتر  طور  افزایش  شود، 

تعیین نقش  الاستیک،  مدول  پایداری  کنندهگرادیان  مرزهای  در جابجایی  ای 

سرعت به  فلاتر  و  میدایورژنس  ایفا  بالاتر  سیستم های  با  مقایسه  در  کند. 

پارامتر گرادیان    های محوری دایورژنس وایزوتروپیک، سرعت با افزایش  فلاتر 

شوند. ذکر این  یابند و مناطق پایداری منبسط میمدول الاستیک افزایش می

سرعت بر  محوری  گرادیان  اثر  که  است  اهمیت  حائز  و  نکته  دایورژنس  های 

 تر است.فلاتر اول محسوس

 

 
Fig.4 Axial velocities of the divergence and flutter of the system 

versus the axial load for ζ=0, Ω=5, αρ=1 

های محوری دایورژنس و فلاتر سیستم برحسب نیروی محوری به  سرعت 4 شکل

 Ω=5, αρ=1, ζ=0ازای 
 

شکل پایه-)الف  5های  در  فرکانس  مدرج  ب(،  تیر  پیشرو  و  پسرو  ای 

سرعت ازای  به  چرخشی  سرعت  برحسب  مختلف  محوری  محوری  های 

شکل    P=0که  هنگامی اساس  بر  است.  شده  رسم  هنگامی-5است  که  الف، 

با افزایش    (،u=0و تنها دارای حرکت دورانی است )سیستم ایزوتروپیک است  

پایه فرکانس  دورانی،  میسرعت  افزایش  پیشرو،  درحالیای  فرکانس  یابد،  که 

میپایه کاهش  پسرو  میای  ادامه  روند  این  هنگامییابد.  تا  فرکانس  یابد  که 

میپایه صفر  مشخص  دورانی  سرعت  یک  در  پسرو  دچار  ای  سیستم  و  شود 

می دوران دایورژنس  سرعت  متناظر،  دورانی  سرعت  )شود.  دایورژنس  (  dΩی 

شود. بعدازاین نقطه عطف، با افزایش بیشتر سرعت دورانی سیستم،  نامیده می

میفرکانس افزایش  دو  هر  سیستم  پیشرو  و  پسرو  شاخههای  و  های  یابند 

طور که در این  شوند. همانفرکانسی پایینی و بالایی سیستم باهم موازی می

گرادیان مدول الاستیک، سرعت  شده است، با کاهش پارامتر  شکل نشان داده

می کاهش  سیستم  دایورژنس  سرعتدورانی  ازای  به  همچنین،  های  یابد. 

( دایورژنس  دورانی  سرعت  از  کمتر  کاهش  dΩ<Ωدورانی  با   ،)Eα  هردوی  ،

پایهفرکانس میهای  کاهش  سیستم  پیشرو  و  پسرو  درحالیای  به  یابند،  که 

سرعت دوران ازای  سرعت  از  بیشتر  دورانی  )های  دایورژنس  (،  dΩ>Ωی 

ای پسرو با کاهش پارامتر گرادیان مدول الاستیک روند افزایشی  فرکانس پایه

افزایش میب، هنگامی-5دارد. مطابق شکل   یابد  که سرعت محوری سیستم 

پایهu=3)مثلاً   فرکانس  ایزوتروپیک  سیستم  در  می(،  کاهش  پیشرو  یابد؛  ای 

به ازای  اما فرکانس پایه که  درحالییابد،  کاهش می  dΩ<Ωای پسرو سیستم 

ازای به  آن  می  dΩ>Ω  مقدار  بهافزایش  سرعت  عبارتیابد.  یک  در  دیگر 

پایه فرکانس  محوری  سرعت  افزایش  با  یکسان،  سیستم  چرخشی  پیشرو  ای 

پایهکاهش می اما فرکانس  ازای سرعتیابد؛  به  های دورانی  ای پسرو سیستم 

یابد.  کمتر و بیشتر از سرعت دورانی دایورژنس، به ترتیب کاهش و افزایش می

با افزایش سرعت محوری سرعت دورانی دایورژنس سیستم کاهش   همچنین 

ای  های فرکانس پایهیابند. ضمناً، با افزایش سرعت محوری سیستم، شاخهمی

بر طبق شکل   دایورژنس موازی یکدیگر هستند.  از  بعد  ب(،  -)الف   5سیستم 

هم منطبق نباشند، سرعت  های بالایی و پایینی فرکانس بر رویهنگامی شاخه

بی تئوری  ازنظر  سیستم  فلاتر  با  چرخشی  نیز  حالت  این  در  است.  نهایت 

فرکانسEαکاهش   و  دایورژنس  دورانی  سرعت  پایه،  پیشرو  های  سیستم  ای 

می کاهش  کاهش  با  همچنین  ازای  Eαیابند.  به  سیستم  پسرو  فرکانس   ،

dΩ<Ω    وdΩ>Ω  می افزایش  و  کاهش  ترتیب  مطابق شکلبه    5های  یابد. 

صورت موازی  ای سیستم بههای فرکانس پایه، شاخهEαب(، با تغییرات  -)الف

کاهش  شود، با  ب مشاهده می-5طور که در شکل  شوند. ضمناً همانجابجا می

(، در رفتار دینامیکی سیستم،  0.6Eα=پارامتر گرادیان مدول الاستیک )مثلاً  

های پسرو و پیشرو  شود. در این حالت شاخهناپایداری دایورژنس مشاهده نمی

روی میبر  منطبق  تمامی  هم  ازای  به  را  خود  پایداری  سیستم  و  شوند 

  5هد. بر طبق شکل  دهای دورانی از طریق ناپایداری فلاتر از دست میسرعت

هنگامی-)الف رویکه شاخهب(،  بر  فرکانس  پایینی  و  بالایی  منطبق  های  هم 

نهایت است. همچنین،  نباشند، سرعت چرخشی فلاتر سیستم ازنظر تئوری بی

شکل اساس  حالت  می  5و    3های  بر  با  مقایسه  در  که  گرفت  نتیجه  توان 

توان روند تکاملی  لاستیک، میایزوتروپیک، با تغییرات پارامتر گرادیان مدول ا

در شکل    Ω-Pپایداری سیستم را تغییر داد. نقشه پایداری سیستم در صفحه  

به دایورژنس و فلاتر  رسم شده است و محدوده  u=1به ازای    6 های مربوط 

داده ازای سرعتشدهنشان  به  ایزوتروپیک،  برای سیستم  کم  اند.  دورانی  های 

افزایش  Ω<9.1)مثلاً   با   ،)P  نیروی یک  در  و  است  پایدار  سیستم  ابتدا   ،

دایورژنس می ناپایداری  پایدار  محوری مشخص متحمل  شود و سپس مجدداً 

سرعتعبارتبه  شود.می برای  اولیه  دیگر،  ناپایداری  کم،  نسبتاً  دورانی  های 

طور که در این شکل مشخص است، دو  همیشه از نوع دایورژنس است. همان

می جدا  هم  از  دایورژنس  ناپایداری  مرز  توسط  پایدار  پدیده  ناحیه  و  شوند 

می اتفاق  مرز  این  روی  بر  فقط  دا دایورژنس  ناپایداری  ناحیه  و  یورژنس  افتد 

طور فیزیکی، در این حالت تیر در هردو راستای عرضی کمانش  وجود ندارد. به

که سیستم کانسرواتیو است، ناپایداری اولیه که در  کند. همچنین ازآنجاییمی

دهد، دایورژنس است. با افزایش بیشتر نیروی محوری فشاری،  سیستم رخ می

ازای   به  فلاتر  P>8.9سیستم  ناپایداری  از دست  از طریق  را  پایداری خود   ،

نمیمی دست  به  را  خود  پایداری  دیگر  و  بهدهد  سمت  عبارتآورد.  در  دیگر، 

نشان داده قایم  ناپایداری فلاتر میراست خطوط  شود.  شده، سیستم متحمل 

ازای سرعت به  زیاد )مثلاً  همچنین  ناپایداری  Ω>9.1های دورانی  (، سیستم 

نمی تجربه  را  با  دایورژنس  و  پایدار  کند  ابتدا  محوری  فشاری  نیروی  افزایش 

است و سپس در سیستم ناپایداری فلاتر رخ خواهد داد. سیستم ایزوتروپیک، 

)مثلاً   کم  فشاری  محوری  نیروهای  ازای  میP<8.9به  و  (  باشد  پایدار  تواند 
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، تنها ناپایداری فلاتر را  P>8.9ناپایداری دایورژنس را تجربه کند، اما به ازای  

دهد که با افزایش سرعت دورانی تیر  شود. نقشه پایداری نشان مییمتحمل م

پایداری گسترش   نواحی  در سیستم،  ژیروسکوپیک  اثرات  افزایش  درنتیجه  و 

شکل  می اساس  بر  الاستیک،  6یابند.  مدول  گرادیان  پارامتر  افزایش  با   ،

سرعت و  فشاری  محوری  نیروهای  سمت  به  دایورژنس  دورانی  مرزهای  های 

می  بیشتر بهجابجا  افزایش  بیانشوند.  با  برای  Eαدیگر،  اولیه  پایداری  ناحیه   ،

بزرگ میسیستم  الاستیک  تر  مدول  گرادیان  پارامتر  افزایش  ازآنجاکه  شود. 

نیروهای   به سمت  نیز  فلاتر  محدوده  درنتیجه  دارد،  افزایش سختی  خاصیت 

بزرگ میمحوری  جابجا  محو تر  نیروهای  در  فلاتر  پدیده  و  فشاری  شوند  ری 

، افزایش سرعت دورانی و سرعت  3-6های  دهد. براساس شکلتر رخ میبزرگ

و   دایورژنس  محوری  سرعت  کاهش  موجب  ترتیب  به  سیستم،  در  محوری 

دایورژنس می برحسب    شود.سرعت دورانی  دایورژنس سیستم  سرعت دورانی 

های  شده است. منحنینشان داده  7پارامتر گرادیان مدول الاستیک در شکل  

های محوری با افزایش  سرعت دورانی دایورژنس سیستم به ازای تمامی سرعت

Eαسیستم، سرعت محوری  سرعت  افزایش  با  هستند.  افزایشی  دورانی  ،  های 

های محوری بزرگ،  یابند. همچنین برای سرعتدایورژنس سیستم کاهش می

در این    شوند.، سرعت دورانی دایورژنس ناپدید میEαبه ازای مقادیر کوچک  

فلاتر   شرایط  در  نبود حرکت چرخشی،  در  حتی  محوری  متحرک  تیر  حالت 

ناپایداری   رخداد  محدوده  سیستم،  محوری  سرعت  افزایش  با  که  دارد  قرار 

 یابد. فلاتر نیز افزایش می

 

 اثر پارامتر گرادیان چگالي -5-3
 

طور خطی در راستای  شود که چگالی سیستم بهدر این بخش فرض می

شده است. برای بررسی اثرات تغییرات محوری چگالی بر  بندیطولی تیر درجه

پایه فرکانس  تغییرات  سیستم،  ارتعاشاتی  سیستم رفتار  پیشرو  و  پسرو  ای 

نبود   پارامترهای گرادیان چگالی مختلف در  ازای  به  برحسب سرعت محوری 

هنگامین  فشاری،  محوری  شکل    Ω=9.5که  یروی  در  شده    8است،  رسم 

ای پیشرو  های پایه، فرکانسραشود با افزایش  طور که مشاهده میاست. همان

سرعت تمامی  ازای  به  میسیستم  کاهش  محوری  برای  های  همچنین،  یابد. 

)سرعت دایورژنس  محوری  سرعت  از  کمتر  محوری  افزایش  du<uهای  با   ،)

که برای  یابد، درحالیای پسرو کاهش میپارامتر گرادیان چگالی فرکانس پایه

du>uمی معکوس  روند  این  همان،  ضمناً  با  شود.  است  مشخص  که  طور 

سرعتραافزایش   می،  کاهش  سیستم  فلاتر  و  دایورژنس  محوری    یابد. های 

پایه به  تغییرات فرکانس  برحسب سرعت دورانی  پارامترهای  ای سیستم  ازای 

رسم شده است.    9است، در شکل    u=2.5که  گرادیان چگالی مختلف هنگامی

طولی،  همان راستای  در  سیستم  چگالی  تغییر  با  است،  مشخص  که  طور 

پایهمنحنی باقی میهای فرکانس  بر اساس  ای سیستم همچنان موازی  مانند. 

ای پیشرو سیستم به ازای تمامی مقادیر  ، فرکانس پایهραاین شکل، با افزایش  

Ω  می برای  کاهش  پایهdΩ<Ωیابد. همچنین  با  ، فرکانس  پسرو سیستم  ای 

میραافزایش   کاهش  درحالی،  برای  یابد،  معکوس  dΩ>Ωکه  روند  این   ،

توان گفت پارامترهای گرادیان چگالی و مدول الاستیک  شود. درنتیجه میمی

بر رفتار ارتعاشاتی سیستم دارند. تر رفتار  باهدف بررسی دقیق  اثرات معکوس 

تغییرات   ازای  به  سیستم  تغییραدینامیکی  دایورژنس  ،  دورانی  سرعت  رات 

سرعت برای  چگالی  گرادیان  پارامتر  برحسب  مختلف  سیستم  محوری  های 

شکل    P=0که  هنگامی در  همان  10است،  است.  شده  انتظار  رسم  که  طور 

 . رفتمی

 
                               a 

 
b 

Fig.5 Fundamental frequency of the system versus rotating velocity 

for P=0, ζ=0, αρ=1 (a) u=0 (b) u=3 

ρα=0, P ,1=ای سیستم برحسب سرعت دورانی به ازای فرکانس پایه   5شکل 

ζ=0  )الف(u=0  )ب(u=3 

 

 
Fig.6  Stability map of the system in Ω-P plane for ζ=0, u=1, αρ=1 

 u=1, αρ=1, ζ=0به ازای  Ω-Pنقشه پایداری سیستم در صفحه  6شکل 
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Fig.7 Divergence rotating velocity of the axially graded beam based 
on elastic modulus gradient parameter for ζ=0, P=0, αρ=1 

سرعت دورانی دایورژنس تیر مدرج محوری برحسب پارامتر گرادیان  7شکل 

 P=0, αρ=1, ζ=0مدول الاستیک به ازای 

 
Fig.8  Fundamental frequency of the system versus axial velocity 

for ζ=0, P=0, αE=1, Ω=9.5 

 ,Ω=9.5, P=0ای سیستم برحسب سرعت محوری به ازای فرکانس پایه  8شکل 

=0ζ ,=1Eα 
 

 

کاهش   دایورژنس سیستم  دورانی  محوری سیستم، سرعت  افزایش سرعت  با 

به  می منجر  محوری،  سرعت  کاهش  که  دارد  آن  به  اشاره  موضوع  این  یابد. 

می سیستم  پایداری  ناحیه  شدن  در  بزرگ  مخصوصاً  بزرگ.    ραشود،  های 

دیگر، تیرهای چرخان بدون حرکت محوری، پایداری بیشتری نسبت  عبارتبه

هم محوری  و  چرخشی  حرکت  تحت  تیرهای  این  به  بر  علاوه  دارند.  زمان 

می در  مشاهده  محوری،  سرعت  افزایش  با  که  سرعت    ραشود  بزرگ  های 

می سیستم صفر  دایورژنس  ناپایدورانی  سیستم  در  حالت  این  در  داری  شود. 

های دوران، ناپایداری فلاتر رخ  دهد و به ازای تمامی سرعتدایورژنس رخ نمی

خواهد داد. یک نکته مهم دیگر در این شکل این است که برعکس نمودارهای  

دایورژنس در صفحه   با    ρα-dΩها در صفحه  ، منحنیEα-dΩسرعت دورانی 

می کاهشی  چگالی  گرادیان  پارامتر  درنتیجهافزایش  گفت  می  باشند.  توان 

 پارامتر گرادیان چگالی بر پایداری سیستم اثر کاهشی دارد. 

 
Fig.9  Fundamental frequency of the system versus the rotating 
velocity for ζ=0, P=0, u=2.5, αE=1 

 ,P=0, u=2.5ای سیستم برحسب سرعت دورانی به ازای فرکانس پایه  9شکل 

=0ζ=1, Eα 

 
Fig.10 Divergence rotating velocity of the axially graded beam 

versus the density gradient parameter for ζ=0, P=0, αE=1 

سرعت دورانی دایورژنس تیر مدرج محوری برحسب پارامتر گرادیان   10شکل 

 0ζ=1, Eα=0, P=چگالی به ازای 
 

دینامیک   بر  سازه  طولی  راستای  در  چگالی  گرادیان  اثر  بهتر  ارزیابی  برای 

است،    P=0که  های مختلف هنگامی  αρسیستم، مرزهای دایورژنس به ازای  

همان است.  شده  مقایسه  ایزوتروپیک  حالت  با  و  است  شده  که  رسم  طور 

پارامتر  قابل افزایش  با  ایزوتروپیک،  سیستم  با  مقایسه  در  است،  مشاهده 

در سرعت دایورژنس  پدیده  چگالی  رخ  گرادیان  کمتر  دورانی  و  محوری  های 

دمپینگ و    های جرم،خواهد داد و برعکس. پارامتر گرادیان چگالی در ماتریس

شکل توجه  با  دارد.  نقش  می 8-11های  سختی  اثر  ،  گرفت  نتیجه  توان 

افزودگی جرم پارامتر گرادیان چگالی بر رفتار دینامیکی سیستم غالب است و  

اساس   بر  دارد.  سیستم  بر  ناپایدارکننده  اثر  چگالی  گرادیان  پارامتر  افزایش 

می3-11های  شکل افزایش سختی،  که  گرفت  نتیجه  بعلاوه    توان  ساختاری 

روش جرمی،  نسبت  سیستمکاهش  پایداری  رفتار  بهبود  برای  مؤثر  های  های 
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ناپایداری شروع  انداختن  تأخیر  به  برای  روشی  و  های  بایژیروسکوپیک 

 زمان در سیستم هستند.استاتیکی و دینامیکی، هم

 

 
Fig.11 Effect of density gradient parameter on the divergence 

boundaries of the system for ζ=0, P=0, αE=1 

 ,P=0اثر پارامتر گرادیان چگالی بر مرزهای دایورژنس سیستم به ازای  11شکل 

=0ζ=1, Eα 
 
 

 اثر پروفایل توزیع مشخصات مادی -5-4

 

می فرض  بخش  این  سیستم در  الاستیک  مدول  و  چگالی  که  شود 

اند. در  شدهبندیصورت خطی یا نمایی در راستای طولی تیر درجهجداگانه به

فرکانس12شکل   پایه،  توزیعهای  با  پیشرو سیستم  و  پسرو  و  ای  نمایی  های 

خطی مشخصات مادی برحسب پارامترهای گرادیان چگالی و مدول الاستیک  

طور که مشخص است فرکانس  اند. همانرسم شده  Ω=4و    u=1که  یهنگام

به ترتیب افزایشی و کاهشی هستند. ذکر    ραو    Eαای سیستم با افزایش  پایه

نکته حائز اهمیت است که هنگامی است، سیستم   1ρα=و یا    1Eα=که  این 

می کاهش  ایزوتروپیک  حالت  فرکانسبه  حالت  این  در  درنتیجه  های  یابد، 

توزیع برای  برابر  طبیعی  باهم  سیستم  مادی  مشخصات  خطی  و  نمایی  های 

با   مقایسه  در  که  است  این  نمودار  این  در  دیگر  مهم  ویژگی  یک  هستند. 

فرکانس الاستیک،  مدول  نمایی  ازتغییرات  به  سیستم  پایه  تغییرات  های  ای 

ای سیستم  های پایهکه فرکانستر هستند. درحالیخطی مدول الاستیک بزرگ

نمایی چگالی در مقایسه با تغییرات خطی چگالی بزرگ تر  در حالت تغییرات 

 هستند. 

 

Fig.12 Fundamental frequencies of the axially graded beam versus 
the density and elastic modulus gradient parameters for ζ=0, P=0, 

u=1, Ω=4 

ای تیر مدرج محوری برحسب پارامترهای گرادیان  های پایه فرکانس   12شکل 

 u=1, Ω=4, P=0, ζ=0چگالی و مدول الاستیک به ازای 

بر مرزهای دایورژنس تیر  اثر توزیع  13در شکل   های مختلف مشخصات مواد 

هنگامی محوری  داده  P=0و    Ω=2که  مدرج  نشان  طبق  است،  است.  شده 

ازای   به  سیستم  دایورژنس  مرزهای  یا    1Eα=انتظار  روی  1ρα=و  هم  بر 

می همانمنطبق  میشوند.  مشاهده  که  تغییرات  طور  حالت  در  سیستم  شود، 

حالت در  ترتیب  به  الاستیک،  مدول  و  چگالی  و  محوری  نمایی  توزیع  های 

ت چگالی متغیر، توزیع نمایی، ناحیه  دیگر، در حال بیانخطی پایدارتر است. به

که در حالت مدول الاستیک  کند، درحالیبینی میتری را پیشپایداری بزرگ

همچنین   بود.  خواهد  پایدارتر  سیستم  یک  به  منجر  خطی  توزیع  متغیر، 

 شود.منجر به یک سیستم پایدارتر می ραو کاهش  Eαافزایش 

 

 
Fig.13 Divergence axial velocity of the axially graded beam versus the 

density and elastic modulus gradient parameters for ζ=0, P=0, Ω=2 

سرعت محوری دایورژنس تیر مدرج محوری برحسب پارامترهای گرادیان     13شکل 

 Ω=2 , P=0 , ζ=0چگالی و مدول الاستیک به ازای 

 

 زمان چگالي و مدول الاستیک اثر تغییرات هم -5-5

 

می بهفرض  سیستم  الاستیک  مدول  و  چگالی  که  همشود  زمان  طور 

(α=Eαρ=αبه درجه(  تیر  طولی  راستای  در  خطی  در  شدهبندیصورت  اند. 

پارامتر  14شکل   برحسب  سیستم  دایورژنس  محوری  سرعت  تغییرات   ،

( ترسیمαگرادیان  مختلف  محوری  بارهای  برای  همان(  است.  که  شده  طور 

اند،  صورت عددی محاسبه شدهواضح است، مرزهای دایورژنس سیستم که به

رود با کاهش  طور که انتظار میمطابقت خوبی دارد. همان با نتایج حل تحلیلی

سیستم  پایداری  مناطق  کششی،  نیروی  افزایش  یا  و  فشاری  محوری  نیروی 

می همانبزرگ  میشوند.  مشاهده  که  فشاری  طور  نیروی  حالت  در  شود، 

درحالی دارد،  سیستم  بر  پایدارکننده  خاصیت  گرادیان  پارامتر  در  افزایش  که 

نیروی   بر  حالت  ناپایدارکننده  خاصیت  گرادیان  پارامتر  افزایش  کششی، 

سیستم دارد. همچنین، یک تغییر سریع در سرعت محوری دایورژنس سیستم  

شود. از سوی دیگر، به ازای مقادیر  در مقادیر کم پارامتر گرادیان مشاهده می

به  αبزرگ   نسبت  را  خود  حساسیت  سیستم،  دایورژنس  محوری  سرعت   ،

نیروهای محوری  از دست مینیروی محوری   به ازای  پایداری  دهد و مرزهای 

می موازی  باهم  میمختلف،  بنابراین،  همشوند.  تعیین  با  گرادیان  توان  زمان 
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چگالی و مدول الاستیک در راستای طولی اثرات ناپایدارکننده نیروی محوری  

 فشاری را تقلیل داد. 
 

 اثر ویسکوزیته -5-6

درنهایت باهدف بررسی اثر مواد ویسکوالاستیک بر دینامیک سیستم، قسمت   

حقیقی و  )شامل    موهومی  ارتعاشات  اول  طبیعی  فرکانس  جفت  دو 

شکل  فرکانس در  محوری  متحرک  سرعت  برحسب  تیر  پیشرو(  و  پسرو  های 

نمایش    (ζ)( به ازای دو مقدار مختلف از پارامتر ویسکوالاستیک  ب-)الف  15

هماناستشده  داده می.  مشاهده  که  خاصیت  طور  افزایش  با  شود، 

کند که این  ویسکوالاستیک مواد، سرعت بحرانی دایورژنس سیستم تغییر نمی

راه با  ارائهویژگی  تحلیلی  قابلحل  پیوست،  در  ازآنجاییشده  است.  که  اثبات 

ناپایستار است، فرکانس از  سیستم ویسکوالاستیک،  های طبیعی سیستم قبل 

می  رخداد  مختلط  فرکانسدایورژنس  مخصوصاً  بالاتر.  شوند،  مودهای  های 

شکل   هنگامی-15براساس  قسمت  ب،  باشد،  ویسکوالاستیک  سیستم  که 

منحنی محور  موهومی  به  نسبت  را  خود  تقارن  فرکانسی،  دست    xهای  از 

مشاهده میمی که  همچنان  روند  دهند. ضمناً  ویسکوالاستیک،  شود، سیستم 

پایداری   کند.  را تجربه می  "دایورژنس مود دوم-فلاتر مود اول-پایدار"تکامل 

می مواد  درنتیجه  ایزوتروپیک،  سیستم  با  مقایسه  در  گفت،  توان 

می تغییر  را  سیستم  پایداری  تکامل  روند  درمجموع    دهند.ویسکوالاستیک 

مواد  می اثرات  به  محوری  متحرک  تیرهای  کیفی  پایداری  که  گفت  توان 

که گرادیان محوری مواد، نقش  ویسکوالاستیک سیستم وابستگی دارد، درحالی

فرکانسقابل و  بحرانی  سرعت  کمی  مقدار  تعیین  در  طبیعی توجهی  های 

 سیستم دارد.
 

 
Fig.14 Divergence axial velocity of the system versus gradient 

parameter for ζ=0, Ω=1 

سرعت محوری دایورژنس سیستم برحسب پارامتر گرادیان به ازای     14شکل 

Ω=1 , ζ=0 
 

 گیری نتیجه -6

سازه دینامیک  روی  بر  مفصل  تحقیق  یک  مقاله،  این  مدرج  در  تیرهای  ای 

انجام بارمحوری خارجی  تحت  دورانی  و  محوری  با حرکت  است.  محوری  شده 

بهروش تحلیلی  و  و  کاربرده شدههای عددی  دایورژنس  ناپایداری  تا شرایط  اند 

تغییرات   مانند  مختلف  پارامترهای  اثر  شود.  مطالعه  سیستم  محوری  فلاتر 

خصوصیات مادی، نیروی محوری، سرعت محوری و دورانی بر رفتار ارتعاشاتی  

با افزایش مدول الاستیک و کاهش    نتایج نشان دادندسیستم بررسی شد.   که 

پایه فرکانس  سیستم،  طولی  راستای  در  افزایش  چگالی  سیستم  پیشرو  ای 

پایهمی فرکانس  بر  مواد  محوری  گرادیان  اثر  پیچیدهیابد.  سیستم  پسرو  تر  ای 

گرادیان   پارامتر  افزایش  دهد،  رخ  دایورژنس  ناپایداری  سیستم  در  اگر  است. 

پ و کاهش  پایهمدول الاستیک  را در  ارامتر گرادیان چگالی، فرکانس  ای پسرو 

و  سرعت افزایش  ترتیب  به  دایورژنس  محوری  سرعت  از  بیشتر  و  کمتر  های 

می پایهکاهش  فرکانس  کاهش  به  منجر  صورت،  این  غیر  در  پسرو  دهند،  ای 

می ترتیب  سیستم  به  متغیر،  الاستیک  مدول  و  متغیر  چگالی  حالت  در  شود. 

نمایی  توزیع فرکانسهای  به  منجر  خطی  بزرگو  پایدارتر  های  سیستم  و  تر 

مدول  می و  چگالی  گرادیان  پارامترهای  که  شد  فهمیده  همچنین،  شوند. 

دارند.   سیستم  بر  پایدارکننده  و  ناپایدارکننده  اثرات  ترتیب  به  الاستیک، 

محوری  بیانبه مدرج  تیرهای  ایزوتروپیک،  تیرهای  با  مقایسه  در  دیگر، 

الی و مدول الاستیک در راستای طولی سیستم به ترتیب کاهش  که چگهنگامی

که   داد  نشان  حاضر  پژوهش  نتیجه  بود.  خواهند  پایدارتر  یابند،  افزایش  و 

تغییرات سرعت دورانی، تأثیری بر آستانه ناپایداری فلاتر سیستم ندارد. نشان  

می مواد  محوری  تغییرات  درست  تنظیم  با  که  شد  ناپایدارداده  مرز  ی  توان 

محدوده و  نمود  را حذف  انداخت.  دایورژنس  تعویق  به  را  فلاتر  ناپایداری  های 

تعیین هم با  که  دادند  نشان  در  نتایج  الاستیک  مدول  و  گرادیان چگالی  زمان 

توان اثرات ناپایدارکننده نیروی محوری فشاری را تقلیل داد.  راستای طولی می

میمدل حاضر  پژوهش  نتایج  و  طراسازی  در  سیستمتواند  های  حی 

 بایژیروسکوپیک غیرهمگن مفید باشد.
 

 
                               a 

 
b 

Fig.15 (a) Real and (b) imaginary parts of two first natural 
frequencies based on axial velocity for P=0, u=2, Ω=5, ζ=0.001 

)الف( قسمت حقیقی و )ب( مجازی دو فرکانس طبیعی اول برحسب    15شکل 

 P=0 , ζ=0.001, Ω=5سرعت محوری به ازای 
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 پیوست -7

فرکانس  هنگامی کمترین  دارد،  بحرانی  دورانی  یا  محوری  سرعت  سیستم  که 

پایه فرکانس  یعنی  سیستم  میطبیعی  صفر  سیستم  پسرو  سیستم ای  و  شود 

ازای   به  را  خود  از دست میسختی  اصلی  به[41]  دهد مود  استخراج  .  منظور 

( معادله  اول،  مود  به  مربوط  بحرانی  مود  19سرعت  یک  گرفتن  نظر  در  با   )

(r=s=1به معادله زیر کاهش می ،)[42]  یابد : 

(1-a) 

[
𝑚11 𝑚12

𝑚21 𝑚22
] �̈�1(𝜏) + [

𝑐11 𝑐12

𝑐21 𝑐22
] �̇�1(𝜏)

+ [
𝑘11 𝑘12

𝑘21 𝑘22
] 𝐪1(𝜏) = 0 

 توان نوشت: با تغییرات خطی مشخصات مادی می

(2-a) 
𝑘11 = 𝜋4(𝛼𝐸 + 1) − 𝜋2 ((𝛼𝜌 + 1)𝑣2 + 2𝑃)

− 𝑣2(𝛼𝜌 − 1) − Ω2(𝛼𝜌 + 1) 
 

(3-a) 𝑘12 = 2𝑣𝛼𝜌 − 4Ω 

(4-a) 𝑘13 = 2𝑣(𝛼𝜌 − 2) + 4Ω 

(5-a) 𝑘22 = 𝜋4(𝛼𝐸 + 1) − 𝜋2 ((𝛼𝜌 + 1)𝑣2 + 2𝑃)

− 𝑣2(𝛼𝜌 − 1) − Ω2(𝛼𝜌 + 1) 
سیستم پایداری  تئوری  طبق  ژیروسکوپیک  بر  خطی  هنگامی[43]های  که  ، 

.  [44]  شودمقادیر ویژه سیستم صفر شود، دترمینان ماتریس سختی صفر می

توان از رابطه زیر به  درنتیجه سرعت محوری )یا دورانی( بحرانی سیستم را می

 :دست آورد

(6-a) 𝑘11𝑘22 − 𝑘12𝑘21 = 0 
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