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    چکیده

چینی با زوایای های آزاد چندلایه کامپوزیتی که دارای لایهای، در نزدیکی لبهلایههای برشی و عمود بر سطح بینایجاد و رشد ناگهانی تنش 

بعدی استفاده نمود.  های حل سهبایست از روشهایی میشود. برای تحلیل چنین سازه شناخته می  "اثر لبه"الیاف متفاوت است، با عنوان  

روش کانترویچ یکی از فنون حل تحلیلی است که علاوه بر اینکه در حل مسائل الاستیسیته مورد استفاده قرار گرفته، اخیرا برای حل 

جایی به صورت یک سری از معرفی شده است. در این روش، ابتدا میدان جابهای کامپوزیتی نیز  معادلات الاستیسیته سه بعدی چندلایه

شود. سپس با حل معادلات دیفرانسیل در یک راستای مجهول و تکرار همین روال برای دیگر ضرب توابعی تک متغیره فرض میحاصل

شود. آنچه در این تحقیق به آن دست آمده در راستای قبلی، و با یک یا چندین تکرار محدود، مسئله حل میراستاها، با فرض جواب به

ی کامپوزیتی ضخیم تحت بار گسترده عرضی  ای محاسباتی برای حل تئوری مسئله چندلایهپرداخته شده است در مرحله اول تهیه برنامه

بر مبنای روش کانترویچ است که نتایج آن با تحقیقات قبلی صحت سنجی شده است. در مرحله دوم که هدف اصلی از این تحقیق در آن 

ی کامپوزیتی با بینی خرابی بر روی یک چندلایهگذاری و محک زدن دقت ابزار حل تئوری در پیشی برای صحههای نهفته است، آزمایش 

کاهش خواص ماده، نشان داده شده است که   های گوناگون اجرا شده است. با به کار بستن معیارهای شکست متناسب و مدل چینیلایه

 ت را با دقت خوبی نمایش دهد.بینی حل تئوری توانسته زمان و موقعیت شکسپیش
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Abstract 

Rapid increase in interlaminar and normal stresses of composite laminates with different lamina fiber 

directions at their free edges is known as “Free Edge Effect”. Normally three dimensional elasticity solution 

methods are required to analyze such plates. Kantrovitch method is one of these analytical techniques. In 
this method displacement field is initially assumed to be a sum of multiplication of single variable functions 

and then the differential equations are solved in one of the unknowns coordinate direction. The results from 

this solution are then implemented for next step to find known functions for other directions. The process 
will repeat until getting convergency. In this paper the basic concepts of the required theory are firstly 

introduced. The problem is then solved and results are verified with those available in the literature works. 
In the second main part of the paper, a test setup is introduced which is used to test various composite 

laminates to validate the theory results  for failure prediction. Comparing failure load results are shown that 

there is a good agreement between the results from the analytical and experimental methods. 

 

 مقدمه  1
 

های تحلیلی برای  آوری در حوزه مواد کامپوزیتی و گسترش ابزاربا پیشرفت فن

ها در صنایع مختلف و به خصوص صنعت هوافضا روز  کارگیری آناین مواد، به

به روز در حال افزایش است. هرچند استفاده از این مواد در این صنعت به دلیل  

گیری دارد اما در  کام به وزن بالا در مقابل مواد فلزی، مزایای چشمنسبت استح

سازه تحلیل  میمقابل،  مواد  این  فلزی  ای  مواد  به  نسبت  مواردی  در  تواند 

ها پدیده اثر لبه است. چنانچه فرض کنیم  تر باشد. یکی از این پیچیدگیپیچیده

به دلیل بوجود آمدن  های کامپوزیتی متفاوت باشد،  زوایای لایه چینی در لایه

های  ها برای برقراری تعادل، و با توجه به لبهخواص الاستیک متفاوت در لایه

توانند  ها میگردد. این تنشای ایجاد میهای برشی و نرمال بین لایهآزاد، تنش

لبه محل  تنشدر  به  تبدیل  و  کنند  رشد  آزاد  برای  های  گردند.  بحرانی  های 
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ارائه شود تا به وسیله آن میدان تنش در سه بعد قابل    بررسی اثر لبه باید روشی

باشد. بررسی  و  بعدی    محاسبه  سه  تحلیل  تئوری  بخش  در  پژوهش  پیشینه 

های  توان در دو دسته کلی روشهای کامپوزیتی برای مطالعه اثر لبه را میلایه

بندی کرد. از میان این دو دسته تنها  های عددی دسته تقریبی و روش-تحلیلی

شود چراکه هدف از این پژوهش صحه گذاری  کارهای تحلیلی پرداخته می  به

های عددی مدنظر نیست. برای حل تحلیلی  روش تحلیلی در عمل است و روش

روش لبه،  اثر  حل  مسئله  از  انحراف  روش  است.  شده  ارائه  گوناگونی  های 

ارائه گردید. این تئوری بر پایه فرضیات برای    [1]در مرجع   1الاستیسیته دقیق

میدان جابجایی بنا گذاشته شد. روش دیگر، روش تئوری لایه مرزی است که  

مرجع   یافته  [2]در  توسعه  روش  این  گردید.  مواد  ارائه  در  مشابه  روشی  ی 

 [3]  ایزوترپیک بوده و بر پایه بسط مقادیر تنش استوار است. پاگانو در مرجع

جدی ریزنر تئوری  تغییراتی  اصل  پایه  بر  چندلایه 2دی  تحلیل  های  برای 

تئوری خود را      [4]وی در کاری دیگر  ,کامپوزیتی ارائه نمود. در همین راستا  

های روش او این بود  برای حل مسئله اثر لبه استفاده کرد. یکی از محدودیت

تحلیل کند. چینی متقارن متوازن و تحت بار محوری را  توانست لایهکه تنها می

در ادامه، حل دقیق اثر لبه در یک صفحه کامپوزیتی با فرض توابع سینوسی و  

انجام شد. در این تحقیق از تئوری مرتبه بالای ورق   [5] کسینوسی توسط بکر

روش حلی که مد نظر پژوهش حاضر است روش حل دستگاه   استفاده شده است.

کارگیری روش کانترویچ توسعه  معادلات دیفرانسیل الاستیسیته سه بعدی با به

است.   دیگر روشیافته  به  نسبت  یافته  توسعه  کانترووچ  روش  مزایای  های  از 

توان به دقت بالا، همگرایی سریع، محاسبات کم و عدم نیاز به ارضاء  عددی می

. در این روش حدس اولیه تنها  شرایط مرزی در حدس اولیه اشاره کرددقیق  

تواند مانع از پیشرفت حل شود. در  د اما نمیکنبه سرعت همگرایی کمک می

حوزه،   باراین  پاره  [6]کانترویچ    اولین  دیفرانسیل  معادلات  تبدیل  ای  جهت 

به یک معادله دیفرانسیل معمولی   با روشدوبعدی  های متداول قابل حل  که 

گیری از  با بهره    [7]  کر  پس از آن   خواهند بود، روشی جدید را پیشنهاد نمود.

بار روش  ترویچ،  روش کان  یافته "برای اولین  برای حل    "3کانتروویچ توسعه  را 

مرور دیگر کارها در حوزه    .ارائه کردمسئله پیچش یک میله با مقطع مستطیلی  

برای یک چندلایه به همین روش  به همراه راه حلی جدید  ی  روش کانترویچ 

چینی و شرایط مرزی دلخواه توسط  کامپوزیتی ضخیم تحت بار عرضی و با لایه

  [9]ارائه شده است. همین نویسندگان در تحقیقی دیگر    [8]طهانی و همکارش  

ای را منتشر لایه چینی و شرایط مرزی نیز مقاله  ای با شرایطبرای پوسته استوانه 

اند که تنها تفاوت آن در هندسه مسئله است. روش حل این دو پژوهش  کرده

نتایج تئوری کانترویچ و    آخر مبنای پژوهش حاضر قرار گرفته است. مقایسه 

های ارتعاشات  های کامپوزیتی، بیشتر در زمینه تحلیلنتایج تجربی در چندلایه

شود. در این زمینه  پذیرفته است و مقایسه استحکامی به ندرت دیده می  صورت

-اشاره کرد که با فرض کرنش صفحه  [10]می توان به تحقیق کیم و همکارانش  

ی کامپوزیتی طویلی را  ی و مستقل بودن تغییرات از راستای طولی، چندلایها

ار دادند. در این  های آزاد است به روش کانترویچ مورد تحلیل قرکه دارای لبه

روابط   بسط  در  مکمل سازه  انرژی  روش  و  لخنیتسکی  تنش  توابع  از  تحقیق 

نتایج تجربی تحقیق دیگری که قبلا   با  نتایج این تحقیق  استفاده شده است. 

مورد مقایسه قرار گرفته و تطابق نسبتا خوبی مشاهده شده    [11]انجام شده  

به د راستای ضخامت  تنش در  که  آنجا  از  از  است.  افزایشی است  لبه  اثر  لیل 

استفاده شده   تجربی  نتایج  با  تئوری  نتایج  مقایسه  برای  میانگین  تنش  معیار 

ای که بر  در برخی کارهای دیگر با موضوع بررسی اثرات تنش بین لایه   است.

 
1 Perturbation Theory 
2 Reissner's variational principle 

سوراخ  لایهاثر  چند  لبهکاری  در  کامپوزیتی  میهای  بوجود  سوراخ  آیند  های 

اشاره نمود. در    [12]  توان به مرجعه برای مثال میکارهایی صورت پذیرفته ک 

نانولوله افزودن  اثر  تحقیق  لایه این  بین  عدم جدایش  بر  کربنی  مورد  های  ای 

با استفاده از    [13]مطالعه قرار گرفته است. در تحقیق دیگری   در این زمینه 

به بررسی سه بعدی تنش در لبه ی  های سوراخ چند لایهروش المان محدود 

 پوزیتی پرداخته شده است.کام

در تحقیق حاضر از روش جامع حل سه بعدی الاستیسیته با تکنیک کانترویچ  

استفاده شده و به لحاظ تئوری، توزیع تنش در راستای ضخامت و عرض یک  

ی کامپوزیتی تحت بار گسترده عرضی مورد محاسبه قرار گرفته است. چندلایه

ی کامپوزیتی ضخیم  زمایش چندلایهسپس با طراحی و ساخت چیدمانی برای آ

لایه با  آن  شکست  عرضی،  گسترده  یکنواخت  بار  مورد  تحت  متفاوت  چینی 

به با  نهایت  در  است.  گرفته  قرار  با  مطالعه  متناسب  شکست  معیار  کارگیری 

های خواص  کارگیری نتایج آزمایششکست تجربی اتفاق افتاده و همچنین به

نتایج  تئوری با نتایج تجربی مورد مقایسه  ی کامپوزیتی،  استحکامی چندلایه

 قرار گرفته است.

 

 یبر تئور یمسئله و مرور یمعرف 2-
 

ضخیم    ی کامپوزیتیچندلایههندسه مورد بررسی در تحقیق حاضر شامل  

چینی دلخواه است که تحت بار گسترده یکنواخت عرضی  مستطیلی شکل با لایه

نشان داده شده    1قرار گرفته است. دستگاه مختصات برای این مسئله در شکل  

 است. 

 

 
Fig. 1 Coordinate system for rectangular composite laminate under 

uniform  distributed transverse loading  

ضخیم مستطیلی تحت بار  ی کامپوزیتیدستگاه مختصات برای چندلایه 1شکل 

 گسترده عرضی  یکنواخت

 

ارائه   [8]تحلیل مسئله فوق در مرجع  همانطور که قبلا هم اشاره شد، روش  

ای از تئوری بیان شده در این مرجع، جهت  شده است. در این بخش، خلاصه

 شود.  آشنایی خواننده آورده می

روش   پایه  بر  که  این روش  یافته" در  توسعه  میدان    " کانترویچ  است،  استوار 

 شود. جابجایی به صورت زیر فرض می

3 Extended Kantrovich Method(EKM) 
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می فوق  جابجایی  میدان  فرض  مشتقبا  با  نیز  را  کرنش  میدان  گیری  توان 

توان  سپس با استفاده از اصل کمینه بودن انرژی پتانسیل کل میمحاسبه کرد.  

به معادلات دیفرانسیلی تعادل و همچنین شرایط مرزی دست یافت. برای این  

کار لازم است تا در معادله تغییرات انرژی پتانسیل تنش بر حسب کرنش در  

  هر لایه نوشته شود و در نهایت نیز کرنش بر حسب میدان جابجایی مفروض 

فوق جایگزین گردد. بار عرضی نیز در معادله تغییرات کار نیروهای خارجی قرار  

توان به دستگاه معادلات دیفرانسیلی  می گیرد و با انتگرال گیری جزء به جزء می

مرتبه دوم تعادل و شرایط مرزی رسید. به دلیل حجم بالای روابط، در اینجا از  

تکراری جزئیات که در مرجع   پرهیز میموج  [8]بیان  است،  شرایط    شود. ود 

مثال در  مرزی در راستاهای سه گانه مختصات می برای  باشد.  متفاوت  تواند 

 شود. شرایط مرزی به صورت زیر تعریف می 𝑥 راستای  

 

 

𝑁𝑥در معادلات فوق  
𝑖  ،𝑁𝑥𝑦

𝑖   و𝑄𝑥2
𝑖 های تنش نرمال و برشی هستند. در  منتجه

راستای   𝑦راستای   مشابه  مرزی  شرایط  راستای   𝑥نیز  در  اما  بود.    𝑧خواهد 

شامل شرایط مرزی در بالا و   𝑧شرایط متفاوت است. شرایط مرزی در راستای  

های تنش در بین  ها و منتجهو همچنین شرایط تساوی جابجایی  چندلایه پایین  

مرجع  لایه در  بیشتر  جزئیات  است. [8]هاست.  دستگاه    موجود  آنکه  از  پس 

گانه به دست  سهمعادلات دیفرانسیل و شرایط مرزی در هر یک از راستاهای  

معادلات   دستگاه  یک  حالت،  فضای  به  جابجایی  توابع  متغیر  تغییر  با  آمد، 

شود. برای مثال برای حل مسئله  دیفرانسیل خطی با ضرایب ثابت حاصل می

 آید.دست میاین دستگاه معادلات به شکل ماتریسی زیر به 𝑧در راستای  

 

 

 شود. به صورت زیر تعریف می {𝑍(𝑘)(𝑧)}در رابطه فوق بردار فضای حالت  

 

 

نیز بیانگر آن   𝑘نیز ماتریسی با ضرایب ثابت است. بالا نویس   [𝐴̃(𝑘)]ماتریس  

است. به عبارت دیگر     اُم  –  𝑘است که دستگاه معادله فوق مربوط به لایه ی  

برای هر لایه، دستگاه معادلاتی وجود دارد که باید با اعمال شرایط مرزی در  

ای آن را حل کرد. حل  و همچنین شرایط مرزی بین لایه  چندلایه بالا و پایین  

 ر است. دستگاه معادلات فوق به صورت زی
 

𝜆̃𝑚ماتریس بردارهای ویژه و    [𝑈̃(𝑘)]اگر ماتریس  
(𝑘)  مقادیر ویژه ماتریس  

[𝐴̃(𝑘)]    باشند، ماتریس[𝑄̃(𝑘)(𝑧)] شود.به صورت زیر تعریف می 

 

 

  ( در 5)بردار ضرایب ثابتی است که از قرار دادن جواب معادله   {𝐾(𝑘)}بردار  

، این بار با استفاده از   𝑧شود. پس از حل در راستای  شرایط مرزی حاصل می

را به عنوان   𝑥جواب به دست آمده برای توابع جابجایی در این راستا، راستای  

کنیم.  حل می 𝑥  کنیم و این بار مسئله را در راستایراستای مجهول انتخاب می

راستای   دیفرانسیل در  نیز در فضای حالت می 𝑥دستگاه معادلات  به  را  توان 

 طور خلاصه به شکل ماتریسی زیر نوشت. 

 

 شود. به صورت زیر تعریف می {𝑋(𝑥)}در رابطه فوق بردار فضای حالت  

گیری  نیز از انتگرال {𝐹}، ماتریس ضرایب ثابت است و بردار  [𝐴]ماتریس  

 آید. حل دستگاه فوق به صورت زیر است. نیروهای خارجی به دست می

 

ماتریس   و   [𝑈]اگر  ویژه  بردارهای  ماتریس 𝜆𝑚ماتریس  ویژه     [𝐴]  مقادیر 
 شود.به صورت زیر تعریف می  [𝑄(𝑥)]باشند، ماتریس  

 

شرایط    ( در9)بردار ضرایب ثابتی است که از قرار دادن جواب معادله   {𝐾}بردار  

شود. در نهایت به عنوان آخرین سعی در حلقه سعی و خطا  مرزی حاصل می 

 و  𝑧های به دست آمده در راستاهای  برای نزدیک شدن به جواب مسئله، جواب
𝑥 به عنوان جواب   𝑦  راستای  های معلوم فرض کرده و این بار مسئله را دررا 

راستای  همانند  حل  روش  کنیم.  می  حل   𝑥حل  بیشتر  جزئیات  برای  است. 

نکته حائز اهمیت در روش فوق،    مراجعه شود.   [8]بایست به مرجع  مسئله می

برای مثال در   اولیه است.  همگرایی سریع و عدم وابستگی جواب به حدس 

کامپوزیتی با مقادیر  ی  چندلایهتحقیق حاضر با توسعه کد محاسباتی برای یک  

ℎ هندسی = 5𝑚𝑚, 𝑎 = 10ℎ, 𝑏 = 4ℎ  در شده  معرفی  مواد  و مشخصات 

𝑛رجه تقریب  پس از سه بار سعی و خطا و با د   [8]مرجع   = ، نتایج با دقت   3

شده   فرض  مسئله  این  در  است.  یافته  انطباق  فوق،  مرجع  نتایج  با  خوبی 

𝑞 کامپوزیتی تحت بار گسترده عرضی  ی  چندلایه = −5 MPa   قرار گرفته و

𝑦های  شرایط مرزی در لبه = 0, 𝑏  های  گاه آزاد و در لبهبه صورت تکیه𝑥 =

(1 ) 

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∑ 𝑢𝑖(𝑥)𝑢̅𝑖(𝑦)𝑢̃𝑖(𝑧)

𝑛

𝑖=1

 

𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∑ 𝑣𝑖(𝑥)𝑣̅𝑖(𝑦)𝑣̃𝑖(𝑧)

𝑛

𝑖=1

 

𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∑ 𝑤𝑖(𝑥)𝑤̅𝑖(𝑦)𝑤̃𝑖(𝑧)

𝑛

𝑖=1
 

(2 ) 

C(Clamped) 

@𝑥 = 0, 𝑎: 𝑢𝑖 = 𝑣𝑖 = 𝑤𝑖 = 0 

S(Simply Supported) 

@𝑥 = 0, 𝑎: 𝑁𝑥
𝑖 = 𝑣𝑖 = 𝑤𝑖 = 0 

F(Free) 

@𝑥 = 0, 𝑎: 𝑁𝑥
𝑖 = 𝑁𝑥𝑦

𝑖 = 𝑄𝑥2
𝑖 = 0 

 

(3 ) {𝑍′(𝑘)
(𝑧)} = [𝐴̃(𝑘)]{𝑍(𝑘)(𝑧)}

 

(4 ) {𝑍(𝑘)(𝑧)}
𝑇

= {𝑢̃(𝑧)   𝑢̃′(𝑧)  𝑣̃(𝑧)  𝑣̃′(𝑧)  𝑤̃(𝑧)  𝑤̃′(𝑧) } 

(5 ) {𝑍(𝑘)} = [𝑈̃(𝑘)][𝑄̃(𝑘)(𝑧)]{𝐾(𝑘)}

 

(6 ) [𝑄̃(𝑘)(𝑧)] = 𝑑𝑖𝑎𝑔 (𝑒 𝜆̃1
(𝑘)

𝑧, 𝑒 𝜆̃2
(𝑘)

𝑧, ⋯ , 𝑒 𝜆̃6𝑛
(𝑘)

𝑧 )

 

 (7 ) {𝑋′(𝑥)} = [𝐴]{𝑋(𝑥)} + {𝐹}

 

(8 ) {𝑋(𝑥)}𝑇 = {𝑢(𝑥)   𝑢′(𝑥)  𝑣(𝑥)  𝑣′(𝑥)  𝑤(𝑥)  𝑤′(𝑥) } 

(9 ) 

{𝑋(𝑥)} = [𝑈][𝑄(𝑥)]{𝐾} 

                  +[𝑈][𝑄(𝑥)] ∫ [𝑄(𝜉)]−1[𝑈]−1
𝑥

0

{𝐹(𝜉)}𝑑𝜉 

(10 ) [𝑄(𝑥)] = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑒𝜆1𝑥 , 𝑒𝜆2𝑥, ⋯ , 𝑒𝜆𝑚𝑥 )
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0, 𝑎  بعد شده در راستای ضخامت  است. تنش نرمال بی گاه آزاد  به صورت تکیه

 کنیم: را به صورت زیر تعریف می 

 

 

نرمال بی بعد شده بین لایه  نشان داده شده    2ای فوق در شکل  توزیع تنش 

بین  لایه  نرمال  تنش  است که  این شکل مشخص  ای همانگونه که  است. در 

رود در سطح زیرین برابر صفر و در سطح بالا برابر با بار وارده است.  انتظار می

ی صفردرجه و نود درجه اتفاق  همچنین بیشترین مقدار تنش نرمال بین لایه

 برابر بار وارده را دارد.  2.5افتد که افزایشی تقریبا برابر می

 

 
Fig. 2 Distribution of interlaminar normal stress 𝜎𝑧̅ through the 

thickness at x=a/2 , y=b in a [903
° /0°] SFSF laminated plate 

بی بعد شده در راستای ضخامت بی بعد شده در   𝜎𝑧̅توزیع تنش نرمال  2شکل 

x=a/2 , y=b  903]و در یک چند لایه با لایه چینی
°  و شرایط مرزی [0°/

SFSF 
 

-پس از اطمینان از صحت کد محاسباتی تهیه شده در کار حاضر، فرآیند صحه 

 گذاری تجربی انجام شد که نتایج آن در بخش بعدی توضیح داده شده است.

 

 بررسی و صحه گذاری تجربی  3-

 

چیزی باشد  گذاری تجربی سعی شده تا شرایط بارگذاری همانند آنجهت صحه

که در بخش تئوری فرض شده است. برای این منظور قالبی طراحی و ساخته  

مورد آزمایش از ابتدا و انتها در راستای  ی کامپوزیتی  چندلایهشد که در آن،  

گاهی  در دو انتهای عرضی دارای شرایط تکیهگاهی ساده و  طولی دارای تکیه

هیدرواستاتیک   فشار  از  عرضی  گسترده  بار  اعمال  برای  همچنین  است.  آزاد 

های تست،  استفاده شده است تا بار کاملا به صورت یکنواخت اعمال شود. نمونه

لایه  چندلایه با  کربن/اپوکسی  جنس  از  است.  چینیکامپوزیتی  متفاوت  های 

بالای نمو با غشایی لاستیکی آبسطح  بار  نه، از فشار آب  بندی شده که تنها 

تصویری از مقطع قالب    3سازد. شکل  فشار هیدرواستاتیک را به قطعه وارد می 

 دهد.  و نحوه قرارگیری اجزای مختلف درون قالب را نشان می

 

 
Fig. 3 Designed hydrostatic test setup for uniform distributed 

loading on a SFSF thick composite plate with arbitrary stack-up  

چیدمان قالب طراحی شده برای آزمون هیدرواستاتیک جهت بارگذاری   3شکل 

 SFSFی کامپوزیتی ضخیم با شرایط مرزی توزیع شده یکنواخت بر روی چندلایه

 و لایه چینی دلخواه

 

های  نمونه 5دهد.. شکل نیز تصاویری از قالب ساخته شده را نشان می 4شکل 

چینی الیاف تک جهته  ها از لایهنمونهدهد. این  آزمایش ساخته شده را نشان می

پیش آغشته شده به رزین اپوکسی و پخت تحت خلأ ساخته شده    T300کربن  

جت تا ابعاد نهایی برش داده شده است. این روش برش به این  که با روش واتر

 ها ایجاد می کند. دلیل انتخاب شده که کمترین تخریب را در لبه

ها  می ماده مورد استفاده در ساخت نمونهمشخصات مکانیکی و خواص استحکا

های نشان داده شده در  معرفی شده است. در آزمایش اول، نمونه  1در جدول  

که در شکل    5شکل   قرار گرفت. همانطور  بارگذاری هیدرواستاتیک    6تحت 

  𝑥درجه نسبت به راستای    90های با زاویه الیاف  مشخص است شکست در لایه

اتفاق افتاده است. خط شکست تقریبا عمود بر سطح است که نشان از شکست  

 دارد. 𝑥بر اثر تنش غالب نرمال خمشی در راستای 

(11 ) 𝜎̅𝑧 =
𝜎𝑧

𝑞
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Fig. 4 Hydrostatic test setup for uniform distributed loading on a SFSF 

thick composite plate with arbitrary stack-up  

چیدمان برای آزمون هیدرواستاتیک جهت بارگذاری توزیع شده یکنواخت بر   4شکل 

 و لایه چینی دلخواه SFSFی کامپوزیتی ضخیم با شرایط مرزی روی چندلایه

 
Fig. 5 Carbon/Epoxy test samples with [903

° /0°] stack-up (a=50mm, 
b=20mm, h=5mm) 

903]های آزمایش کربن/اپوکسی با لایه چینی  نمونه 5شکل 
° /0°]  (a=50mm, 

b=20mm, h=5mm  ) 

 

مشخصات مکانیکی و خواص استحکامی تک لایه کربن/اپوکسی مورد   1جدول 

 های آزمایش استفاده در ساخت نمونه
Table 1 Mechanical Properties of T300 carbon/epoxy composite which  

are used for preparing test samples 

𝐸1 140𝐺𝑃𝑎  𝜎1𝑇 1520𝑀𝑃𝑎 

𝐸2, 𝐸3 9𝐺𝑃𝑎  𝜎1𝐶 −1480𝑀𝑃𝑎 

𝜐12, 𝜐13 0.3  𝜎2𝑇, 𝜎3𝑇 36𝑀𝑃𝑎 

𝜐23 0.3  𝜎2𝐶 , 𝜎3𝐶  −160𝑀𝑃𝑎 

𝐺12 6𝐺𝑃𝑎  𝑆12 41𝑀𝑃𝑎 

𝐺13 5𝐺𝑃𝑎  𝑆13 41𝑀𝑃𝑎 

𝐺32 3𝐺𝑃𝑎  𝑆23 25𝑀𝑃𝑎 

 

 
 

 
Fig. 6 Failure due to normal stress 𝜎𝑥 through the layers  with fibers 

in 90° direction in laminate with [903
° /0°] stackup 

در چند  °90  زاویه الیافهای با در لایه 𝜎𝑥شکست بر اثر تنش نرمال   6شکل

903] چینیای با لایهلایه
° /0°] 
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حین اجرای آزمایش مقدار فشار هیدرواستاتیک توسط سنسور فشار در طول  

  7زمان داده برداری شد. نتیجه این داده برداری و زمان وقوع شکست در شکل  

نشان می را  پذیری خوبی  تکرار  آزمایش،  نتایج  و  نشان داده شده است.  دهد 

اتفاق   20bar  ها در فشار هیدرواستاتیکتوان گفت که شکست نمونهتقریبا می

 افتاده است. 

 

 
Fig. 7 Hydrostatic pressure loading vs time on a laminate with 

[903
° /0°] stackup  

بارگذاری فشار هیدرواستاتیک در طول زمان بر روی چندلایه کامپوزیتی  7شکل 

903]با لایه چینی  
° /0°] 

 

 [14]شکست طبق نتایج تجربی، در ماتریس رخ داده است و از معیار هاشین  

می بهره  کامپوزیت  بررسی خرابی  مع   بریم.برای  از  آن    ینهاش  یاراستفاده  از 

  یارهای مع  یاف شکست ال  ی و هم برا  یسشکست ماتر  یجهت است که هم برا

می  یمتفاوت ا  کندمعرفی  هم  کشش  ینکه و  تنش  فشار  یحالت  حالت  را    ی و 

همچنسازدمی  یز متما مولفه  یارمع  ینا   ین.  بعد  های اثرات  در    ی سه  را  تنش 

افتد به  ق میاین معیار برای خرابی که در ماتریس اتفا.  کندیمحاسبات لحاظ م

در حالت کشش ماتریس یا به عبارتی دیگر زمانیکه    شود.صورت زیر تعریف می 

𝜎2 + 𝜎3 >  باشد شکست زمانی اتفاق خواهد افتاد که رابطه زیر برقرار باشد:  0

 

زمانیکه   عبارتی دیگر  به  یا  ماتریس  فشار  𝜎2در حالت  + 𝜎3 < باشد   0

 آنگاه شکست، زمانی اتفاق خواهد افتاد که رابطه زیر برقرار باشد:

فوق،   روابط  𝑆𝑖𝑗در  , 𝜎𝑖𝐶 , 𝜎𝑖𝑇   جدول در  که  است  ماده  استحکامی    1مقادیر 

های تانسور تنش در دستگاه مختصات  هم درایه 𝜎𝑖𝑗معرفی شده است. مقادیر  

 آید.دست میماده است که از کد محاسباتی به

های  تر فرآیند تخریب در مسئله حاضر، باید از یکی از مدلبرای بررسی دقیق

ماکرومکانیک از دیدگاه  از    کاهش خواص  عبارت دیگر پس  به  نمود.  استفاده 

دچار   12هایی بر اساس روابط اعمال بار، بررسی خواهد شد که چه لایه یا لایه

برای حذف مقاومت آن لایه یا لایهخرابی شده ها، ضرایب سفتی  اند و سپس 

ها برابر صفر یا برابر یک عدد کوچک فرض شده و محاسبات مجددا  مربوط به آن

شود. در نهایت بررسی خواهد شد که در شرایط جدید،  د تکرار میبا ضرایب جدی

های مرسوم در  ها به چه صورت است. از میان روشوضعیت خرابی دیگر لایه

لی  شبیه ناگهانی  کاهش خواص  مدل  از  استفاده    [15]سازی کاهش خواص، 

شود که ضرایب سفتی   شود. در این مدل، در مورد خرابی ماتریس فرض میمی

به عدد صفر یا یک عدد کوچک تقلیل خواهد    (13)در رابطه  که   ذکر شده، 

 یافت. با این فرض مجددا محاسبات تکرار خواهد شد.

 

ی کامپوزیتی مورد  برای مقایسه نتایج تئوری و نتایج تجربی، شرایط چندلایه

آن در شکل نتایج  نشان داده شد، در کد محاسباتی    7و    6های  آزمایش که 

را پس از اعمال   𝑥توزیع تنش نرمال در راستای  ،  8سازی گردید. شکل  شبیه

گسترده   𝑞بار  = −20 bar می که  نشان  است  مشخص  شکل  این  در  دهد. 

دارد.  لایه قرار  فشار  در  درجه  صفر  لایه  و  کشش  در  کاملا  درجه  نود  های 

در چهار گام تکرار شده و در هر  همچنین بر اساس کاهش خواص، محاسبات  

های نود درجه، سفتی ماتریس خود را از دست  گام فرض شده که یکی از لایه

ها سفتی خود را از دست  مشخص است که به تدریج که لایه  8در شکل   اند.داده

 یابد. های باقیمانده افزایش می دهند تنش کششی در لایهمی

مقدار معیار هاشین در راستای ضخامت و  در  برای بررسی زمان شکست توزیع  

گام از  گام  در شکل  هر  خواص  کاهش  اول  گانه  سه  است.    9های  شده  رسم 

بیانگر وقوع شکست است. در این شکل مشخص است    1نواحی بزرگتر از عدد  

مختصات   در  واقع  نواحی  تقریبا  اول  گام  در  𝑧که  = −ℎ
𝑧 تا ⁄2 = −ℎ

4⁄ 

اند. در گام دوم با کاهش سفتی  تریس شدهیعنی لایه ی اول دچار شکست در ما

های دوم و سوم مورد بررسی قرار گرفت. در گام دو نیز مشخص   لایه اول، لایه

𝑧است که نواحی مابین   = −ℎ
𝑧و  ⁄4 = یعنی لایه دوم نیز دچار شکست   0

شده است. در مورد لایه سوم نیز در گام بعدی مشخص است که شکست اتفاق  

 افتاده است. 

های اول تا سوم افت  مشخص است که پس از وقوع شکست در لایه 7در شکل 

های  فشار ناگهانی اتفاق افتاده است. این موضوع را از تغییرات خیز تیر در گام

می بارگذاری  در شکل  مختلف  این شکل مشخص    10توان  در  کرد.  مشاهده 

 0.4mmهای اول تا سوم، خیز چندلایه از  است که با شکست ماتریس در لایه

پس از شکست ماتریس خواهد رسید. این تغییر    6mmدر ابتدای بارگذاری به  

لحظه افت  موجب  تیر  شدید  شد.شکل  خواهد  هیدرواستاتیک  فشار  در    ای 

همچنین مشحص است که پس از شکست و رسیدن به تعادل نهایتا    7شکل  

چندلایه  17barفشار   لایه  به  را  فشار  این  است.  شده  اعمال  کامپوزیتی  ی 

الیاف  چه به معنای شکست در  ارم تحمل خواهد کرد. شکست در این لایه 

خواهد بود لذا معیار هاشین در شکست الیاف، معیار قضاوت در تعیین زمان  

 باشد.شکست می

(12-a ) (
𝜎22 + 𝜎33

𝜎2𝑇
)

2

+
(𝜎23

2 − 𝜎22𝜎33)

𝑆23
2 +

(𝜎12
2 + 𝜎13

2 )

𝑆12
2 = 1

 

(12-b ) 

1

𝜎2𝐶
[(

𝜎2𝐶

2𝑆23
)

2

− 1] (𝜎22 + 𝜎33) +
(𝜎22 + 𝜎33)2

4𝑆23
2 + 

    
(𝜎23

2 − 𝜎22𝜎33)

𝑆23
2 +

(𝜎12
2 + 𝜎13

2 )

𝑆12
2 = 1 

(13 ) 𝐶12 = 𝐶22 = 𝐶23 = 𝐶44 = 𝐶66 = 0 



  سید علی حسینی کردخیلی و حامد رضا ولایتی                                                              های...های در خرابی چند لایه های سه بعدی در لبهتجربی نقش تنش بررسی 

849 

ت
زی

پو
ام

ی ک
ور

فنا
و 

م 
لو

 ع
یه

شر
ن

 

 

 
 

Fig. 8 Distribution of normal stress 𝜎𝑥 through the thickness in a 

[903
° /0°] SFSF laminated plate 

در راستای ضخامت بی بعد شده در یک چند لایه با  𝜎𝑥توزیع تنش نرمال  8شکل 

903]لایه چینی  
°  SFSF و شرایط مرزی [0°/

 

 

 

Fig. 9 Distribution of Hashin failure criteria value across thickness 

in [903
° /0°] SFSF laminated plate with q = 20 bar at x = a

2⁄ , y =

b 

توزیع مقدار معیار شکست هاشین در راستای ضخامت در چند لایه با  9شکل 

903]لایه چینی  
° 𝑞 با بار گسترده  SFSF و شرایط مرزی [0°/ = 20 𝑏𝑎𝑟 

 

 
Fig. 10 Distribution of Hashin failure criteria value across thickness 

in [903
° /0°] SFSF laminated plate with 𝑞 = 20 𝑏𝑎𝑟 at 𝑥 = 𝑎

2⁄ , 

𝑦 = 𝑏 

توزیع مقدار معیار شکست هاشین در راستای ضخامت در چند لایه با  10شکل 

903]لایه چینی  
° 𝑞  با بار گسترده  SFSF و شرایط مرزی [0°/ = 20 𝑏𝑎𝑟 

 

 شود.معیار هاشین برای بررسی شکست در الیاف به صورت زیر تعریف می 

الیاف کشش  حالت  زمانیکه     در  𝜎11یعنی  > به   0 هاشین  معیار  است 

 صورت زیر است:

الیاف فشار  حالت  زمانیکه     در  𝜎11یعنی  < به   0 هاشین  معیار  است 

 صورت زیر است:

دهد که با رسم معیار هاشین در گام چهارم بارگذاری،  نشان می 11شکل 

بار نمی تواند موجب شکست لایه چهارم شود.  هرچند در    15barاعمال فشار  

بار را نیز تجربه کرده است.    17barای فشار  آزمایش چندلایه به صورت لحظه

این میزان خطا که در حدود یازده درصدد است به عنوان مجموع خطاهای تاثیر  

برای    17barشود. هر چند تجربه فشار  سازی حاضر محسوب میار در مدلگذ

ای بوده و بلافاصله فشار کاهش یافته است و شاید اگر  چندلایه به صورت لحظه

هایی  ها در بالا و پایین لایه صفر درجه ترکداد در نمونهافزایش فشار رخ می

 قابل مشاهده بود.

بار شکست  چینی دیگری بتوان این ی لایهدر آزمایش دوم سعی شده تا با طراح

هایی که  ای را بررسی کرد. برای این منظور نمونههای بین لایهدر مقابل تنش

نشان داده شده ساخته و   12ها در شکل مشخصات و نتایج آزمایش بر روی آن

 آزمایش شد.

(14-a ) (
𝜎11

𝜎1𝑇
)

2

+
(𝜎12

2 + 𝜎13
2 )

𝑆12
2 = 1

 

(14-b ) −
𝜎11

𝜎1𝐶
= 1
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Fig. 11 Distribution of Hashin failure criteria value across thickness 

in [903
° /0°] SFSF laminated plate at x = a

2⁄ , y = b 

توزیع مقدار معیار شکست هاشین در راستای ضخامت در چند لایه با  11شکل 

903]لایه چینی  
° qبا بار گسترده   SFSF و شرایط مرزی [0°/ = 20 bar 

 

 

 
 

 
 

Fig. 12 Failure due to interlaminar shear stress  through the layers  
with fibers in 90° direction in [0°/902

° /0°] SFSF laminated plate  
under distributed load 

در  °90  های با زاویه الیافدر لایه ایشکست بر اثر تنش برشی بین لایه 12شکل 

902/°0]چند لایه با لایه چینی  
°   - تحت بار گسترده  SFSF و شرایط مرزی [0°/

q :میانگین بار گسترده در شکست = 45.8 bar 

نشان داده شده ، در این آزمایش  13 پراکندگی رخداد شکست که در شکل  

نمونه شکست  فشار  است.  بیشتر  کمی  قبل  آزمایش  به  بازه  نسبت  در   ها 

42.6bar    48.7 تاbar     45.8قرار دارد. میانگین این اعداد برابرbar    است. این

 شود. مقدار در بررسی تئوری به عنوان بار اعمالی انتخاب می

 

 
Fig. 13Hydrostatic pressure time history on samples with 

[0°/902
° /0°] stackup sequence- mean failure load: q = 45.8 bar 

-های با لایهتاریخچه زمانی اعمال فشار هیدرواستاتیک بر روی نمونه 13شکل 

902/°0]ینی چ
° q :میانگین بار گسترده در شکست -[0°/ = 45.8 bar 

 

های با  توان مشاهده کرد که شکست بین لایهمی  12با توجه بیشتر به شکل  

𝑥زاویه الیاف صفر و نود از مختصات   = 0, 𝑧 = − ℎ
شود. در ناحیه  آغاز می ⁄4

𝑥در بازه   = 𝑎/10  و𝑥 = 𝑎/8 های با زاویه الیاف نود درجه  شکست وارد لایه

در  می یعنی  بالا  در  درجه  نود  و  الیاف صفر  زاویه  با  لایه  بین  مرز  تا  و  شود 

𝑧مختصات   = ℎ/4 می در     یابد.ادامه  مختصات  همین  در  نیز  آن  از  پس 

می 𝑥راستای   سه     یابد.ادامه  برش  استاندارد  آزمایش  در  رفتار شکست،  این 

د نیز مشاهده  ای ماده انجام ش نقطه که برای استخراج استحکام برشی بین لایه

های برشی غالب  گردید. این موضوع بیانگر آن است که این شکست بر اثر تنش

می داده  نشان  ادامه  در  است.  پذیرفته  این  صورت  نیز  تئوری  نتایج  که  شود 

 کند. موضوع را تایید می

را   𝑥و راستای   𝑧های نرمال در راستای  به ترتیب تنش  15و شکل    14شکل  

دهد که وضعیت بحرانی در مورد  دست آمده نشان میر بهدهد. مقادینشان می

اثر این  این مولفه ندارد. هرچند در محاسبات معیار شکست هاشین  ها وجود 

 مقادیر نیز لحاظ خواهد شد.

در مختصات     در لبه ها یعنی 𝜏𝑥𝑧ای توزیع تنش برشی بین لایه  16در شکل  

𝑦 = 𝑏   همانطور که قبلا در  رسم شده است.  در این شکل مشخص است که

𝑥شود در بازه  مورد نتایج آزمایش نیز مشاهده می  = 𝑎/10   و𝑥 = 𝑎/8   کل

بین لایهمقطع لایه برشی  تنش  نود درجه تحت  نسبتا یکنواختی در  های  ای 

گیرد. لذا در  ای ماده  قرار می، یعنی استحکام برشی بین لایه  25MPaحدود  

 رود.مقطع میهمین ناحیه نیز انتظار شکست کل 
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Fig. 14 Distribution of interlaminar normal stress 𝜎𝑧 through the 

thickness at x=a/8 , y=b in a [0°/902
° /0°] SFSF laminated plate 

 ,x=a/8در راستای ضخامت بی بعد شده در  𝜎𝑧توزیع تنش نرمال  14شکل 

y=b  902/°0]، در یک چند لایه با لایه چینی
°  SFSF و شرایط مرزی [0°/

 

 
Fig. 15 Distribution of normal stress 𝜎𝑥 through the thickness at 

x=a/8 , y=b in a [0°/902
° /0°] SFSF laminated plate 

 ,x=a/8در راستای ضخامت بی بعد شده در  𝜎𝑥توزیع تنش نرمال  15شکل 

y=b  902/°0]، در یک چند لایه با لایه چینی
°  SFSF و شرایط مرزی [0°/

 

 
Fig. 16 Distribution of interlaminar shear stress 𝜏𝑥𝑧 through the 

thickness at y=b in a [0°/902
° /0°] SFSF laminated plate 

و در  y=bدر راستای ضخامت بی بعد شده در  𝜏𝑥𝑧توزیع تنش برشی  16شکل 

902/°0]یک چند لایه با لایه چینی 
°  SFSF و شرایط مرزی [0°/

 

و    ی کامپوزیتیچندلایهرا در مقطع وسط    16نیز همین نتایج شکل    17شکل  

لبه از  میدور  نشان  میها  در  دهد.  طولی  مقاطع  در  که  کرد  مشاهده  توان 

𝑦که مشابه یکدیگرند، در  𝑥 راستای    = 𝑏/2    نسبت به𝑦 = 𝑏   مقادیر تنش

 شود. ها آغاز میدرصد کمتر است. لذا شکست از لبه 10برشی در حدود 

 
Fig. 17 Distribution of interlaminar shear stress 𝜏𝑥𝑧 through the 

thickness at y=b/2 in a [0°/902
° /0°] SFSF laminated plate 

و  y=b/2در راستای ضخامت بی بعد شده در  𝜏𝑥𝑧توزیع تنش برشی  17شکل 

902/°0]در یک چند لایه با لایه چینی 
°  SFSF و شرایط مرزی [0°/
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های با زاویه الیاف  مقدار معیار شکست هاشین برای ماتریس لایه  18در شکل  

توان متوجه شد که  دهد. با نگاه دقیق به این نمودار مینود درجه را نشان می

بازه   در  واقع  موقعیتی  𝑥از  = 𝑥تا   0 = 𝑎/10   مقدار بیشتر،  کمی  حتی  و 

افتد.  آن اتفاق می  معیار هاشین در کل مقطع بزرگتر از یک است لذا شکست در 

ترین ارتفاع یعنی  کما اینکه در آزمایش نیز شکست در این ناحیه و در ضعیف

ای به موقعیت  ای گسترش یافته است. پس از رسیدن ترک بین لایهمرز بین لایه

بیشتر از   𝑥طولی کمی  = 𝑎/10 های  معیار شکست بزرگتر از یک در ارتفاع

یعنی   𝑧بالاتر  > − ℎ
می  ⁄4 ارتفاع  .افتداتفاق  سمت  به  ترک  بالاتر  لذا  های 

این  تغییر جهت می افتاده است.  اتفاق  نیز  آزمایش  نتایج  دهد. همچنانکه در 

𝑧ای در  گسترش ترک تا جدایش کامل بین لایه  = ℎ
 ادامه خواهد یافت. ⁄4

 

 
Fig. 18 Distribution of Hashin failure criteria value across thickness 

in [0°/902
° /0°]  SFSF laminated plate at  free edge 𝑦 = 𝑏 

توزیع مقدار معیار شکست هاشین در راستای ضخامت در چند لایه با  18شکل 

902/°0]لایه چینی  
° yدر لبه آزاد  SFSFو شرایط مرزی   [0°/ = b 

 

شروع شکست    موقعیت  مطالعه  با   هاتنش در لبه  ی صحت سنجبه عبارت دیگر  

شده مشخص   آزمایش   های نمونه در.  است   انجام   قابل   ها در لبه نمونهو رشد آن  

𝑥ی در بازه  است که محل آغاز شکست در مختصات طول = 𝑥تا   0 = 𝑎/10   

  ین هاش  یارمورد بحث و استفاده از مع  یتئور  یری اتفاق افتاده است. با به کارگ

در همین    هاشکست در لبه  یت شده است که موقع  داده   نشان  18در شکل    یزن 

دهد با این  را نشان می  18نیز نتایجی مشابه شکل    19شکل    .  مختصات است

𝑦و در  ی کامپوزیتی  چندلایهتفاوت که این نتایج مربوط به مقطع میانی   =

𝑏/2 می نشان  این شکل  است.  لبهاستخراج شده  وضعیت  که  در  دهد  که  ها 

یعنی آغاز شکست در نواحی کوچکتر     تر است.نشان داده شده بحرانی  18شکل  

𝑥از   = 𝑎/10 می انتظار  یعنی  افتد.  اتفاق  لبهباید  به  نزدیک شدن  با  ها  رود 

 تر گردد.وضعیت بحرانی

 

Fig. 19 Distribution of Hashin failure criteria value across thickness 

in [0°/902
° /0°]  SFSF laminated plate at  free edge y = b/2 

توزیع مقدار معیار شکست هاشین در راستای ضخامت در چند لایه با  19شکل 

902/°0]لایه چینی  
° y در لبه آزاد SFSF و شرایط مرزی  [0°/ = b/2 

 

 جمع بندی نتایج 4-

لبه اثر  بررسی  برای  نیاز  مورد  روابط  مقاله  این  لایه  در  چند  در  آزاد  های 

همراه الگوریتمی مناسب در کدی بکار  کامپوزیتی ارایه شده است. این روابط به

نتایج     شود.گرفته شده که برای حل تحلیلی مسائل مورد نظر بکار گرفته می

منظور  دهد. بهای را به خوبی نمایش میکد، اثر لبه و تغییرات تنش بین لایه

ارزیابی دقت حل الگوریتم و روش بکارگرفته شده، از تست تجربی کمک گرفته  

-ان آزمایشی مناسب طراحی و سپس ساخته شده است. نمونهشده است. چیدم

منظور محاسبه فشار خرابی،  های متنوع تهیه و تست بهگذاریهای تست با لایه

انجام شده است. در آزمایش اول، نمونه آزمایش بر اثر تنش کششی که بر اثر  

آید دچار شکست شده است. فشار هیدرواستاتیکی که موجب  خمش بوجود می

دهد. همچنین تحلیل تئوری  ت شده تکرار پذیری بسیار عالی را نشان میشکس

دهد. برای این بررسی  نیز پیشروی شکست را تحت این فشار به خوبی نشان می

-از مدل کاهش خواص لی استفاده شده است. در آزمایش دوم، با طراحی لایه

ها، شکستی  هایی ساخته شد که با بارگذاری عرضی در آنچینی دیگری، نمونه

ای بوجود آمد. نتایج معیار شکست هاشین و نتایج  تحت تنش برشی بین لایه

را در موقعیت و زمان شکست نشان می به  آزمایش تطابق بسیار خوبی  دهد. 

انجام   تجربی  آزمایش  و  تحلیلی  حل  از  آمده  بدست  نتایج  مقایسه  کلی  طور 

ی کامپوزیتی اگر با  یهدهد که روش کانتروویچ در تحلیل چندلا گرفته نشان می

بکار گرفته شود، می برای حل مسائل  بطور  الگوریتمی مناسب  را  نتایج  تواند 
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