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 چکیده
ی از ا صفحهی بستر الاستیک موضعی، بررسی و تحلیل ارتعاشات سازه تحت بار بر رومرکب  هیلا چند یها ورقهای گسترده صنعتی  با توجه به کاربرد

نوآوری پژوهش حاضر،  چنین لازم به ذکر است هم است. قرارگرفتهی بررس مورداهمیت بالایی برخوردار است. در این تحقیق برای اولین بار این موضوع 

 باشد که قبلا کمتر به این موضوع پرداخته شده است. چند لایه کامپوزیتی هیبریدی میاعمال بستر الاستیک جزیی در تحلیل ارتعاشات آزاد ورق 

است. در این پژوهش معادلات و شرایط مرزی با استفاده از اصل همیلتون   شده انجامضخیم  نسبتاًی رفتار سیستم، با استفاده از مدل ورق ساز مدل

ی بستر الاستیک بر روحل معادلات ورق  که ییجاازآناست.  شده  استفادهجهت حل معادلات  افتهی میتعمو روش تحلیلی ناویر و تربیع تفاضلی  استخراج

ی بستر الاستیک موضعی بر روی سازه با استفاده از تابع هویساید ساز مدل، لذا در این پژوهش برای اولین بار استر برخورداموضعی از پیچیدگی خاصی 

ضمنا به ازای شرایط  دست آمده است. به صورت تحلیلی به افتهی میتعمی طبیعی با استفاده از روش حل تربیع تفاضلی ها انجام شده است. سپس فرکانس

تغییر نسبت ضخامت هسته به  های مختلفی مانند نسبت طول به عرض، لایه چینی، آمده است. اثرات پارامتر  های سازه نیز بدست شکل مود ،مرزی مختلف

 است. قرارگرفتهی بررس موردبا بستر الاستیک موضعی ورق  بر روی رفتار ارتعاشی تی و محل بستر الاستیک از سرتاسری به موضعیضخامت کل، تغییر سف

 طبیعی فرکانس هیبریدی، ورق هسته ضخامت افزایش چنین با هم .یابد می کاهش سازه طبیعی فرکانس a/h و a/b نسبت افزایش مشخص شد که با

 به ،CSCS مرزی لازم به ذکر است که شرط .یابد می افزایش سازه طبیعی فرکانس کامپوزیتی، های لایه ضخامت افزایش با حالیکه در یافته، کاهش سازه

طبیعی  های در این تحقیق فرکانس .داراست را فرکانس میزان کمترین ،CSFS مرزی شرط و فرکانس بشترین دارای آن مرزی شرط خاص نوع دلیل

تواند جهت  ضمنا حل تحلیلی انجام شده می ی بستر الاستیک سرتاسری با نتایج معتبر دیگر محققان اعتبار سنجی شد.بر روی کامپوزیتی هیبریدی ها ورق

 شود. ی ورق شکل با وجود بستر الاستیک موضعی استفاده  کمک به حل مسائل بهینه سازی سازه
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Abstract  

Due to the widespread industrial applications of multilayer composite plates on local elastic foundation, 

vibration analysis is of great importance. For the first time in this research, this issue has been 

investigated. It should also be noted that the innovation of the present study is the application of a partial 
elastic foundation in the vibration analysis of hybrid composite multilayer plates. System behavior 

modeling is performed using a relatively thick plate model. In this research ، the equations and boundary 

conditions are extracted using Hamilton's principle and Navier's analytical method and generalized 
differential equation are used to solve the equations. Since the solution of sheet equations on the local 

elastic foundation is of a complexity, in this study, for the first time, the modeling of the local elastic 

foundation is performed on the structure using the Heaviside function. Then the natural frequencies are 
obtained analytically using the generalized differential quadratic solution method. Also, for different 

boundary conditions, the structural modes are also obtained. The effects of various parameters on the 

vibrational behavior of the plate with local elastic foundation have been studied. It was found that by 
increasing the a / b and a / h ratios the natural frequency of the structure decreased. 
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 مقدمه 1-

 طور بهی بستر الاستیک، بر روهای چندلایه کامپوزیتی  بررسی ارتعاشات ورق

ی متنوع  از کاربردهااست.  قرارگرفته استفاده در صنایع مختلف مورد  گسترده

ای،  ی هستهراکتورهاهای هوافضایی، باند هواپیما،  توان در سازه آن، می

های ورزشی داخل سالن،  فونداسیون ساختمان، خطوط ریل آهن، زمین

یی)بدنه(، پایه مخازن ایردریزهای  صنعت نفت)مخازن نفتی(، سازه

بهبود سنگین وغیره، اشاره نمود. به منظور  آلات نیماشی، پایه ساز رهیذخ

، درک رفتار دینامیکی و استاتیکی ها سازهی این قبیل ها یژگیوبخشیدن به 

ی بستر الاستیک همگن و ناهمگن بسیار حائز اهمیت بر روها  ها و پوسته ورق

قابل ذکر است که تحقیقات متعددی به منظور طراحی هرچه چنین  هم .ستا

 الاستیک انجام پذیرفته است.ی بستر بر روها  ورق صرفه به  مقرونتر و  ایمن

 شروع همراه به ارتعاشات و آزاد ارتعاش کمانش،[ 1] انهمکار و زیانگ

 با شکل مستطیلی چندلایه ضخیم نسبتا ورق برای ای صفحه درون بارهای

 الاستیک بستر روی بر و ساده گاهی تکیه شرایط متقارن، و متعامد چینی لایه

 مدرج مواد کمانش و ارتعاشی رفتار[ 2] صبحی .دان هداد قرار بررسی مورد را

 انواع برای و الاستیک بستر روی بر را ساندویچی های ورق و( EGM1)نمایی

تحلیل و  به بررسی [3]غی و همکاران اروشرکو ف .کرد بررسی مرزی شرایط

ای در ساختارهای  ایزوژئومتری، ارتعاشات و پایداری درون صفحه تنش

  پرداخته است.کامپوزیتی چند لایه 

 ساخته چهارضلعی های ورق حرارتی کمانش[ 4] همکاران و منصوری

-وینکلر الاستیک بستر روی بر اورتوتروپیک، همگن، غیر مواد از شده 

شافعی و  .کرد بررسی را ساده و گیردار گاهی تکیه شرایط تحت و سترناک پا

)غیر  های کامپوزیتی ناهسمان پایداری دینامیکی ورق [5] همکاران

به صورت کلی بررسی کرده  HSDTایزوتروپیک( را با روش ایزوژئومتری 

 ای استوانه های پوسته آزاد ارتعاشات تحلیلبه  [6] انانصاری و همکاراست. 

 بارگذاری تحت الاستیک بستر توسط شده احاطه تابعی مدرج کامپوزیتی نانو

سازی ارتعاشی  به مدل [7]آکوسان و همکاران  پرداخته است. حرارتی

 های ویسکوالاستیک پرداخته است.  های کامپوزیتی چند لایه با لایه ساختار

 ساده گاهی تکیه شرایط با مستطیلی، ورق آزاد ارتعاشات تحلیل [8] دهقانیان

با  [9] انهمکار و سعیدی. کرد تحقیق را پاسترناک الاستیک بستر روی بر

 های همسانگرد  بندی جدیدی از معادلات حرکت ورق استفاده از فرمول

ها را با استفاده از بسط دوگانه فوریه و شرایط مرزی  عرضی، ارتعاشات آزاد آن

 دلخواه مورد بررسی قرار داده است.

ارتعاشات آزاد ورق نسبتا ضخیم چندلایه کامپوزیتی  در این پژوهش تحلیل

ی و بستر سرتاسردر حضور بستر الاستیک  بدون بستر، هایتبرای حال

است.   )پاسترناک( انجام شده الاستیک موضعی وینکلر و دو پارامتری

ی یکنواخت و شرایط مرزی ا صفحهدر این تحقیق حضور بارهای  همچنین

متفاوت، با استفاده از تئوری برشی مرتبه اول، مورد بررسی قرار گرفته است. 

تغییر  ی مختلف بستر،ها یسفتهای طبیعی به ازای  رکانسمقادیر مختلف ف

 ی مختلف، محاسبه گردیده است.منظرهای  مساحت بستر الاستیک و نسبت

، یافته تعمیم یقابل ذکر است که با استفاده از روش حل تربیع تفاضلچنین  هم

مودهای مختلف به ازای شرایط مرزی متفاوت بدست آمده  نتایج شامل شکل

های طبیعی سازه مفروض برروی بستر موضعی با  چنین فرکانس است. هم

نوآوری پژوهش حاضر، اعمال بستر  استفاده از روش حل فوق تحلیل گردید.

                                                           
1 Exponentially graded material 

الاستیک جزیی در تحلیل ارتعاشات آزاد ورق چند لایه کامپوزیتی هیبریدی 

 باشد که قبلا کمتر به این موضوع پرداخته شده است. می

 

 فرمولاسیون نظری -2
 

 FML2میدان جابجایی  -2-1

       Mo بر اساس تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول، میدان جابجایی در نقطه

 [.1]نشان داده شده است  (1) رابطه  در صفحه میانی ورق به صورت

 بیانگر زمان، t، (1) رابطه در
0 0 0, ,u v w  صفحه میانی،جابجاییx وy 

به جابجایی  (2)ابطه ها توسط ر باشد. کرنش می yو  xچرخش حول محور 
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طه براچنین معادلات مشخصه برای ورق کامپوزیتی هیبریدی به صورت  هم

 :[10] شود می بیان (3)
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 یکتضرایب تبدیل پلاس ijQهای کرنش صفحه در مختصات عمومی و مولفه

ضرایب سفتی کاهش یافته در معادلات فوق به صورت رابطه  .[11] هستند
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1

1

2 2

1

1

3 3

1

1

1

1

1

2

1
( , 1,2,6)

3

( , 4,5)

N

ij ij k k

k k

N

ij ij k k

k k

N

ij ij k k

k k

N

ij ij k k

k k

A Q Z Z

B Q Z Z

D Q Z Z i j

A K Q Z Z i j

















 

   

    

  









 

 
 
 
 
(4) 

 

های بالایی و  مختصات رویه  ZK-1 , ZK و تعداد لایه ها N، (4) در رابطه

 هستند. k پایینی لایه

                                                           
2 Fiber metal-laminated 
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 شوند: تعریف می (5)های اینرسی جرمی در رابطه  که عبارت
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) که )k
  چگالی جرمی لایهK باشد. ام می 

 
 حاکم و شرایط مرزیمعادلات  -2-2

جهت استخراج معالات حرکت و شرایط مرزی، اصل حداقل انرژی پتانسیل به 

 :[12]بیان شده است  (6)که در رابطه   شود کار برده می
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بر اساس تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول به نیز  FMLانرژی کرنشی 

 شود: بیان می (8)و  (7)روابط  صورت
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(8) 

 

تعریف  (9)که نیرو و مومنتوم کلاسیک و غیر کلاسیک به صورت رابطه 

 شوند: می
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بیان  (10)به صورت رابطه  FMLچنین انرژی جنبشی ورق ضخیم  هم

( 11) رابطه صورت به نیز خارجی نیروهای توسط شده انجام کارشود.  می

، استخراج معادلات حاکم H[ 13با استفاده از تابع پله هویساید ]. شود می بیان

نشان  (12)روی محور الاستیک موضعی در رابطه  FMLهای مستطیلی  بر ورق
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نشان داده شده است،  1طور که در شکل  همان
0 0,x y  مرکز سطح

 سطح بستر الاستیک موضعی است. dطول و   c بستر الاستیک موضعی،

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Fig.1 Applying Heaviside step function for FML on partial elastic foundation 

  بر قسمتی از بستر الاستیک FMLاعمال تابع پله هویساید برای  1شکل 
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روی بستر الاستیک کلی با استفاده از روش تحلیلی  FMLمعادله حرکت برای 

 شود: بیان می (13)به صورت رابطه 

باشد.  می FMLهای ورق  ای روی لبه بارگذاری فشاری درون صفحه N*که

 داریم: (14)برای مدل بستر پاسترناک با توجه به رابطه 

اگر بستر به صورت بستر وینکلر خطی مدل شود، ضریب 
wK  در معادله

تعریف  FMLهای ورق  باشد. شرایط مرزی که باید برای لبه صفر می (14)

که آید. لازم به ذکر است بدست می (15)گردد، به صورت رابطه 
wK وpK

 باشد. ضریب بستر الاستیک وینکلر و پاسترناک می

0

0

0

0   0

0 0

0    0

0   0

0 0

xx xy

yy xy

xz yz

x xx xy

y yy xy

u or N dy N dx

v or N dx N dy

w or Q dy Q dx

f or M dy M dx

f or M dx M dy

  

  

  

  

  











 
 
 

 
(15) 

 

 فرایند حل -3
 حل تحلیلی -3-1

روش ناویر تحت شرایط مرزی خاص و برای ، (13)برای حل تحلیلی معادلات 

بستر الاستیک کامل و بدون بستر الاستیک استفاده شده است. توابع 

های  به صورت سری ،کنند گاه ساده را ارضا می هجابجایی که معادلات تکی

 شود: انتخاب می (16)رابطه فوریه 

1

( , , )

( , , )

( , , )

( , , )

( , , )

cos sin

sin cos

sin sin

cos sin

sin cos

x

y

i t

mn

i t

mn

i t

mn

n

i t

mn

iwt

mn

u x y z

v x y z

w x y z

x y z

x y z

m x n y
U e

a b

m x n y
V e

a b

m x n y
W e

a b

m x n y
X e

a b

m x n y
Y e

a b
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(16) 

 

,که  , , ,mn mn mn mn mnU V W X Y  پارامترهای دلخواهی هستند که بایستی

 باشد. فرکانس ویژه میتعیین گردند و 

 حل عددی -3-2

GDQMایده کلی روش  
بدین صورت است که مشتق یک تابع نسبت به  1

یک متغیر در یک نقطه را با ترکیب خطی مقادیر وزن یافته تابع در تمام 

زنند. به عنوان اولین گام در استفاده از  نقاط در جهت آن متغیر تخمین می

سازی شود. سپس ضرایب وزنی بر  این روش، دامنه حل مساله باید گسسته

سازی ناحیه حل  شوند. پس از گسسته محاسبه می اساس نقاط گسسته شده

رسد. بنابر ایده  مساله، نوبت به تقریب مشتقات موجود در معادلات حاکم می

نشان داده  (17)در رابطه  xiدر  f(x)تابع  m، مشتق مرتبه GDQروش 

 شده است :

       
N

m m

i i, j j

j 1

f x C f x ;  i 1 N


    
 

(17) 
 

و  xiدر نقطه  f(x)تابع  mمشتق مرتبه   𝑓(𝑚)(𝑋𝑖)که در رابطه فوق،  

𝐶(𝑚)
𝑖,𝑗  ضرایب وزنی هستند. برای تعیین این ضرایب وزنی، از چند

نشان داده شده  (19)و  (18)یابی لاگرانژ که در روابط  های درون ای جمله

 شود: است، استفاده می

 
N

k

j

k 1,k j j k

x x
g x  ;  j 1

x x 


  


  

 
(18) 

 
 

 
 

     
j 1

j j

M x
g x   ,     1  ,  2,  . . . ,    and     

x x M x
i j n i j  



 

 
(19) 

 

                                                           
1 Generalized differential quadrature method 
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2

foundation w pF K w K w   (14) 
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 تعریف شده است:  (20)در رابطه  M (xi)که در آن 

   
N

i i k

k 1

M  x    x x


   
(20) 

محاسبه  (21)( از رابطه nضرایب وزنی مشتقات مرتبه بالاتر )مشتق مرتبه 

 خواهد شد:

 

   
 

 

n 1

1 n 1 ij

ij ii

n i j

ij
N

n

ij

j 1,   j i

C
   C C          

x x
C ;   i, j 1,2, , N  

    C                               

n j i

j i





 

  
   

     


 




 

(21) 

 
، به معادله مقدار ویژه (14)و  (13)در معادلات  (2)با جایگذاری معادله 

در مساله ارتعاشات آزاد خواهیم  mو  nبرای هر مقدار ثابت  (22)رابطه 

 رسید:

 2 0 , , 1:5ij ijK M i j          (22) 
 

در معادلات  GDQبا اعمال روش  [M]و ماتریس جرم  [K]ماترسی سفتی 

  آید. حرکت و شرایط مرزی بدست می

 

 عتبار سنجیا -4

 مقالات از آمده دست  به فرکانس نتایج اعتبارسنجی به بخش این در

 بعد بی فرکانس نتایج ،1 جدول در. شود می  پرداخته حاضر پژوهش با معتبر

 و[ 10]ردی مرجع دو با الاستیک بستر حضور بدون متعامد دولایه ورق

 سنجی اعتبار و مقایسه تحلیلی و GDQ عددی حل دو روش برای [14]سین

 .است شده 

 در بعد شود، نتایج فرکانس بی مشاهده می 1 در جدول که طور همان

های مختلفی از طول به ضخامت و برای  پژوهش حاضر به ازای نسبت

با دو مرجع معتبر ذکر شده، مقایسه شده است. نتایج  (00/900) چینی لایه

دقت بالای روش حل  نشان ازکه  درصد گزارش شده 4با اختلاف کمتر از 

حل تحلیلی و روش  نتایجبه مقایسه  3و  2. در جدول باشد می پژوهش حاضر

GDQM 00/900) چینی لایه با متعامد لایه هارچ ورق بعد فرکانس بی/

با دو مرجع  2جدول  پرداخته شده است. علاوه بر آن نتایج (900/00

به  [16] آکواسی و [10] ردی مرجعبا دو  3و جدول  [15]و خدیر [14]سین

  ازای تغییرات پارامتر مدول الاستیک، مقایسه شده است.
  متعامد دولایه ورق آزاد ارتعاشات نتایج سنجی صحت 1جدول 

Table 1 Verification of free vibration results of two-layer 
orthogonal plate 

 

2بعد فرکانس بی

2
( / ) /a h E    

E1/E2=15 G23/ E2=0.5 G13/ E2=0.5 

12υ 0.25  G12/ E2=0.5 a/b = 1 

 اختلاف%
 پژوهش حاضر

Thinh[9] 
 پژوهش حاضر

Reddy[5] a/h 
GDQM تحلیلی GDQM تحلیلی 

2% 8.3590 8.3591 8.56394 8.35914 8.35910 8.56394 100 

2% 8.2275 8.2280 8.44807 8.22796 8.22797 8.44807 20 

3% 7.8652 7.8631 8.11956 7.8630 7.8631 8.11956 10 

4% 6.8318 6.8317 7.14661 6.8314 6.8317 7.14661 5 

 

 متعامد چهارلایه ورق آزاد ارتعاشات نتایج سنجی صحت 2جدول 

Table 2 Verification of free vibration results of four-layer orthogonal 

plate 

 

مقایسه نتایج مقالات معتبر با پژوهش حاضر نیز برای هر دو روش عددی 

   مدول . به ازای پارامتردهد را نشان می درصد 6کمتر از اختلاف  ،و تحلیلی

 و نتایج روش حل (9.5671)بعد  فرکانس بی [15]مرجع خدیر، 20لاستیک ا

GDQM  که  دهد ( را نشان می10.0326)بعد  فرکانس بی، پژوهش حاضردر

 دهد. دقت روش حل را نشان می و بودهدرصد  4اختلاف آن 

نتایج فرکانس مقایسه گردد،  مشاهده می 3گونه که در جدول  همان

پژوهش حاضر با نتایج بدست آمده از  در برای ورق چهارلایه متعامد طبیعی

. لازم دهد نشان میدرصد را  6اختلاف کمتر از ، برده های دو مرجع نام پژوهش

اجع رم مطابق با خواص آورده شده در ،به ذکر است که جنس ورق چندلایه

 رده است.ب منا

 چندلایه در کاربرده شده به مواد مکانیکی خواص -5

قبل از بررسی نتایج بدست آمده در پژوهش حاضر، به تشریح خواص 

 4پردازیم. در جدول  مکانیکی مواد به کارگرفته شده در این پژوهش می

 است. و شیشه اپوکسی نمایش داده شده  Alخواص مکانیکی 

 فرکانس گرایی نتایج هم -6

شود که برای ورق  ملاحظه می ،5با بررسی نتایج بدست آمده از جدول 

لولا  هیبریدی برروی بستر الاستیک سرتاسری، تحت شرایط مرزی چهارسر

 ،بعد ورق عدد بدست آمده برای فرکانس بی به بعد، 9از  ها به ازای افزایش گره

آزاد دوسر به همین ترتیب برای شرایط مرزی دوسر . شود گرا می هم

و برای شرایط مرزی دوسرگیردار  (11بعد از افزایش گره تا ) (FSFSلولا)

گرا  بعد هم عدد فرکانس بی ،(9بعد از افزایش گره تا ) (CSCSلولا) دوسر

در تحلیل  GDQروش حل عددی دهنده دقت بالای  نشانکه  شود می

 باشد. فرکانسی ورق نسبتا ضخیم می

 در ورق هیبریدی بدون بستر الاستیک تبررسی اثر پارامتر ضخام -7

 

های ورق  تغییرات ضخامت هسته و رویه اثر در این بخش به بررسی و تحلیل

اثر تغییرات  2در شکل . شود هیبریدی برروی فرکانس طبیعی پرداخته می

2بعد فرکانس بی

2( / ) /a h E   

12υ 0.25  a b 1m  12 2G / E 0.6 

23 2G / E 0.5  
13 2G / E 0.6 

12 2G / E 0.6 

 اختلاف%
 پژوهش حاضر

Thinh[9] Khdeir [10] 
1 2E / E 

GDQM تحلیلی 

6% 8.8482 8.8485 8.2981 8.2982 10 

4% 10.0326 10.0328 9.5671 9.5671 20 

2% 10.6311 10.6318 10.326 10.326 30 

1% 11.0045 11.0045 10.854 10.854 40 
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های  میانی ورق هیبریدی برروی فرکانس طبیعی، برای نسبت  ضخامت لایه

مرزی چهار طرف ساده ارائه شده است. مختلفی از طول ورق و شرایط 

شود با افزایش ضخامت هسته ورق هیبریدی،  طور که ملاحظه می همان

با افزایش ضخامت لازم به ذکر است یابد.  بعد ورق کاهش می فرکانس بی

های کامپوزیتی به نوعی کاهش یافته و همین امر موجب  هسته، ضخامت لایه

این کاهش  چنین یابد. هم س کاهش میکاهش در استحکام ماده شده و فرکان

 شود. های طول به عرض بالا، تقریبا ثابت می فرکانس در نسبت

روی فرکزانس   ه ورق هیبریزدی بزر  یز اثر افززایش ضزخامت رو   3در شکل 

طزور کزه    اسزت. همزان    ورق و بدون بسزتر الاسزتیک نشزان داده شزده     بعد بی

تزاثیر مسزتقیمی بزر    افزایش ضزخامت رویزه ورق هیبریزدی     شود می مشاهده

افزایش فرکانس طبیعی ورق دارد. لازم بزه ذکزر اسزت کزه افززایش ضزخامت       

و به نزوعی   شدههای کامپوزیت باعث افزایش در استحکام و پایداری سازه  رویه

 شود. می سازهتوان گفت باعث افزایش فرکانس طبیعی  می

 
 متعامد چهارلایه ورق آزاد ارتعاشات نتایج سنجی صحت 3جدول  

Table 3 Verification of free vibration results of four-layer 
orthogonal plate  

2بعد فرکانس بی

2( / ) /a h E   

12υ 0.25  a b 1m  23 2G / E 0.5 

13 2G / E 0.6 
12 2G / E 0.6 

 اختلاف%
 پژوهش حاضر

Reddy[5] Akavci [11] 
1 2E / E 

GDQM تحلیلی 

6% 8.8482 8.8485 8.2982 8.2985 10 

4% 10.0326 10.0328 9.5671 9.5674 20 

2% 10.6311 10.6318 10.326 10.328 30 

1% 11.0045 11.0045 10.854 10.854 40 

 

 هیببریدی ضخیم نسبتا ورق خواص 4جدول 
Table 4 Thick hybrid composite plate properties 

 

0.42 4.70 GPa 3.28 GPa 1600 Kg/m3 

  E1 E2 12 

 50 GPa 15.20 GPa 0.25 

 E G ρ 

Al 
0.3 72.4 GPa 27.85 GPa 2770 Kg/m3  

 
 هیبریدی ضخیم نسبتا ورق اول فرکانس ارتعاش نتایج گرایی هم بررسی 5جدول 

 نود تعداد افزایش با سرتاسری وینکلر الاستیک بستر برروی

(2,, 1, 0.1 , 5 18wa b h b K e   ) 
 Table 5 Convergence analysis of the results of first frequency 

vibration of thick hybrid plate on the Winkler Elastic foundation by 

increasing the number of nodes 

 شرایط مرزی
 (N)تعداد نود

15 11 9 7 5 

SSSS 3.2352 3.2352 3.2352 3.2352 3.2346 

FSFS 3.146 3.146 3.147 3.148 3.153 
CSCS 3.2597 3.2597 3.2597 3.2569 3.2595  

 
Fig. 2 The frequency of thick hybrid plate for Core thickness 

variations and different lengths of the plate 
به ازای تغییرات ضخامت هسته  نتایج فرکانس ورق نسبتا ضخیم هیبریدی  2شکل 

 های مختلفی از ورق و برای طول

 (𝐾𝑤 = 0, 𝑎 = 2, 𝑏 = 1, ℎ = 0.1, 𝑛 = 1, 𝐵𝑐: 𝑆𝑆𝑆𝑆)  
 

 
Fig. 3 The frequency of thick hybrid plate for shell thickness 

variations and different lengths of the plate 

ضخامت پوسته نتایج فرکانس ورق نسبتا ضخیم هیبریدی به ازای تغییرات   3شکل 

 های مختلفی از ورق و برای طول

(𝐾𝑤 = 0, 𝑎 = 2, 𝑏 = 1, ℎ = 0.1, 𝑛 = 1, 𝐵𝑐: 𝑆𝑆𝑆𝑆) 

بررسزی اثزر تغییزر ضزخامت پوسزته بزالایی و پزایینی کزامپوزیتی بزرای ورق          

طزور   ارائه شده است. همزان  4  در شکل CSCS  هیبریدی، به ازای شرط مرزی

فرکزانس طبیعزی    ،هزای کامپوزیزت   افزایش ضخامت لایه ،شود که ملاحظه می

علاوه بر آن این افزایش فرکزانس بزرای شزرط مزرزی      .دهد ورق را افزایش می

CSCS از دیگر شرایط مرزی بیشتر است. 

 

در ورق هیبریدی بدون تعداد لایه ها و لایه چینی بررسی اثر  -8

 الاستیکبستر 

های متعامد  چینیبعد ورق هیبریدی به ازای لایه فرکانس بی ،6در جدول 

 ارائه شده ، بدون حضور بستر الاستیک4تا  1های  مختلف و برای شماره مود

مورد  6چنین لازم به ذکر است که، شرایط مرزی مختلف در جدول  است. هم 

 بررسی و تحقیق قرار گرفته است.
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 مختلف های چینی لایه ازای به هیبریدی ورق طبیعی فرکانس نتایج 6جدول 

(𝐾𝑤 = 0, 𝑎 = 2.5, 𝑏 = 1) 

Table 6 The natural frequency results of hybrid plate for different Lay-

ups 

 ها لایه چینی/تعداد لایه
 شرایط مرزی

CSFS CSCS SSSS 
[00 900 00] 2.73608 3.61975 3.42808 

[00 900 900 00] 3.29925 3.89052 3.89052 

  

 شکل مود در ورق هیبریدی بدون بستر الاستیکبررسی  -9

 ورق خیز و بعد بی فرکانس اول مود دو برای ها مود شکل بخش این در

. است  آمده بدست SSSS، CSCS، CSFS مرزی شرایط ازای به هیبریدی،

نمایش  7 جدول در هیبریدی ورق چینی لایه ترتیب و هندسی مشخصات

 .است شده داده

 هیبریدی ورق مشخصات 7جدول 
Table 7 Hybrid plate characteristics 

[00/900/00/al/00/900/00] چندلایه فلزی 

h=0.1 ضخامت 

a=4, b=1 ابعاد 

شکل مود اول دارای یک شکم و  ،شود ملاحظه می 5 طور که درشکل همان

چنین لازم به ذکر است که  باشد. هم شکم میدو شکل مود دوم دارای 

بعد محاسبه شده در شکل مود دوم ورق کامپوزیتی همه طرف  فرکانس بی

بعد در شکل مود اول آن  به مراتب بیشتر از فرکانس بی ،(2.5997)ساده 

طور که در  همان، CSCSبرای شرایط مرزی  چنین هم. باشد ( می2.48001)

که از  باشد می( 3.7598) سمود اول دارای فرکان ،شود ملاحظه می 6شکل 

( کمتر است. علاوه برآن خیز و شیب آن در هر دو 3.8622فرکانس مود دوم )

 شکل مود صفر است.

 
Part 1 Mode shape 1 

 شکل مود اول 1قسمت 

 
Part 2 Mode shape 2 

 شکل مود دوم 2 قسمت
Fig. 5 Mode shape and dimensionless frequency of hybrid plate for 

SSSS boundary conditions 

 شکل مود و اندازه فرکانس بی بعد ورق هیبریدی به ازای شرایط مرزی  5شکل 

SSSS 

 و شکم یک دارای اول مود شکل ،شود می ملاحظه 7 درشکل که طور همان

 فرکانس که است ذکر به لازم چنین هم. باشد می شکم 2 دارای دوم مود شکل

 ،CSFSمرزی شرط با کامپوزیتی ورق دوم مود شکل در شده محاسبه بعد بی

 آن اول مود شکل در بعد بی فرکانس از بیشتر مراتب به که است( 3.5806)

 .باشد می( 2.7602)

 
Part 1 Mode shape 1 

شکل مود اول  1   قسمت

 
Fig. 4 The frequency of thick hybrid plate for shell thickness variations 
and different lengths of the plate 

(𝐾𝑤 = 0, 𝑎 = 2, 𝑏 = 1, ℎ = 0.1, 𝑛 = 1, 𝐵𝑐: 𝐶𝑆𝐶𝑆) 

ضخامت پوسته و نتایج فرکانس ورق نسبتا ضخیم هیبریدی به ازای تغییرات   4شکل 

 های مختلفی از ورق برای طول
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Part 2 Mode shape 2 

 شکل مود دوم 2قسمت 
Fig.  6 Mode shape and dimensionless frequency of hybrid plate for 

CSCS boundary conditions 

شکل مود و اندازه فرکانس بی بعد ورق هیبریدی به ازای شرایط مرزی   6شکل 
CSCS 

 

 

Part 1 Mode shape 1 

 شکل مود اول1 قسمت 

 

Part 2 Mode shape 2 

 شکل مود دوم 2قسمت 

Fig. 7 Mode shape and dimensionless frequency of hybrid plate for 
CSFS boundary conditions 

شکل مود و اندازه فرکانس بی بعد ورق هیبریدی به ازای شرایط مرزی  7شکل 
CSFS 

 

 در ورق هیبریدی با بستر الاستیک سرتاسریفرکانس طبیعی  -10

 

است که  CSCS ،0.01736، فرکانس طبیعی برای شرط مرزی 8 در شکل

چنین کمترین فرکانس مربوط  شرط مرزی دیگر بیشتر است. هم 3نسبت به 

باشد که از دیگر  می 0.01293، با عدد فرکانس طبیعی FSFSبه شرط مرزی 

 باشد. شرایط مرزی، به علت نوع شرط مرزی آن، کمتر می

 بستر برروی هیبریدی ضخیم نسبتا ورق طبیعی فرکانس نتایج 9 شکل

. دهد می نشان را الاستیک مدول پارامتر تغییرات ازای به سرتاسری الاستیک

 .باشد می ،4e10 وینکلر بستر ضریب ازای به و SSSS مرزی شرط تحت ورق

 ذکر به لازم. است  شده گرفته نظر در 1 آن عرض و 2.5 ورق طول چنین هم

 مودهای در الاستیک مدول افزایش ازای به ورق بعد  بی فرکانس که است

 پارامتر افزایش با ورق طبیعی فرکانس کلی طور به. یابد می افزایش بالاتر،

 مود شماره افزایش با کاهش نرخ این که یابد می کاهش الاستیک، مدول

 .شود می بیشتر

 

Fig. 8 The results of thick hybrid plate on total elastic foundation for 
E2 / E1 Elastic Modulus Parameters and different boundary 

conditions 

 الاستیک بستر برروی  هیبریدی ضخیم نسبتا ورق فرکانس نتایج  8شکل 

 مرزی شرایط برای و E1/E2 الاستیک مدول پارامتر تغییرات ازای به سرتاسری

𝐾𝑤مختلف = 4𝑒10, 𝑎 = 2.5, 𝑏 = 1, ℎ = 0.1, 𝑛 = 1 

 قرار مطالعه مورد طبیعی فرکانس بر ورق طول افزایش اثر ،10شکل  در

 بستر برروی ورق طول هرچهشود،  مشاهده می که طور همان. ه استگرفت

 مدول افزایش ازای به ورق طبیعی فرکانس دهیم، می افزایش را الاستیک

 مربعی حالت در ورق دیگر بیان به. کند می پیدا ای ملاحظه قابل افت الاستیک

 طبیعی فرکانس از الاستیک، بستر برروی مستطیلی ورق به نسبت شکل،

 .است برخوردار بیشتری

در ورق هیبریدی با بستر الاستیک  پارامتر ضخامتبررسی اثر  11

 سرتاسری

شود، افزایش  نشان داده می 8ل طور که در نتایج بدست آمده در جدو همان

ضخامت هسته ورق هیبریدی برروی بستر الاستیک سرتاسری با سفتی بستر 
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4 × گاهی مختلف بررسی شده است. با افزایش  در شرایط تکیه 1010

 از ورق) 4با مشخصات آورده شده در جدول  Alضخامت هسته ورق از جنس 

ضخامت کل ورق بدون داشتن هسته تا ورق با ضخامت هسته معادل نصف 

، برای شرایط (3.4308)تا رقم  (4.6347)فرکانس طبیعی ورق از  (هیبریدی

 شاست که با افزای آنیابد. دلیل این امر  گاهی چهارسر ساده کاهش می تکیه

شود و در نتیجه فرکانس طبیعی برای  ضخامت هسته، استحکام ماده کمتر می

ط مرزی ریابد. کاهش فرکانس برای ش شرایط مرزی دیگر نیز کاهش می

FSFS .نسبت به دیگر شرایط مرزی، بیشتر است 

 

Fig. 9 The results of a relatively thick hybrid plate on total elastic 

foundation for E2 / E1 Elastic Modulus Parameters 

 الاستیک بستر برروی  هیبریدی ضخیم نسبتا ورق فرکانس نتایج 9شکل 

 E1/E2 الاستیک مدول پارامتر تغییرات ازای به سرتاسری

(𝐾𝑤 = 4𝑒10, 𝑎 = 2.5, 𝑏 = 1, ℎ = 0.1, 𝐵𝑐: 𝑆𝑆𝑆𝑆) 

 

 

Fig. 10 The results of thick hybrid plate on total elastic foundation for 

E2 / E1 Elastic Modulus Parameters 

 الاستیک بستر برروی هیبریدی ضخیم نسبتا ورق فرکانس نتایج 10شکل 

 E1/E2 الاستیک مدول پارامتر تغییرات ازای به سرتاسری

(𝐾_𝑤 = 4𝑒10, ℎ = 0.1, 𝐵𝑐: 𝑆𝑆𝑆𝑆) 

 

 و هسته از مختلفی های ضخامت ازای به هیبریدی ورق بعد بی فرکانس نتایج 8جدول 

𝐾𝑤) مختلف مرزی شرایط برای = 4𝑒10, 𝑎 = 2.5, 𝑏 = 1, ℎ = 0.1, 𝑛 = 1) 
 

Table 8 Frequency results of hybrid plate for different core thicknesses 

and boundary conditions 

 ضخامت هسته ورق
hc 

 شرایط مرزی
Bc. 

CSFS FSFS CSCS SSSS 

0 3.4308 3.4207 5.0243 4.6347 

h/7 3.3440 3.2863 4.6477 4.3299 

h/5 3.2718 3.2175 4.4987 4.2048 
h/3 3.6862 3.0210 4.1356 3.8906 

h/2 2.7360 2.6958 3.6197 3.4280 

 

در ورق هیبریدی با بستر چینی  ها و لایه تعداد لایهبررسی اثر  -12

 الاستیک سرتاسری

چینی برای  ها و لایه اثرات تعداد لایه ،9با توجه به نتایج بدست آمده از جدول 

مورد  سرتاسری روی بستر الاستیک های مختلفی از ورق هیبریدی بر سفتی

مود اول فرکانسی در نظر گرفته  برای 2.5مطالعه قرار گرفت. ورق با طول 

لایه و  2رویه بالایی و پایینی ورق هیبریدی  فرکانس طبیعی برای است.  شده

 ،و جنس چندلایه Al ،دو حالت هسته میانی در هربدست آمده است. لایه  6

تا  0با افزایش سفتی بستر الاستیک سرتاسری از  باشد. شیشه اپوکسی می

12e19، شاست که با افزای آندلیل این امر  .یابد فرکانس طبیعی افزایش می 

یابد.  ه و فرکانس آن افزایش میدجسم پایدارتر ش ،ستیکسفتی بستر الا

 2لایه در مقایسه با رویه  6 چنین فرکانس طبیعی ورق هیبریدی با رویه هم

 د.باش لایه بیشتر می

 و بالایی رویه های لایه تعداد افزایش با شود که مشاهده می 10 جدولدر 

 آن بعد بی فرکانس وبیشتر شده  ورق استحکام ،هیبریدی ورق در پایینی

 .یابد می افزایش

 مختلف، های لایه تعداد و ها چینی لایه ازای به ورق طبیعی فرکانس نتایج 9جدول 

  a/b=2.5 نسبت برای و سرتاسری الاستیک بستر سفتی تغییرات
Table 9 The natural frequency results of plate for different Lay-ups and 

number of different layers, the stiffness variations of total elastic 

foundation and for the ratio of a/b = 2.5 

ها لایه چینی/تعداد لایه  12e19 7e16 8e15 0 𝐾𝑤 

[00 900] 6.14061 3.87599 3.48431 3.44815 
[00 900 00 00 900 00] 6.27649 3.80437 3.52759 3.49028 

 

 مختلف، های لایه تعداد و ها چینی لایه ازای به ورق طبیعی فرکانس نتایج  10جدول 

 a/b=4 نسبت برای و سرتاسری الاستیک بستر سفتی تغییرات
Table 10 The natural frequency results of plate for different Lay-ups 

and number of different layers, the stiffness variations of total elastic 

foundation and for the ratio of a/b = 4 

ها لایه چینی/تعداد لایه  12e19 7e16 8e15 0 𝐾𝑤 

[00 900 00] 6.20599 3.49005 3.19299 3.15263 
[00 900 900 00] 6.24472 3.96875 3.70722 3.67212 
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 شروط مرزی -13

 SSSSشرط مرزی  -13-1

خیز ماکزیمم برای ورق هیبریدی برروی بستر الاستیک سرتاسری با سفتی 

خیز بیشینه برای همان ورق اما بدون بستر الاستیک  نسبت به ،1.05e20فنر 

در کلیه چنین  . هماستوجود بستر الاستیک  ،که دلیل این امر باشد بیشتر می

تا وضوح آنها بهتر نمایش داده شود. بوده  بعد ها به صورت بی ها، نسبت شکل

باشد. وجود  ها دارای بیشینه برابر یک می هرکدام از شکل w/wmaxبنابراین 

بستر الاستیک باعث افزایش سفتی ورق و کاهش میزان فرورفتگی یا بر 

حالت قرارگرفته  چنین فرکانس طبیعی ورق در شود. هم آمدگی در آن می

برروی بستر الاستیک سرتاسری تحت شرایط مرزی چهارسر ساده بیشتر از 

بعد با وجود بستر  باشد. میزان فرکانس طبیعی بی می حالت بدون بستر

باشد ولی بدون بستر الاستیک مقدار آن  می (37.38485)الاستیک 

بستر است، که این امر به افزایش پایداری جسم با وجود  (2.48102)

 .شود الاستیک منجر می

 
Part 1 Without elastic foundation 

 بدون بستر الاستیک 1قسمت 

 
 

Part 2 With elastic foundation (foundation coefficent kw=1.05e20)  

  Kw=1.05e20 به ازای ضریب بستر با بستر الاستیک سرتاسری 2قسمت 
Fig. 11 The mode shape of hybrid plate for the  SSSS  boundary 
conditions  

 CSCSورق هیبریدی به ازای شرایط مرزی  شکل مود 11شکل 

 

 CSCSشرط مرزی  -13-2

خیز ماکزیمم برای ورق هیبریدی برروی بستر  ،CSCSبرای شرط مرزی 

خیز بیشینه برای همان  نسبت به  1.05e20الاستیک سرتاسری با سفتی فنر 

که دلیل این امر وجود بستر  بودهورق اما بدون بستر الاستیک بیشتر 

 بعد با وجود بستر الاستیک فرکانس طبیعی بی است. مقادیرالاستیک 

، که این امر به افزایش است (3.75981)بدون بستر الاستیک و  (37.50705)

 .شود پایداری جسم با وجود بستر الاستیک منجر می

 

 CSFSشرط مرزی  -13-3

روی بستر  ، شکل مود برای دو حالت ورق برCSFSبرای شرط مرزی 

طور که  نمایش داده شد. همان 13الاستیک و بدون بستر الاستیک در شکل 

روی بستر الاستیک  شود خیز ماکزیمم برای ورق هیبریدی بر مشاهده می

نسبت به  خیز بیشینه برای همان ورق اما   1.05e20سرتاسری با سفتی فنر 

باشد که دلیل این امر وجود بستر الاستیک  بدون بستر الاستیک بیشتر می

 باشد.  می

 
Part 1 Without elastic foundation 

 بدون بستر الاستیک 1قسمت 

 

Part 2 With elastic foundation (foundation coefficent kw=1.05e20) 

 Kw=1.05e20 به ازای ضریب بستر با بستر الاستیک سرتاسری 2قسمت 
  

Fig. 12 The mode shape of hybrid plate for the CSCS boundary 

conditions 

 CSCSورق هیبریدی به ازای شرایط مرزی  شکل مود 12شکل 
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چنین فرکانس طبیعی ورق در حالت قرارگرفته برروی بستر الاستیک  هم

باشد.  بیشتر از حالت بدون بستر می CSFSسرتاسری تحت شرایط مرزی 

باشد  می (16.7248ک )بعد با وجود بستر الاستی میزان فرکانس طبیعی بی

است، که این امر به افزایش  (3.66791)ولی بدون بستر الاستیک مقدار آن 

 .شود پایداری جسم با وجود بستر الاستیک منجر می

 

بعد اولیه  ثر تغییرات سطح بستر الاستیک جزیی بر فرکانس بیا -14

  FMLهای  ورق

  

بعد اولیه  اثر تغییرات سطح بستر الاستیک جزیی بر فرکانس بی 14در شکل 

 برای ضرایب مختلف بستر الاستیک نشان داده شده است. FMLهای  ورق

 الاستیک بستر برروی FML ورق بعد بی فرکانس تغییرات 14 شکل در

 بستر مختلف ضرایب برای و الاستیک بستر مساحت تغییرات ازای به موضعی،

 ،e 18 7 تا e 18 1 از الاستیک بستر ضریب تغییر با. است شده داده نمایش

 ارتباط الاستیک بستر سفتی افزایش واقع در که یابد می افزایش نمودار شیب

 در را طبیعی فرکانس و دارد هیبریدی ورق پایداری افزایش با مستقیمی

 های نسبت در شود می مشاهده 14 شکل در چنین هم. دهد می افزایش نتیجه

 بعد بی فرکانس افزایش%( 15 از کمتر)پایین کل مساحت به فنر مساحت

% 85 تا% 15 بین کل مساحت به فنر مساحت نسبت که است زمانی از کمتر

 کل مساحت به فنر مساحت که هنگامی است ذکر قابل چنین هم. باشد می

 .دارد% 15 از کمتر با مشابه رفتاری دقیقا باشد، %85 از بیشتر ورق

 

 گیری نتیجه 15-

 سازه روی بر موضعی الاستیک بستر سازی مدل در پژوهش این نوآوری

 با طبیعی فرکانس آوردن دست به و هویساید تابع از استفاده با مفروض

 های مود شکل یافتن و یافته تعمیم تفاضلی تربیع حل روش از استفاده

 نتایج توان می نهایت در. باشد می آن متفاوت مرزی شرایط ازای به مختلف،

 و بحث مورد که ضخیم نسبتا هیبریدی ورق برای را زیر مهم العاده فوق

 :بیان کرد زیر مطابق را است گرفته قرار بررسی

 

 نسبت افزایش با a/b و a/h یابد می کاهش سازه طبیعی فرکانس. 

 سازه طبیعی فرکانس هیبریدی، ورق هسته ضخامت افزایش با 

 کامپوزیتی، های لایه ضخامت افزایش با حالیکه در یافته، کاهش

 .یابد می افزایش سازه طبیعی فرکانس

 مرزی شرط CSCS، دارای آن مرزی شرط خاص نوع دلیل به 

 را فرکانس میزان کمترین ،CSFS مرزی شرط و فرکانس بشترین

 .داراست

  در این پژوهش به تحلیل ارتعاشات آزاد ورق چند لایه کامپوزیتی

 اعمال حاضر، پژوهش متعامد هیبریدی پرداخته شد. نوآوری

 لایه چند ورق آزاد ارتعاشات تحلیل در جزیی الاستیک بستر

 موضوع این به کمتر قبلا که باشد می هیبریدی کامپوزیتی

 است شده پرداخته

 
Part 1 Without elastic foundation  

 بدون بستر الاستیک 1قسمت 

 
Part 2 With elastic foundation (foundation coefficent kw=2.009e19) 

 Kw=2.009e19 به ازای ضریب بستر با بستر الاستیک سرتاسری 2قسمت 
  

Fig. 13 The mode shape of hybrid plate for the CSFS boundary 
conditions 

 CSFSورق هیبریدی به ازای شرایط مرزی  شکل مود 13شکل 

 

Fig. 14  The effect of the partial elastic foundation area (Af ) changes 
on the non-dimensional fundamental frequency of FML plates for 

various elastic foundation coefficient 
 های ورق اولیه بعد بی فرکانس بر جزیی الاستیک بستر سطح تغییرات اثر 14شکل 

FML ازای به ساده طرف چهار مرزی شرط تحت) الاستیک بستر مختلف ضرایب در 

a=2,b=1,h=0.1b، اول مود n=1)  
 



 و همکارانحورا مروجی طبسی                                         ...  تحلیل ارتعاشات آزاد ورق چند لایه کامپوزیتی متعامد هیبریدی با استفاده از روش
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