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 چکیده

تقویت شده با نانولوله نیترید بور تحت تاثیر  پنل کامپوزیتی پلیمری هوشمند پلی وینیلیدن فلورایدمیکرودر این مقاله به بررسی ارتعاشات 

ها در بستر پلیمری به نحوه توزیع نانولولهپرداخته شده است. میدان الکتریکی واقع بر بستر الاستیک با استفاده از تئوری برشی مرتبه اول 

ی برشی پاسترناک و برای بررسی اثرات اندازه از سازی بستر الاستیک از فنرهای وینکلر و لایهشود. برای مدلصورت یکنواخت فرض می

ی میکرومکانیک، معادلات ساختارسازی تئوری مرتبه بالای گرادیان کرنش اصلاح شده استفاده شده است. در ابتدا با استفاده از روش مدل

های مکانیکی و الکتریکی به دست کرنش بر حسب ترم -نانوکامپوزیت برای یک المان حجمی نمونه استخراج شده و سپس روابط تنش

 جآمده است. همچنین معادلات حرکت به کمک اصل همیلتون به دست آمده و در نهایت با استفاده از روش حساب تغییرات و با استخرا

بت دهد که با افزایش نسآید. نتایج به دست آمده در این مقاله نشان میبه دست می پنلهای جرم و سختی، فرکانس طبیعی میکروماتریس

یابد. در ادامه پارامترهای مختلفی از ها، سختی پنل کاهش یافته و فرکانس طبیعی نیز کاهش میابعادی و کاهش درصد حجمی نانولوله

ر الاستیک، میزان تاثیر میدان الکتریکی، مودهای مختلف ارتعاشی، نسبت ابعادی و سایر عوامل بررسی شده است. همچنین قبیل سفتی بست

.مقایسه ای بین تئوری های کلاسیک، تنش کوپل اصلاح شده و گرادیان کرنش اصلاح شده انجام شده است
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Abstract 
 

This paper investigates free vibration of a smart sandwich composite polymeric micro-panel blend of polyvinylidene 

fluoride reinforced with boron nitride nanotubes under an electric field resting on an elastic substrate using first 
order shear deformation theory. The distribution of nanotubes in the polymeric matrix is assumed uniformly. The 

Winkler springs and Pasternak shear layer are used for modeling the elastomeric substrate and the higher-order 

modified strain gradient theory is implemented to investigate the effects of size.  First, using the microstructural 

modeling technique, the constitutive equations of the nanocomposite are extracted for a representative volume 

element, and then the stress-strain relations are obtained in terms of mechanical and electrical terms. Also, the 

equations of motion are derived using the Hamilton principle, and finally using the method of variational calculus 
and extracting the mass and stiffness matrices, the natural frequency of the micro-panel is obtained. The results of 

this paper show that by increasing the aspect ratio and reducing the volume fraction of nanotubes, the panel's 

hardness decreases and the natural frequency decreases. Further, various parameters such as the stiffness of elastic 
medium, the effect of electric field, different modes, aspect ratio and other factors are investigated. A comparison is 

also made between the classical, modified coupled stress, and higher-order modified strain gradient theories. 
  

 مقدمه   -1

کنون تحقیقات بسیاری در زمینه بهبود خواص مکانیکی کامپوزیت از گذشته تا

ها صورت گرفته است. این تحقیقات نشان داد ها با استفاده از تقویت کننده

اتصال بین زمینه و تقویت کننده تاثیر قابل توجهی بر استحکام مکانیکی مواد 

هایی هستند که های کربنی یکی از تقویت کننده. نانولوله[1]مرکب دارد 

ها انجام شده است. نتایج این تحقیقات نشان میمطالعات بنیادی بر روی آن

mailto:email@address.ac.ir
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های کربنی به میزان ولولهها با افزودن ناندهد که خواص مکانیکی نانوکامپوزیت

 . [2]یابدقابل توجهی افزایش می

 هایویژگی دارای کربنی هاینانولوله همانند نیتریدبور هاینانولوله

بهتر بوده و  هاکارآیی آن موارد برخی در حتی هستند و ایالعاده فوق مکانیکی

 بیشتر مثال برای. [3]کنندانرژی پیوند قویتری با بستر پلیمری برقرار می

 که باشندمی نارسانا و رسانا نانولوله دو هر شامل تولیدشده کربنی هاینانولوله

نیترید  هاینانولوله تمامی کهحالی در است مشکل امری هاآن کامل جداسازی

 هاینانولوله علاوه دهند. بهنشان می خود از رسانا نیمه یا عایق رفتار بور

 ابربر در همچنین هستند، پایدارتری شیمیایی هایویژگی دارای نیتریدبور

 هاانولولهن این از استفاده سبب ویژگی این که دارند بالایی مقاومت اکسیداسیون

های پلیمری از این رو کامپوزیت [.4-5] است شده کامپوزیتی مواد تولید در

دارای  های معمولیهای نیتریدبور در مقایسه با کامپوزیتتقویت شده با نانولوله

استحکام مکانیکی، پایداری حرارتی، مقاومت شیمیایی، هدایت حرارتی قابل 

 .[6-7]توجهی بوده، در عین حال ضریب انبساط حرارتی پایینی دارند 

 1ریکخاصیت پیزوالکت های نیتریدبورنانولوله های مهمیکی دیگر از ویژگی

 یالکتریک میدان محدوده در که انیها زمها است. بدان معنی که این نانولولهآن

  .[8]دهند می نشان کرنش خود از شوند، می واقع

توان به دو دسته مکانیک های استفاده شده در مطالعات قبلی را میتئوری

و غیرکلاسیک تقسیم نمود. در تئوری کلاسیک اثرات  2محیط پیوسته کلاسیک

نیز         3را تئوری موضعیشود، از این رو این تئوری اندازه کوچک لحاظ نمی

گویند. به این معنی که تنش در هر نقطه به کرنش در همان نقطه بستگی می

باشد، لذا های کوچک متفاوت میجایی که رفتار مواد در مقیاس دارد. از آن

یضرورت استفاده از تئوری جهت تحلیل دقیق مواد در     4های غیرموضع

تئوری مرتبه بالای گرادیان کرنش اصلاح شود. های کوچک احساس میمقیاس

باشد که در این مقاله مورد استفاده قرار گرفته ها میاز جمله این تئوری 5شده

 است.

ت ها صورها تا کنون مطالعات فراوانی بر روی آنبا توجه به اهمیت نانولوله

 هایمدل فعالیتی را در خصوص بررسی  [9]7تونگ و  6تان گرفته است.

 9پیزوالکتریک فیبر با شده تقویت کامپوزیت مواد برای  8میکروالکترومکانیک

 مدل یعنی میکروالکترومکانیک مدل دو مطالعه این در هاآن. نمودند ارائه

 الاستیک، ثوابت بینیپیش جهت را مستطیل -سیلندر مدل و مستطیل

 فیبر با شده تقویت کامپوزیت مواد برای الکتریکدی و پیزوالکتریک

د. کردن پیشنهاد ترکیبی و تکی بارگذاری نوع دو هر تحت پیزوالکتریک

 الکتریکی و مکانیکی خواص بررسی جهت ایمقاله [10]همکاران  و 10واکرانی

 رتعاشاتا تاثیر آن از قسمتی در که نمودند ارائه کربن و بور نیترید هاینانولوله

قرار  مورد بررسی مکانیکی خواص روی را بر 11نیتریدبور جداره تک هاینانولوله

 غیرخطی ارتعاشات بررسی جهت تحقیقی [11] همکاران و  12دادند. ژیانگ

 تیموشنکو تئوری تحقیق این در. دادند انجام کربنی دوجداره هاینانولوله

 رها دنانولوله که شده و فرض شده کارگرفته به سازیمدل برای غیرموضعی

 اند.قرار گرفته الاستیک بستر

                                                           
1 Piezoelectric 
2 Classic Continum Theory 
3 Local Theory 
4 Nonlocal Theory 
5 Higher-order Modified Strain Gradient Theory 
6 Tan 
7 Tong 
8 Micro Electro Mechanics 
9 Piezoelectric Fiber Reinforced Composite 

 متقارن شکست و خطی ارتعاشات تحلیل جهت ایمقاله [12] 13چادوری

 وهشپژ این در وی. نمود منتشر ارتعاشات امتداد اثر در نیتریدبور هاینانولوله

 ورتص به را پیچشی ارتعاشات و طولی ارتعاشات سپس و عرضی ارتعاشات ابتدا

 نمود. نتایج بررسی هم بر هاآن اثر برهمکنش درنظرگرفتن بدون و جداگانه

 انزم در زیاد قطر با نانولوله در که است این شده اشاره مقاله این در که مهمی

 وانعن به اتفاق این که دهدمی رخ شکستگی هاآن از مشخصی طول در ارتعاش،

 شود.می مطرح متقارن شکست

 هاینانولوله ارتعاشات بررسی فعالیتی را جهت[13]  نژاد رمضان و انصاری

 دهش فرض مطالعه این در. نمودند ارائه بالا ارتعاشی دامنه با جداره چند کربنی

 قرار زمان به نسبت ثابت و پیوسته حرارتی محیط یک در هانانولوله که است

 بر واقع غیرموضعی تیموشنکو مدل اساس بر هاآن سازیمدل دارند. همچنین

 رفتار تحلیل جهت ایمقاله  [14] همکاران و بوده است. انصاری الاستیک بستر

 انتشار کرنش گرادیان تئوری از استفاده با کربن جداره تک هاینانولوله ارتعاشی

 تیموشنکو تیر و برنولی اویلر تیر هایمدل روی بر پژوهش این در. نمودند

 کاهش با که داد نشان این مقاله از آمده دست به نتایج است. شده مطالعه

 و یابدمی کاهش نیز هاآن ارتعاش ها،نانولولهابعادی )طول به شعاع(  نسبت

 .یافت خواهد افزایش گرادیانی مختلف هایتئوری میان تفاوت

ای به تحلیل ارتعاش آزاد نانو ورق در مقاله [15]خورشیدی و همکاران 

ها در این مقاله کامپوزیت مستطیلی هدفمند در محیط حرارتی پرداختند. آن

طبیعی نانو ورق کامپوزیت از تئوری الاستیسیته جهت استخراج فرکانس 

به بررسی   [16]ای دیگر ها در مقالهغیرموضعی استفاده کردند. همچنین آن

ارتعاش آزاد نانو ورق مستطیلی مرکب پیزوالکتریک تحت بار الکترومکانیکی 

پرداختند. در این مقاله بار الکترومکانیکی شامل نیروی محوری و ولتاژ خارجی 

های تغییر شکل برشی اصلاح شده نمایی و مثلثاتی به همراه اساس تئوریبر 

 . اشندبتئوری الاستیسیته غیرموضعی و شرایط مرزی چهار طرف تکیه ساده می

تحقیقات متعددی در زمینه  همکاران و آرانی پور های اخیر قرباندر سال

 ارتعاشات بررسی جهت [17]ای ها مقالهها انجام دادند. آنارتعاشات نانولوله

مودند ن انتشار برشی تئوری کمک به نیتریدبور دوجداره هاینانولوله غیرخطی

 سیال عبور فرض با و شده استفاده نازک جدار هایپوسته تئوری از که در آن

 هایانسفرک پایداری تحلیل به ویسکوز سیال تاثیر همچنین و نانولوله داخل از

غیرموضعی  ارتعاشات به بررسی [18]دیگر  در کار .پرداختند ارتعاشی

 رفتار مطالعه این در .پرداختند 15نیتریدبور دوجداره نانولوله  14الکتروترمال

 سترب اثر تحت نیتریدبور دوجداره هایالکتروترمال نانولوله عرضی ارتعاشات

یرموضعی غ پیزوالاستیسیته ایاستوانه پوسته تئوری از استفاده با الاستیک

 تحقیقی در خصوص ارائه [19]ها های آناز دیگر فعالیت .است شده بررسی

یبی ترک بارگذاری تحت ساندویچی میکروصفحه کامپوزیت ارتعاشات تحلیل

 میکروصفحه یک ارتعاشات تحقیق این در. باشدمی  16الکترومگنتومکانیک

 است.  شده بررسی هوشمند، لایه پنج از متشکل ساندویچی کامپوزیت

 

 

 

10 Vaccarini 
11 Single Walled Boron Nitride Nano Tube 
12 Xiang 
13 Chowdhury 
14 Electro Thermal 
15 Double Walled Boron Nitride Nano Tube 
16 Electro Magneto Mechanics 
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 مسالهشرح    -2

کامپوزیتی پلیمری هوشمند  1در کار حاضر به بررسی ارتعاشات یک میکروپنل

ور واقع های نیترید ببا ماده زمینه پلی وینیلدن فلوراید تقویت شده با نانولوله

 پرداخته شده است.  2بر یک بستر الاستیک تحت اثر میدان الکتریکی

و  و برشی پاسترناکسازی بستر الاستیک از مدل فنری وینکلر برای مدل

)اثرات مقیاس کوچک( از تئوری مرتبه بالای  3برای درنظرگرفتن شاخص طولی

استفاده شده است. بدین منظور در ابتدا با استفاده  گرادیان کرنش اصلاح شده 

معادلات ساختاری نانوکامپوزیت برای  ،4سازی با روش میکرومکانیکاز مدل

  ود.شیک المان حجمی نمونه استخراج می

جابجایی از تئوری برشی مرتبه اول استفاده شده  -برای بیان رابطه کرنش

شود. در نهایت با و معادلات حرکت نیز به کمک اصل همیلتون استخراج می

های جرم و سختی، استفاده از روش حساب تغییرات و با استخراج ماتریس

 آید. فرکانس طبیعی میکروپنل به روش تحلیلی به دست می

 هایای تقویت شده با نانولولهیک پنل کامپوزیت استوانه "1شکل "

در این هد. دنیتریدبور تحت اثر میدان الکتریکی و بستر الاستیک را نشان می

 R ضخامت میکروپنل و  hقطاع میکروپنل،  ϕطول میکروپنل، زاویه  Lشکل 

 باشد.شعاع میکرولوله می

 

 

 

Fig.1 The schematic of cylindrical composite panel reinforced by 
BNNTs under electric field and elastic foundation 

شماتیک پنل کامپوزیت استوانه ای تقویت شده با نانولوله نیترید بور تحت اثر  1شکل 

 میدان الکتریکی و بستر الاستیک

 
کامپوزیت تقویت شده با الیاف ارائه مدل میکرومکانیک برای  -3

 پیزوالکتریک

مدل میکرومکانیک یک روش مناسب برای استخراج خواص مواد کامپوزیت 

 . [20]باشدهوشمند می

                                                           
1 Micro Panel 
2 Electric Field 
3 Length Scale Parameter 
4 Micro Mechanics 

مواد کامپوزیت تقویت  5معادلات ساختاری حاکم بر رفتار الکتروالاستیک

( 2( و )1تحت اثر میدان الکتریکی به صورت روابط ) 6شده با فیبر پیزوالکتریک

 .[21]است  بیان شده

 

(1) 𝜎𝛼 = 𝐶𝛼𝛽𝜀𝛽 − 𝑒𝛼𝑛𝐸𝑛 

(2) 𝐷𝑚 = 𝑒𝑚𝛽𝜀𝛽 + 𝜖𝑚𝑛𝐸𝑛 

 

به ترتیب معرف میدان الکتریکی و جابجایی  Dو  Eکه در رابطه فوق 

 ند.باشگر میدان تنش و کرنش مینیز به ترتیب بیان 𝜎  ،𝜀بوده و  7الکتریکی

 شوند.( تعریف می4( و )3)های تنش و کرنش به شکل روابط میدان

 

(3) 𝜎 = (𝜎𝑥𝑥   𝜎𝜃𝜃   𝜎𝑧𝑧   𝜎𝑥𝜃   𝜎𝜃𝑧   𝜎𝑥𝑧)
𝑇 

(4) 𝜀 = (𝜀𝑥𝑥     𝜀𝜃𝜃    𝜀𝑧𝑧    𝜀𝑥𝜃    𝜀𝜃𝑧   𝜀𝑥𝑧)
𝑇 

 

 .[21] شود( بیان می5میدان الکتریکی نیز به صورت رابطه )

 
 

 

 

(5) 

(

𝐸𝑥

𝐸𝜃

𝐸𝑧

)=

(

 
 

−

−
𝜕∅

𝜕𝑥
𝜕∅

𝑅 𝜕𝜃

−
𝜕∅

𝜕𝑧)

 
 

    

 

  باشد.می 8نمایانگر تابع پتانسیل الکتریکی ∅آن که در 

 ایهنانولوله با شده تقویت ایاستوانه کامپوزیت پنل ساختاری معادلات

 .شودمی استخراج (6رابطه ) صورت به نیتریدبور
 

 

 

 

 

 

(6) 

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

𝜎𝑥

𝜎𝜃

𝜎𝑧

𝜏𝑥𝜃

𝜏𝜃𝑧

𝜏𝑥𝑧

𝐷𝑥

𝐷𝜃

𝐷𝑧 }
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝐶11 𝐶12 𝐶13 0 0 0 0 0 −𝑒31

𝐶12 𝐶22 𝐶23 0 0 0 0 0 −𝑒32

𝐶13 𝐶23 𝐶33 0 0 0 0 0 −𝑒33

0 0 0 𝐶44 0 0 0 −𝑒24 0

0 0 0 0 𝐶55 0 −𝑒15 0 0

0 0 0 0 0 𝐶66 0 0 0

0 0 0 0 −𝑒15 0 𝜖11 0 0

0 0 0 −𝑒24 0 0 0 𝜖22 0

−𝑒31−𝑒32−𝑒33 0 0 0 0 0 𝜖33 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

𝜀𝑥

𝜀𝜃

𝜀𝑧

𝛾𝑥𝜃

𝛾𝜃𝑧

𝛾𝑥𝑧

𝐸𝑥

𝐸𝜃

𝐸𝑧 }
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 

 

ون الکتریک با استفاده از قانکه در آن ثوابت الاستیک، پیزوالکتریک و دی

 .[9]شود ( ارائه می9( و )8(، )7بدست آمده که به ترتیب در روابط ) اختلاط

 ثوابت الاستیک:

5 Electro Elastic  
6 Piezoelectric Fiber Reinforced Composites 
7 Electric Displacement 
8 Electric Potential 
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(7) 

 

 

 

 
      

11 11
11

11 11

1212
12 11

11 11

1313
13 11

11 11

2 2
2

12 1212

22 22 22

11 11 11

1

1

1

1
1

p m

m p

mp

p m

mp

p m

p m

p m

p m

c c
C

c c

cc
C C

c c

cc
C C

c c

c cC
C c c

C c c

 





 
 


 

 
  
 
 

 
  
 
 


     

 

 
      

 
      

12 13 12 1312 13

23 23 23

11 11 11

2 2
2

13 1313

33 33 33

11 11 11

1
1

1
1

p p m m

p m

p m

p m

p m

p m

c c c cC C
C c c

C c c

c cC
C c c

C c c

 
 

 
 


     


     

 

 

 

44 44 44

55 2

66 66
66

66 66

1

1

p m

p m

m p

C c c

A
C

B AC

c c
C

c c

 

 

  





 



 

 

 ثوابت پیزوالکتریک:

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(8) 

 

 
      

 
      

 

3131
31 11

11 11

12 31 12 3112 31

32 32 32

11 11 11

13 31 13 3113 31

33 33 33

11 11 11

24 24 24

15 2

1

1
1

1
1

1

mp

p m

p p m m

p m

p m

p p m m

p m

p m

p m

ee
C

c c

c cC
e e

C c c

c cC
e e

C c c

e e

e

e ee
e

e ee
e

e

e
B

B AC



 
 

 
 

 

 
  
 
 


     


     

  




 

 

 الکتریک:ثوابت دی 

 

 

 

 

(9) 

 

 
      

11 2

22 22 22

2 2
2

31 3131

33 33 33

11 11 11

1

1
1

p m

p m

p m

p m

C

B AC

C c

ee

c

e

 

 
 




  


     

 

 عبارتند از: Cو  A ،B که در روابط فوق پارامترهای 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5555

15 55 15 55

1515

15 55 15 55

15 55

2 2

11 11

2 2

11 11

11

15 55

11

2 2

11 11

1

1

1

p p m m m

p p

mp

m m m

pp

p p m m m

p

mp

p

p

cc
A

c c

ee
B

c

e e

e e c

e ce

C

c








 

 


 

 


 

 

 

 

 کرنش اصلاح شده مرتبه بالای گرادیان تئوری   -4

 این[. 22]شد بیان 1میندلین توسط بار اولین برای بالا مرتبه هایکرنش تئوری

 کرنش گرادیان تئوری شکل به و دادند توسعه 3هاچینسون و 2فلک را تئوری

                                                           
1 Mindlin 
2 Fleck 
3 Hachinson 
4 Couple Stress Theory 
5 Stress tensor 

 4وپلک تنش تئوری کلی حالت کرنش گرادیان تئوری حقیقت در. نمودند ارائه

 [.23]باشدمی

 ایهتئوری تریندقیق اصلاح شده از کرنش گرادیان مرتبه بالای تئوری

 هر رد تنش تئوری این در که باشدمی پیوسته محیط مکانیک غیرکلاسیک

 رنشک گرادیان به بلکه داشته، در همان نقطه بستگی کرنش به تنها نه نقطه

 کوچک هایمقیاس در اندازه اثر پارامتر سه تئوری این در. دارد بستگی نیز

 در که بوده ماده رفتار گربیان پارامترها این حقیقت در که شودمی معرفی

  .دارند بستگی ماده ابعاد به میکرو مقیاس

  .شودمی بیان (10) رابطه شکل به کرنشی انرژی تئوری این بر طبق

 

 

(10) 𝑈 =
1

2
∫ (𝜎𝑖𝑗𝜀𝑖𝑗 + 𝑝𝑖𝛾𝑖 + 𝑚𝑖𝑗𝜒𝑖𝑗 + 𝜏𝑖𝑗𝑘

(1)
ƞ𝑖𝑗𝑘

(1)
)

𝛺

𝑑𝑣 

 

 موضعی تئوری به نسبت جملاتی که یابیمدرمی فوق رابطه مشاهده با

 اثرات و بالاتر مرتبه هایتنش از ناشی جملات این که شده افزوده کلاسیک

 ،5تنش تانسور 𝜎𝑖𝑗  این رابطه باشند. همچنین درمی اعمالی هایکرنش گرادیان

𝜀𝑖𝑗  6کرنش تانسور ، 𝛾𝑖  ع گرادیان بردار  تانسور  𝜒𝑖𝑗 ،(برشی انبساط)  7اتسا

ƞ𝑖𝑗𝑘، 8متقارن چرخش گرادیان
 𝑝𝑖 ، 𝑚𝑖𝑗 و ،9کشیدگی انحراف گرادیان تانسور (1)

، 𝜏𝑖𝑗𝑘
 .باشندمی بالا مرتبه های تنش (1)

 
 حاکم معادلات   -5

 مپوزیتکا پنل جابجایی میدان اول، مرتبه برشی شکل تغییر تئوری اساس بر

 [24].شودمی ارائه (11) رابطه شکل به ایاستوانه
 

 

(11) 
𝑈̃(𝑥, 𝜃, 𝑧, 𝑡) = 𝑢(𝑥, 𝜃, 𝑡) + 𝑧𝜑𝑥(𝑥, 𝜃, 𝑡) 

𝑉̃(𝑥, 𝜃, 𝑧, 𝑡) = 𝑣(𝑥, 𝜃, 𝑡) + 𝑧𝜑𝜃(𝑥, 𝜃, 𝑡) 
𝑊̃(𝑥, 𝜃, 𝑧, 𝑡) = 𝑤(𝑥, 𝜃, 𝑡) 

 

 در ایاستوانه پنل برای جابجایی هایمولفه 𝑊̃ و 𝑈̃ ، 𝑉̃ فوق رابطه در که

 میانی سطح جابجایی هایمولفه wو  u  ،vهمچنین . باشدمی z و x ، 𝜃 راستای

 به نیز 𝜃و  x محورهای به نسبت مقطع سطح چرخش زاویه. باشندمی پوسته

 .است شده داده نشان 𝜑𝜃 و 𝜑𝑥 با ترتیب

 [19]شوندمی بیان (12) رابطه شکل به ایاستوانه پوسته کرنش هایمولفه

 

(12) 

𝜀𝑥𝑥 = 𝜀𝑥𝑥
0 + 𝑧𝜅𝑥𝑥 

𝜀𝜃𝜃 = 𝜀𝜃𝜃
0 + 𝑧𝜅𝜃𝜃 

𝜀𝑧𝑧 = 0 

2𝛾𝑥𝜃 = 2𝛾𝑥𝜃
0 + 𝑧𝜅𝑥𝜃 

𝛾𝑥𝑧 = 𝛾𝑥𝑧
0  

𝛾𝜃𝑧 = 𝛾𝜃𝑧
0  

 

 پوسته میانی سطح هایکرنش 𝛾𝜃𝑧و  𝜀𝑥𝑥، 𝜀𝜃𝜃، 𝛾𝑥𝜃 ،𝛾𝑥𝑧 فوق رابطه در

 .شوندمی بیان (13) روابط صورت به هستند که 

 

 

6 Strain tensor 
7 Dilatation Gradient Tensor 
8 Rotation Gradient Tensor 
9 Deviatoric Stretch Gradient Tensor 
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(13) 

𝜀𝑥𝑥
0 =

𝜕𝑢

𝜕𝑥
 

𝜀𝜃𝜃
0 =

1

𝑅

𝜕𝑣

𝜕𝜃
+ 𝑤 

𝛾𝑥𝜃
0 =

1

𝑅

𝜕𝑢

𝜕𝜃
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥
 

𝛾𝑥𝑧
0 = 𝜑𝑥 +

𝜕𝑤

𝜕𝑥
 

𝛾𝜃𝑧
0 = 𝜑𝜃 +

1

𝑅

𝜕𝑤

𝜕𝜃
 

 

پیچش در سطح های انحنای خمش و مولفه 𝜅𝑥𝜃و  𝜅𝑥𝑥  ،𝜅𝜃𝜃همچنین 

 شوند.( ارائه می14باشند که به صورت رابطه )میانی می

(14) 

𝜅𝑥𝑥 =
𝜕𝜑𝑥

𝜕𝑥
 

𝜅𝜃𝜃 =
1

𝑅

𝜕𝜑𝜃

𝜕𝜃
 

𝜅𝑥𝜃 =
𝜕𝜑𝜃

𝜕𝑥
+

1

𝑅

𝜕𝜑𝑥

𝜕𝜃
 

 

که در  1ماکسول معادله از الکتریکی پتانسیل تابع آوردن دست به برای

 [. 25]شود می ( ارائه شده است، استفاده15رابطه )

 

(15) 𝜕𝐷𝑥

𝜕𝑥
+

1

𝑅

𝜕𝐷𝜃

𝜕𝜃
+

𝜕𝐷𝑧

𝜕𝑧
= 0 

 

 .آیدبه دست می (16) ماکسول رابطه معادله در (2) روابط دادن قرار با
 

(16) 𝜖33

𝜕2∅

𝜕𝑧2 = 𝑒31𝜅𝑥𝑥 + 𝑒32𝜅𝜃𝜃 

 

 شود.( استخراج می17)به صورت رابطه  ∅با حل معادله دیفرانسیل، 

 

 (17) 
∅ = (

𝑒31

𝜖33
𝜅𝑥𝑥 +

𝑒32

𝜖33
𝜅𝜃𝜃)

𝑧2

2
+ 𝑐1𝑧 + 𝑐2 

 

. آیندمی دست به مرزی شرایط اعمال از گیریانتگرال ثوابت آن در که

 به لپن پایین و بالا سطوح در الکتریکی بسته مدار یک برای مرزی شرایط

 [.26] شوندمی ( درنظرگرفته18) رابطه صورت
 
(18) 

 
∅(𝑧 = ± ℎ/2) = 0 

 دست به (19رابطه ) صورت به گیریانتگرال ثوابت مرزی، شرایط اعمال با

 .آیندمی
 

(19) 
𝑐1 = 0 

𝑐2 = −(
𝑒31

𝜖33
𝜅𝑥𝑥 +

𝑒32

𝜖33
𝜅𝜃𝜃)

ℎ2

8
 

 

 کل پتانسیل انرژی محاسبه   -6

 انرژی و انرژی جنبشی کرنشی، انرژی شامل سازه یک کل پتانسیل انرژی

 بیان (20) رابطه صورت به کل پتانسیل انرژی. باشدمی ذخیره شده در بستر

 .شودمی

                                                           
1 Maxwell’s Equation 
2 Kinetic Energy 
3 Micro Tube 

 
(20) 𝛱 = 𝑈 − (𝐾 + 𝑊) 

 نرژیا کل، پتانسیل انرژی گربیان ترتیب به 𝑊و  𝛱  ،𝑈  ،𝐾 این رابطه در

 .باشندانرژی ذخیره شده در بستر می و 2جنبشی انرژی کرنشی،
 

 کرنشی انرژی -6-1

 در شده ذکر موارد به توجه با 3میکرولوله یک برای سازه کل کرنشی انرژی

 هب کرنش اصلاح شده مرتبه بالای گرادیان تئوری اساس بر قبلی هایبخش

 .شودمی ( استخراج21) رابطه صورت

 

 

 

 

 

 
(21) 

𝑼 =
𝟏

𝟐
∫∫ ∫(𝝈𝒙𝒙𝜺𝒙𝒙 + 𝝈𝜽𝜽𝜺𝜽𝜽 + 𝟐𝝉𝒙𝜽𝜸𝒙𝜽

𝒉

𝟐

−
𝒉

𝟐

𝑳

𝟎

𝜽

𝟎

 

+𝟐𝝉𝒙𝒛𝜸𝒙𝒛 +𝟐𝝉𝜽𝒛𝜸𝜽𝒛 + 𝒑𝒙𝜸𝒙 + 𝒑𝜽𝜸𝜽 + 𝒑𝒛𝜸𝒛 

+𝒎𝒙𝒙𝝌𝒙𝒙 + 𝒎𝜽𝜽𝝌𝜽𝜽 + 𝟐𝒎𝒙𝜽𝝌𝒙𝜽 + 𝟐𝒎𝜽𝒛𝝌𝜽𝒛 

+𝟐𝒎𝒙𝒛𝝌𝒙𝒛 + 𝝉𝒙𝒙𝒙ƞ𝒙𝒙𝒙 + 𝝉𝜽𝜽𝜽ƞ𝜽𝜽𝜽 + 𝝉𝒛𝒛𝒛ƞ𝒛𝒛𝒛 

+𝟔𝝉𝒙𝜽𝒛ƞ𝒙𝜽𝒛 + 𝟑𝝉𝒙𝒙𝜽ƞ𝒙𝒙𝜽 + 𝟑𝝉𝜽𝜽𝒙ƞ𝜽𝜽𝒙        
+𝟑𝝉𝜽𝜽𝒛ƞ𝜽𝜽𝒛 + 𝟑𝝉𝒙𝒙𝒛ƞ𝒙𝒙𝒛 + 𝟑𝝉𝒛𝒛𝒙ƞ𝒛𝒛𝒙 

+𝟑𝝉𝒛𝒛𝜽ƞ𝒛𝒛𝜽 + 𝑫𝒙𝑬𝒙 + 𝑫𝜽𝑬𝜽 + 𝑫𝒛𝑬𝒛)𝒅𝒛𝒅𝒙𝑹𝒅𝜽 
 

 .اندشده معرفی قبلی هایبخش در بالا معادله هایترم است ذکر به لازم

 
 جنبشی انرژی -6-2 

بیان  (22رابطه ) صورت به سازه کل جنبشی برای مسأله مورد بحث، انرژی

 خواهد شد.

(22) 

𝐾 =
1

2
𝜌𝑡 ∫∫∫ 𝑉⃑ ∙

∀

𝑉⃑ 𝑑∀ 

=
1

2
𝜌𝑡 ∫∫ ∫[(

𝑑𝑈̃

𝑑𝑡
)

2

+ (
𝑑𝑉̃

𝑑𝑡
)

2

ℎ

2

−
ℎ

2

𝐿

0

𝜃

0

+ (
𝑑𝑊̃

𝑑𝑡
)

2

]  𝑑𝑧𝑑𝑥𝑅𝑑𝜃 

 

 
 ذخیره شده در بستر الاستیک انرژی -6-3

 تیکالاس بستر یک بر بحث مورد نانولوله که است این بر فرض پژوهش این در

-بیان (23) رابطه. دارد قرار 5پاسترناک برشی بستر و 4وینکلر فنری بستر شامل

باشد که در آن از وزن بستر صرف می الاستیک بستر انرژی ذخیره شده در گر

 .نظر شده است

 
 

(23) 𝑊 =
1

2
∫∫(𝑘𝑤𝑤 − 𝑘𝐺∇2

𝑳

0

𝜽

0

𝑤)𝑤𝑑𝑥𝑅𝑑𝜃 

 لایه الاستیک ضریب  𝑘𝐺 وینکلر، لایه الاستیک ضریب  𝑘𝑤 که در آن

 .باشدمی z راستای در مکان تغییر تابعw  و لاپلاس عملگر 2∇ پاسترناک، برشی

 
 

4 Winkler Spring 
5 Pasternak Shear 
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  حرکت معادلات استخراج   -7

 از تحلیل مورد سیستم برای حرکت معادلات استخراج جهت حاضر پژوهش در

 حساب و همیلتون اصل طبق بنابراین. است شده استفاده همیلتون اصل

 . شودمی ارائه (24) رابطه تغییرات

(24) ∫ 𝛿𝛱𝑑𝑡 =

𝑡1

𝑡0

∫ 𝛿[𝑈 − (𝐾 + 𝑊)]𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

= 0 

 

 که در رابطه بالا داریم:

 

(25) 

𝛿𝐾 = ∫∫[𝐼0
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
𝛿𝑢

𝐿

0

𝜃

0

+ 𝐼1
𝜕2𝜑𝑥

𝜕𝑡2
𝛿𝑢 + 𝐼0

𝜕2𝑣

𝜕𝑡2
𝛿𝑣 

 +𝐼1
𝜕2𝜑𝜃

𝜕𝑡2
𝛿𝑣 + 𝐼1

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
𝛿𝜑𝑥 + 𝐼2

𝜕2𝜑𝑥

𝜕𝑡2
𝛿𝜑𝑥         

+𝐼1
𝜕2𝑣

𝜕𝑡2
𝛿𝜑𝜃 + 𝐼2

𝜕2𝜑𝜃

𝜕𝑡2
𝛿𝜑𝜃 + 𝐼0

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
𝛿𝑤]𝑑𝑥𝑅𝑑𝜃 

(𝐼0, 𝐼1, 𝐼2) = ∫(1, 𝑧, 𝑧2)𝑑𝑧

ℎ

2

−
ℎ

2

 

𝛿𝑊 = ∫ ∫[−𝐾𝑤𝑤𝛿𝑤 + 𝐾𝐺

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2 𝛿𝑤

𝐿

0

𝜃

0

 

+
1

𝑅2
𝐾𝐺

𝜕2𝑤

𝜕𝜃2
𝛿𝑤]𝑑𝑥𝑅𝑑𝜃 

 

، از بیان آن در این قسمت صرف نظر شده δ𝑈به دلیل حجم بالای روابط 

 اند.است. این روابط در پیوست آورده شده

𝛿𝑢 ،𝛿𝑣  ،𝛿𝑤 ،𝛿𝜑ضرایب  تعادل، از معادلات آوردن دست به در ادامه برای
𝑥

  

𝛿𝜑و 
𝜃

 که در پیوست آمده فاکتورگیری δ𝑈( و رابطه مربوط به 25روابط ) در 

 (26)به صورت روابط  مساله بر حاکم حرکت معادله نموده که با این کار پنج

 آیند. به دست می
 

(26) 

𝑒𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛1: 𝑓𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟(𝛿𝑢)𝛿𝑈 − 𝑓𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟(𝛿𝑢)𝛿𝐾

− 𝑓𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟(𝛿𝑢)𝛿𝑊 = 0 

𝑒𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛2: 𝑓𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟(𝛿𝑣)𝛿𝑈 − 𝑓𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟(𝛿𝑣)𝛿𝐾

− 𝑓𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟(𝛿𝑤)𝛿𝑊 = 0 

𝑒𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛3: 𝑓𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟(𝛿𝑤)𝛿𝑈 − 𝑓𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟(𝛿𝑤)𝛿𝐾

− 𝑓𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟(𝛿𝑤)𝛿𝑊 = 0 

𝑒𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛4: 𝑓𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟 (𝛿𝜑𝑥)
𝛿𝑈

− 𝑓𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟 (𝛿𝜑𝑥)
𝛿𝐾

− 𝑓𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟 (𝛿𝜑𝑥)
𝛿𝑊

= 0 

𝑒𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛5: 𝑓𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟 (𝛿𝜑𝜃)
𝛿𝑈

− 𝑓𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟 (𝛿𝜑𝜃)
𝛿𝐾

− 𝑓𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟 (𝛿𝜑𝜃)
𝛿𝑊

= 0 

 

اه گای که شرایط مرزی تکیهشود به گونهسپس از حل ناویر استفاده می

 شوند.( منظور می27ساده را ارضاء نماید. این روابط به صورت روابط )
 

(27) 

𝑢(𝑥, 𝜃, 𝑡) = 𝑢0 sin(𝛼𝑚𝜃) cos(𝛽𝑛𝑥)𝑒𝑖𝜔𝑡  
𝑣(𝑥, 𝜃, 𝑡) = 𝑣0 cos(𝛼𝑚𝜃) sin(𝛽𝑛𝑥)𝑒𝑖𝜔𝑡  
𝑤(𝑥, 𝜃, 𝑡) = 𝑤0 sin(𝛼𝑚𝜃) sin(𝛽𝑛𝑥)𝑒𝑖𝜔𝑡 
𝜑𝑥(𝑥, 𝜃, 𝑡) = 𝜑𝑥0

sin(𝛼𝑚𝜃) cos(𝛽𝑛𝑥)𝑒𝑖𝜔𝑡  

𝜑𝜃(𝑥, 𝜃, 𝑡) = 𝜑𝜃0
cos(𝛼𝑚𝜃) sin(𝛽𝑛𝑥)𝑒𝑖𝜔𝑡 

 که در روابط بالا داریم:

 

 𝛼𝑚 =
𝑚𝜋

𝜙
 

𝛽𝑛 =
𝑛𝜋

𝐿
 

 

کنیم. در ( جایگذاری می26( را در پنج معادله حاکم )27سپس روابط )

 هاآن که شده تعریف زیر صورت ثوابتی به تعادل معادلات سازیادامه برای ساده

 .کنیممی جایگذاری (29) روابط در را
 

(28) 

𝑘1 = ∫∫[( 𝑐𝑜𝑠(𝛽𝑛𝑥) 𝑠𝑖𝑛(𝛼𝑚𝜃)) ×

𝐿

0

𝜃

0

 

 ( 𝑠𝑖𝑛(𝛼𝑚𝜃)𝑐𝑜𝑠(𝛽𝑛𝑥))]𝑑𝑥𝑅𝑑𝜃 

𝑘2 = ∫∫[( 𝑐𝑜𝑠(𝛼𝑚𝜃) 𝑠𝑖𝑛(𝛽𝑛𝑥)) ×

𝐿

0

𝜃

0

 

 ( 𝑐𝑜𝑠(𝛼𝑚𝜃)𝑠𝑖𝑛(𝛽𝑛𝑥))]𝑑𝑥𝑅𝑑𝜃 

𝑘3 = ∫∫[( 𝑠𝑖𝑛(𝛽𝑛𝑥) 𝑠𝑖𝑛(𝛼𝑚𝜃)) ×

𝐿

0

𝜃

0

 

 ( 𝑠𝑖𝑛(𝛼𝑚𝜃)𝑠𝑖𝑛(𝛽𝑛𝑥))]𝑑𝑥𝑅𝑑𝜃 
 

𝑢0   ،𝑣0   ،𝑤0   ،𝜑𝑥0های ریاضی، از ثوابت سازیپس از انجام ساده
و    

𝜑𝜃0
در پنج معادله حرکت فاکتورگیری نموده و در رابطه ماتریسی زیر   

روابط از ذکر کنیم. لازم به ذکر است به علت طولانی بودن جایگذاری می

 شود. تفصیلی این رابطه خودداری می

 

(29) 

(

 
 
 

𝑓𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟(𝑢0)𝑒𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛1 𝑓𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟(𝑣0)𝑒𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛1

𝑓𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟(𝑢0)𝑒𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛2 𝑓𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟(𝑣0)𝑒𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛2

𝑓𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟(𝑢0)𝑒𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛3 𝑓𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟(𝑣0)𝑒𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛3

𝑓𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟(𝑢0)𝑒𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛4 𝑓𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟(𝑣0)𝑒𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛4

𝑓𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟(𝑢0)𝑒𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛5 𝑓𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟(𝑣0)𝑒𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛5

 

𝑓𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟(𝑤0)𝑒𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛1 𝑓𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟(𝜑𝑥0
)
𝑒𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛1

𝑓𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟(𝑤0)𝑒𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛2 𝑓𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟(𝜑𝑥0
)
𝑒𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛1

𝑓𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟(𝑤0)𝑒𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛3 𝑓𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟(𝜑𝑥0
)
𝑒𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛1

𝑓𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟(𝑤0)𝑒𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛4 𝑓𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟(𝜑𝑥0
)
𝑒𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛1

𝑓𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟(𝑤0)𝑒𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛5 𝑓𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟(𝜑𝑥0
)
𝑒𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛1

 

𝑓𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟(𝜑𝜃0
)
𝑒𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛1

𝑓𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟(𝜑𝜃0
)
𝑒𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛2

𝑓𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟(𝜑𝜃0
)
𝑒𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛3

𝑓𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟(𝜑𝜃0
)
𝑒𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛4

𝑓𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟(𝜑𝜃0
)
𝑒𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛5)

 
 
 
 
 

 

(

 
 

𝑢0

𝑣0

𝑤0

𝜑𝑥0
𝜑𝜃0)

 
 

=

(

 
 

0
0
0
0
0)

 
 

 

 

گیری از ماتریس برای حصول یک حل قابل قبول غیرصفر، با دترمینان

ای به دست آمده برابر صفر، معادلهضرایب فوق و قرار دادن دترمینان حاصل 

وان تمیلازم به ذکر است آید. به دست میپنل که از حل آن فرکانس طبیعی 

 که شامل یسماتر هاییهدراای که این معادلات را از هم تفکیک نمود به گونه

 یسآن ماتر یگرد هاییهداده و درا یل( را تشکMجرم ) یسبوده ماتر 𝜔2یرمتغ

  دهند:یم یلتشک( را K) سفتی

(30) 
[𝐾] − 𝜔2[𝑀] = [0] 
 

 اعتبار سنجی   -8 

برای اعتبارسنجی نتایج و بررسی صحت فرمولاسیون حل تحلیلی ارائه شده، 

 صورت گرفته است.   [27]ای با نتایج به دست آمده در مرجعمقایسه
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 .[27]ارائه شده است  1در جدول PVDFو  CNTمشخصات ساختاری 

 
 (CNT) ( و تقویت کنندهPVDFخواص ماده زمینه ) 1جدول 

Table 1 The properties of matrix (PVDF) and reinforcement fiber (CNT) 
 

PVDF SWCNT Properties 

2.815 5825 𝐶11(𝐺𝑝𝑎) 

1.081 1019 𝐶12 = 𝐶21(𝐺𝑝𝑎) 

2.815 7304 𝐶22(𝐺𝑝𝑎) 

0.8671 1945 𝐶44 = 𝐶55 = 𝐶66(𝐺𝑝𝑎) 

-0.13 0 𝑒31(𝑐 𝑚)⁄  

0 22 𝑞31(𝑁 𝐴𝑚)⁄  

−46 × 10−12 0 𝑑33(𝑚 𝑉)⁄  

0.106 × 10−9 0 ƞ33(𝑐 𝑉𝑚)⁄  

4𝜋 × 10−7 0.25 𝜇33(𝑁𝑠2 𝑐2)⁄  

1780 1400 𝜌𝑚(𝑘𝑔 𝑚3)⁄  

 

 

  ارائه شده است. "  2شکل "و  2نتایج این بررسی در جدول 

مختلف های به بررسی فرکانس طبیعی به ازای درصد حجمی 2در جدول 

به بررسی تاثیر زاویه قطاع پنل بر  " 2شکل"پرداخته شده است. همچنین در 

فرکانس طبیعی پرداخته شده است. لازم به ذکر است که این بررسی برای 

حالتی انجام شده که در آن نانولوله بدون با در نظر گرفتن اثرات بستر الاستیک 

 شده است. و بدون در نظرگرفتن اثر میدان الکتریکی منظور 

 باشد:مشخصات ابعادی در نظر گرفته شده به صورت زیر می

 
𝑎 = 0.0384𝑚 ,   𝐿 = 0.0192𝑚 ,    𝜃 = 𝜋 𝑟𝑎𝑑 

𝐾𝑤 = 109 𝑁 𝑚3⁄  ,     𝐾𝑔 = 10 𝑁 𝑚⁄ ,     

𝑚 = 1 ,     𝑛 = 1 

 
 

 

 های مختلفمقایسه فرکانس طبیعی در درصد حجمی 2جدول
Table 2 comparison of natural frequency in different volume fraction 

 

 فرکانس طبیعی درصدحجمی

[18] 

 فرکانس طبیعی

 )کار حاضر(
0.12 7.6766 7.7542 

0.17 9.1827 9.2243 
0.28 11.9250 11.9428 

          × 105

 
Fig. 2 The effect of the angle of the panel on the frequency 

 تاثیر زاویه قطاع پنل بر فرکانس طبیعی 2شکل 

 
انطباق خوبی که بین نتایج به دست  "2شکل  " و 2با توجه به جدول 

توان شود، میمشاهده می  [27]آمده از این مقاله و نتایج به دست آمده از مرجع

به صحت فرمولاسیون و روش حل ارائه شده در این مقاله اطمینان حاصل کرد. 

توان به تئوری گرادیان کرنش که در تحلیل اختلاف اندک بین نتایج را میعلت 

حاضر استفاده شده، نسبت داد. بیشترین درصد خطای به وجود آمده تقریبا 

 باشد.درصد می 1.08برابر 

 
 بحث و بررسی نتایج   -9

در این قسمت پس از صحت سنجی فرمولاسیون و روش حل ارائه شده در 

دبور واقع های نیتریخطی پنل کامپوزیتی تقویت شده با نانولوله مقاله ارتعاشات

بر بستر الاستیک و تحت اثر میدان الکتریکی با استفاده از تئوری مرتبه بالای 

 گرادیان کرنش اصلاح شده بررسی شده است. 

 اشد.بپارامتر بی بعد مورد استفاده برای ترسیم نمودارها به صورت زیر می

 

Ω = 𝜔ℎ√
𝜌𝐵𝑁𝑁𝑇

𝐶11𝐵𝑁𝑁𝑇
 

 

ضخامت پنل و  ℎهای با بعد و بدون بعد و به ترتیب فرکانس Ωو  𝜔که 

𝜌𝐵𝑁𝑁𝑇 باشد. در این مقاله تاثیر پارامترهای نسبت ابعادی، چگالی نیتریدبور می

درصد حجمی، زاویه قطاع و همچنین تاثیر بستر، میدان الکتریکی، مودهای 

ه با توجه به این نکتهای مقیاس کوچک بررسی شده است. ارتعاشی و اثر اندازه

جابجایی از تئوری برشی مرتبه اول استفاده شده،  -که برای بیان رابطه کرنش

دارا  صفحات نسبتا ضخیم رافرمولاسیون ارائه شده در این مقاله قابلیت تحلیل 

 :باشدباشد. مشخصات پنل کامپوزیتی نمونه به صورت زیر میمی

 
𝑅 = 0.00002𝑚    ,     𝐿 = 0.00004𝑚    ,      ∅ = 2𝜋 𝑟𝑎𝑑 

𝐾𝑤 = 1017 𝑁 𝑚3   ⁄  ,       𝐾𝑔 = 104  𝑁 𝑚⁄ ,     

𝑚 = 1          ,          𝑛 = 1 
های مختلف کلاسیک، تئوری تنش کوپل برای انجام مقایسه بین تئوری

اصلاح شده و تئوری مرتبه بالای گرادیان کرنش اصلاح شده، به پارامترهای 

𝑙0،𝑙1،𝑙2 شود.مقادیر زیر تخصیص داده می 

 تئوری مرتبه بالای گرادیان کرنش اصلاح شده:
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(𝑙0،𝑙1،𝑙2) = (176 × 10−10،176 × 10−10،176 × 10−10) 

 تئوری تنش کوپل اصلاح شده:

(𝑙0،𝑙1،𝑙2) = (0،0،176 × 10−10) 

 تئوری کلاسیک:

(𝑙0،𝑙1،𝑙2) = (0،0،0) 

 

های ماده زمینه و نانولولهبه عنوان  1خواص ساختاری پلی وینیلیدن فلوراید

ارائه  3نمونه در جدول  2نیتریدبور به عنوان تقویت کننده کامپوزیت پلیمری

 .[29,28]شده است 

 

 PVDFو   BNNTمشخصات ساختاری  3جدول 

Table 3 BNNT and PVDF structural specifications 
 

 پلی وینیلیدن

 فلوراید
 خواص مکانیکی و الکتریکی نیتریدبور

238.24 2035 𝐶11(𝐺𝑝𝑎) 
23.6 2035 𝐶22(𝐺𝑝𝑎) 

10.64 2035 𝐶33(𝐺𝑝𝑎) 

3.98 692 𝐶12(𝐺𝑝𝑎) 

2.19 692 𝐶13(𝐺𝑝𝑎) 

1.92 692 𝐶23(𝐺𝑝𝑎) 

2.15 672 𝐶44(𝐺𝑝𝑎) 

4.4 672 𝐶55(𝐺𝑝𝑎) 

6.43 672 𝐶66(𝐺𝑝𝑎) 

-0.13 0 𝑒31(𝐶 𝑚2)⁄  
-0.145 0 𝑒32(𝐶 𝑚2)⁄  
-0.276 0.95 𝑒33(𝐶 𝑚2)⁄  
-0.009 0 𝑒24(𝐶 𝑚2)⁄  
-0.135 0 𝑒15(𝐶 𝑚2)⁄  

12.5 1250 𝜖11
𝜖0

⁄  
11.98 1250 𝜖22

𝜖0
⁄  

11.98 1250 𝜖33
𝜖0

⁄  

 

 
تاثیر پارامتر نسبت ابعادی بر فرکانس بی بعد در سه حالت  " 3شکل"در 

ی الکتریکمختلف  بررسی شده است. در حالت اول فرض شده که از اثر میدان 

و بستر الاستیک صرف نظر شود. در حالت دوم تنها از میدان الکتریکی صرف 

نظر شده و اثر بستر الاستیک لحاظ شده است. در حالت سوم اثر همزمان میدان 

الکتریکی و بستر الاستیک بررسی شده است. مشخصات بستر اعمالی به صورت 

 باشد.زیر می
 

𝐾𝑤 = 1017 𝑁 𝑚3   ⁄  ,       𝐾𝑔 = 104  𝑁 𝑚⁄  

                                                           
1 Poly Vinylidene Fluoride 

 
Fig. 3 The effect of aspect ratio changes on dimensionless frequency in 
presence and absence of elastic medium and electric field  

بعد در حضور و غیاب میدان تاثیر تغییرات نسبت ابعادی بر فرکانس بی  3شکل

 الکتریکی و بستر الاستیک

 
شود با افزایش نسبت ابعادی میزان مشاهده می " 3شکل"که در طورهمان

یابد. به عبارت دیگر با افزایش این نسبت از بعد شده کاهش میفرکانس بی

 شود.سختی پنل کاسته می

همچنین مشاهده می شود که کمترین فرکانس در سه حالت فرض شده 

 بستر و میداندر یک نسبت ابعادی ثابت مربوط به حالت اول بوده که از اثر 

الکتریکی صرف نظر شده است. در حالت دوم با اضافه شدن اثر بستر الاستیک 

لت یابد. بیشترین فرکانس مربوط به حابعد شده افزایش میفرکانس طبیعی بی

سوم بوده که هر دو اثر بستر الاستیک و میدان الکتریکی درنظرگرفته شده 

ر بستر الاستیک و میدان توان گفت که هر دو اثاست که در حقیقت می

  شوند.الکتریکی به نوعی باعث افزایش سختی پنل نمونه می

بعد در سه حالت تاثیر پارامتر درصد حجمی بر فرکانس بی 4در جدول 

 مختلف  بررسی شده است.

عد بیابیم که با افزایش درصد حجمی، فرکانس بیدرمی 4با بررسی جدول 

فزایش درصد حجمی، سختی پنل افزایش افزایش یافته بدین معنی که با ا

  "3شکل"یابد. در یک درصد حجمی ثابت رفتار سه حالت فرض شده مشابه می

 باشد. می

 

 

بعد در حضور و غیاب میدان تاثیر تغییرات درصد حجمی بر فرکانس بی 4جدول 

 الکتریکی و بستر الاستیک
Table 4 The effects of changes volume fraction on dimensionless 
frequency in presence and absence elastic medium and electric field  

 

 بی بعد فرکانس

 حالت یک

 فرکانس بی بعد

 حالت دوم

 فرکانس بی بعد

 حالت سوم

 درصدحجمی

0.6558 
1.089 
1.459 
1.753 
2.004 
2.227 
2.431 
2.618 
2.793 
2.958 
3.12 

0.675 
1.105 
1.47 
1.76 

2.001 
2.232 
2.44 
2.62 

2.798 
2.962 
3.117 

0.682 
1.11 

1.473 
1.762 
2.002 
2.234 
2.443 
2.621 
2.801 

2.9635 
3.11 

0.01 
0.05 

0.1 
0.15 

0.2 
0.25 

0.3 
0.35 

0.4 
0.45 

0.5 

2 Polymer Composite 
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بررسی های مختلف تاثیر زاویه قطاع به ازای درصد حجمی 5در جدول      

شود. بدین ترتیب که در سه درصد حجمی متفاوت تاثیر افزایش زاویه قطاع می

 بر روی فرکانس طبیعی بررسی شده است. 

 

ای هبعد به ازای درصد حجمیتاثیر تغییرات زاویه قطاع بر فرکانس طبیعی بی 5جدول 

 مختلف

Table 5 The effects of changes angle of the panels on dimensionless 

frequency in the different volume fraction 
 

 زاویه قطاع فرکانس بی بعد

 )درجه(

 درصد حجمی

0.3833 

0.8436 

1.822 

2.307 

2.402 

2.44 

 

0.675 

1.12 

2.312 

2.97 

3.087 

3.124 

 

0.715 

1.22 

3.002 

3.771 

3.893 

3.93 

30 

45 

90 

180 

270 

360 

 

30 

45 

90 

180 

270 

360 

 

30 

45 

90 

180 

270 

360 

0.3 

 

 

 

 

 

 

 

0.5 

 

 

 

 

 

0.8 

 

 
مشاهده شد در یک زاویه ثابت، افزایش درصد  5که در جدول طورهمان

حجمی باعث افزایش فرکانس طبیعی شده و بالعکس. همچنین در یک درصد 

 شود.افزایش زاویه باعث افزایش فرکانس می " 4شکل"حجمی ثابت، مانند 

های مختلف بررسی قطاع پنل در نسبت ابعادی تاثیر زاویه " 4شکل"در 

شده است. پنل نمونه برای حالت سوم که اثر میدان الکتریکی و بستر الاستیک 

 همزمان درنظرگرفته شده اند، بررسی شده است. 

 

 
Fig. 4 The effects of changes aspect ratio on dimensionless frequency in 
the different angle of the panels 

 ختلفبعد در زوایای قطاع متاثیر تغییرات نسبت ابعادی بر فرکانس طبیعی بی 4شکل 

 

یابیم که با افزایش زاویه قطاع پنل، سختی پنل با بررسی شکل درمی

که ورطیابد. هماننتیجه فرکانس طبیعی پنل افزایش میافزایش یافته و در 

شود بیشترین فرکانس طبیعی مربوط به یک قطاع کامل است. با مشاهده می

افزایش نسبت ابعادی در یک زاویه قطاع مشخص، فرکانس طبیعی کاهش   

 یابد. می

ردازد. این پبه بررسی تاثیر بستر الاستیک بر فرکانس طبیعی می 6جدول 

های مختلف حضور و عدم حضور بستر وینکلر و رسی مربوط به حالتبر

 باشد. های مختلف میپاسترناک به ترتیب در درصد حجمی

 

 های مختلفبعد در درصد حجمیتاثیر بستر الاستیک بر فرکانس بی  6جدول 
Table 6 The effects of elastic medium on dimensionless frequency in 
different volume fraction 

 

فرکانس بی بعد در 

 حضور بستر فنری 

فرکانس بی بعد در 

 حضور بستر برشی

فرکانس بی بعد 

 بدون بستر

 درصدحجمی

1.15 
1.484 
1.772 
2.034 
2.255 

2.46 
2.67 

2.821 
3.012 

3.15 

1.092 
1.463 
1.752 

2.06 
2.236 
2.433 
2.623 
2.794 
2.965 
3.117 

1.09 
1.46 
1.75 
2.05 
2.23 
2.43 
2.62 
2.79 
2.96 
3.11 

0.05 
0.1 
0.15 
0.2 
0.25 
0.3 
0.35 
0.4 
0.45 
0.5 

 
یابیم که که در یک درصد حجمی ثابت، بیشترین در می 6با بررسی جدول 

واقع  محیط الاستیک فرکانس مربوط به زمانی است که پنل کامپوزیتی در یک

شده است. به عبارت دیگر اگر بستر الاستیک اطراف پنل وجود نداشته باشد، 

ابد. یسختی پنل کاهش یافته و به تبع آن فرکانس طبیعی نیز کاهش می

توان دریافت که تاثیر بستر فنری به مراتب بیشتر از بستر برشی همچنین می

 باشد.می

ات نسبت ابعادی )نسبت طول به شعاع( تاثیر همزمان تغییر " 5شکل  "

      بعد را نشانهای نیتریدبور بر فرکانس طبیعی بیو درصد حجمی نانولوله

 دهد.می
 

 
Fig. 5 The effect of changes in aspect ratio and volume fraction on 

dimensionless frequency 
 عدبتاثیر تغییرات نسبت ابعادی و درصد حجمی بر فرکانس طبیعی بی 5شکل 

 

سختی پنل با افزایش نسبت ابعادی و کاهش درصد  " 5شکل  "با توجه به 

 یابد. همچنینحجمی، کاهش یافته و فرکانس طبیعی بی بعد نیز کاهش می

 های کمتر، نرخ تغییرات کاهشی بیشتری را دردرصد حجمی در نسبت ابعادی

دهد. نسبت ابعادی در درصد حجمی فرکانس طبیعی بی بعد پنل نشان می
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عد پنل ایجاد ببیشتر نیز، نرخ تغییرات کاهشی بیشتری در فرکانس طبیعی بی

 کند.می

ار بعد مورد بررسی قرتاثیر مودهای مختلف بر فرکانس طبیعی بی 7در جدول 

  انجام شده است. nو  mگرفته شده است. این تحلیل با مقداردهی به پارامترهای 

 

 های مختلفبعد در نسبت ابعادیتاثیر مودهای مختلف بر فرکانس بی 7جدول 

Table 7 The effects of different modes on dimensionless frequency in 

different aspect ratio 
 

m=n=3 m=n=2 m=n=1 نسبت ابعادی 

7.73 
4.05 
3.67 
3.6 

3.58 
3.57 

6.77 
2.98 
2.55 
2.47 
2.44 
2.43 

4.98 
1.85 
1.42 
1.33 
1.3 

1.29 

5 
10 
15 
20 
25 
30 

 
 mی شود که با افزایش همزمان مقدار پارامترهامشاهده می 7با بررسی جدول 

ا شایان ذکر است که بیابد. همچنین بعد افزایش می، فرکانس طبیعی بی nو 

 یابد.افزایش نسبت ابعادی شدت این افزایش، کاهش می

بعد در درصد به بررسی تغییرات فرکانس طبیعی بی " 6شکل  "در       

های مرتبه بالای گرادیان کرنش اصلاح شده و های مختلف در تئوریحجمی

 تنش کوپل اصلاح شده و تئوری موضعی کلاسیک پرداخته شده است.

 

 

 
Fig. 6 The effect of volume fraction changes on the dimensionless 

frequency for different theories 

 تلفهای مخبعد در تئوریتاثیر تغییرات درصد حجمی بر فرکانس طبیعی بی  6شکل 

 

 
یابیم که در یک درصد حجمی ثابت کمترین درمی " 6شکل  "با مشاهده 

بعد مربوط به تئوری موضعی کلاسیک بوده و بیشترین فرکانس طبیعی بی

بته باشد. المقدار مربوط به تئوری مرتبه بالای گرادیان کرنش اصلاح شده می

لازم به ذکر است که اختلاف عددی بین سه تئوری مذکور اندک بوده که این 

 های غیرموضعیاختلاف ناشی از در نظر گرفتن اثر اندازه های کوچک در تئوری

یابیم که با افزایش درصدحجمی، فرکانس طبیعی    باشد. همچنین درمییم

 یابد.بعد در هر سه تئوری افزایش میبی

 

 نتیجه گیری   -10

در این مقاله، ارتعاشات آزاد میکروپنل کامپوزیت پلیمری هوشمند بررسی شده 

نوان عاست که در آن از ماده پلیمری پیزوالکتریک پلی وینیلیدن فلوراید به 

ها نیز از مواد هوشمند و دارای نهای نیتریدبور که آماده زمینه و از نانولوله

باشند، به عنوان تقویت کننده استفاده شده است. خاصیت پیزوالکتریک می

های مختلفی مانند تئوری مرتبه بالای همچنین در این پژوهش از تئوری

کلاسیک استفاده شده  گرادیان کرنش اصلاح شده، تنش کوپل اصلاح شده و

 باشد:است. نتایج به دست آمده از این مطالعه به شرح زیر می

در پنل نمونه، با افزایش نسبت ابعادی ) نسبت طول به شعاع(  -

ود. شبعد کم میسختی پنل کاهش یافته و فرکانس طبیعی بی

عد بهمچنین با افزایش این نسبت، نرخ کاهش فرکانس طبیعی بی

 شود.کاسته می

تقویت کننده باعث افزایش  هایافزایش درصدحجمی نانولوله -

هد. دبعد را افزایش میسختی پنل نمونه شده و فرکانس طبیعی بی

هش بعد کابا افزایش این پارامتر نرخ افزایش فرکانس طبیعی بی

 یابد.می

تاثیر بستر الاستیک در یک درصدحجمی و نسبت ابعادی ثابت  -

ایش بعد را افزه و فرکانس طبیعی بیباعث افزایش سختی پنل شد

دهد. به عبارت دیگر میکرولوله در غیاب بستر الاستیک، می

بعد کمتری نسبت به زمان حضور بستر فرکانس طبیعی بی

دهد. همچنین حضور میدان الکتریکی الاستیک از خود نشان می

 د.گردبعد پنل نمونه مینیز باعث افزایش فرکانس طبیعی بی

پنل  بعدویه قطاع پنل باعث افزایش فرکانس طبیعی بیافزایش زا -

 شود. بهبعد میشده و کاهش آن باعث کاهش فرکانس طبیعی بی

توان نتیجه گرفت که فرکانس طبیعی پنل ارتباط طور کلی می

که بیشترین مقدار مستقیمی با زاویه قطاع پنل دارد؛ به طوری

 باشد.فرکانس طبیعی مربوط به قطاع کامل می

، باعث افزایش فرکانس  nو  mی افزایش همزمان مقدار پارامترها -

شود. همچنین با افزایش نسبت ابعادی شدت این بعد میطبیعی بی

 یابد.افزایش، کاهش می

تئوری مرتبه بالای گرادیان کرنش اصلاح شده، اثر اندازه در مقیاس  -

ند. کمیکرو و نانو را با در نظر گرفتن سه پارامتر طولی بررسی می

در واقع این تئوری تعمیم یافته تئوری تنش کوپل اصلاح شده 

باشد. نتایج حاکی از دقت بالای این تئوری در مقایسه با تئوری می

باشد. همچنین تنش کوپل اصلاح شده و تئوری کلاسیک می

بعد محاسبه شده با کمک این تئوری کمی فرکانس طبیعی بی

پل دست آمده از تئوری تنش کو بعد بهبیشتر از فرکانس طبیعی بی

 باشد. اصلاح شده و کلاسیک می
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در این بخش آورده  6های انرژی کرنشی بیان شده در بخش گیری ترمورییشن

 شده است.
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ها و ها، ممانهای تنشهای تنش، ممان، نیروی برشی و منتجهمنتجه

 شوند:های مرتبه بالا به صورت زیر تعریف مینیروهای برشی نظیر تنش
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