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 چکیده

ی دقیق  های چند لایه مرکب توسعه داده شده است. برای محاسبه بینی رشد ترک در ورق مقاله یک روش عددی به منظور پیش این در

بدست آمده به کمک نرم افزار اجزاء محدود آباکوس تأیید  گون ردی به کار گرفته شده و صحت نتایج ، تئوری لایهای های بین لایه تنش

ترین عامل خرابی مواد مرکب، به مدل اضافه شده  ای، به عنوان مهم گردیده است. سپس قابلیت حل مسائل در حضور جدایش بین لایه

 های چند لایه در ای لایه بین ای صفحه های ترک برای مسیر، از مستقل انتگرال به عنوان یک جی، انتگرال عددی در ادامه روش است.

رشد آسیب در سازه با نرخ رهایی انرژی گون ابتدایی تکمیل گردیده است. همچنین  با استفاده از آن مدل لایه و معرفی شده مرکب

 گشته و گون بیان لایه المان ی وسیله به سازه کل سختی ماتریس محاسبه روش ابتدا در گردد؛ به این صورت که کرنشی کنترل می

 رشد بینی سه بعُدی، امکان پیش جی انتگرال ی گردد. سپس با محاسبه استخراج می ها المان در کرنش-تنش میدان و ای گره های جابجایی

بدست  در انتها به منظور اعتبارسنجی مدل ارائه شده، نتایج .آید می دست به ترک، ی لبه کرنشی انرژی رهایی به کمک معیار نرخ ترک

بیشتری  های تحلیلی قرابت گردید و مشاهده شد که در عین منحصر به فرد بودن، با برخی از مدل موجود مقایسه های نتایج مدل با آمده

 دارد.
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Abstract 
 

In this paper, a numerical method is developed in order to predict the crack growth in multi-layerd 

composites. Reddy's layerwise theory is em employed to truly calculate the the interlaminar stresses and 

afterward the accuracy of results are satisfied by Abaqus finite element software. Then the capability of 

solving problems in the presence of delamination, as the most important cause of composites failure, is 

added to the elaborated model. In fallows, the J-integral method, which the integral is independent of the 

path around a crack, is introduced and by using the this method, the initially layerwised model is improved. 

Also, failure in structure is controlled by strain energy release rate; This means that firstly the process of 

computing total stiffness matrix of structure using layerwise element is described and nodal displacements 

and stress-strain fields in elements are extracted. Subsequently the possibility of predicting the crack 

growth is achieved by calculating the 3D J-integral using the criterion of strain energy release rate at crack 

front. Finally, the developed numerical model is validated by comparing the its results with the results of 

available analytical models and it is perceived that the model, despite being unique, is more similar to some 

of the analytical solutions. 
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 مقدمه -1

 مواد در خرابی های مکانیزم نیتر جیرا و ترین مهم از ای لایه بین جدایش

. گردد می ها کننده تقویت و ماتریس بین گسیختگی باعثکه  است مرکب

 ایجاد ای لایه بین های تنش و کم شکست چقرمگی دلیل به خرابی این معمولاً

 .گردد می ماده انتظار مورد عمر و استحکام سفتی، کاهش موجب و شده

 موجود تکینگی علت به ترک مسائل برای محدود اجزای روش مستقیم کاربرد

 عددی حل تلفیق. بود خواهد اغماض غیرقابل خطای با توأم ترک نوک در

 های میدان در انرژی بقای قانون اساس بر )که جی مسیر از مستقل انتگرال

 مسائل حل امکان گون، لایه محدود اجزای روش و است( استوار پایستار

 .آورد می فراهم را ترک و قطعه ی هندسه بارگذاری، نظر از ترک پیچیده

 و پاپو توسط بار اولین مرکب برای صفحات در ای لایه بین های تنش

 کشش تحت های نمونه برای که دادند نشان ها آن. گردید مطرح[ 1] اونسن

 آزاد های لبه در را خود مقادیر بیشینه ای لایه بین برشی های تنش یکنواخت،

 از آزاد، های لبه در بودن منفرد به توجه با ها تنش این. کنند می پیدا

 متعددی پژوهشگران لذا. هستند ها لبه در جدایش ایجاد در عوامل ترین اصلی

 از یکی. اند پرداخته ها تنش این تحلیل و بررسی به گوناگون های روش به

[ 2] بکر توسط که باشد می همگرا تحلیل روش زمینه، این در رایج های روش

 توسط بار اولین برای محدود المان حل  راه. است گرفته قرار استفاده مورد

لسارد و  بعدها توسط که گرفت قرار استفاده مورد[ 3] کراسمن و وانگ

 توزیع کننده بیان ریاضی های مدل. شد داده ادامه[ 5] و چانگ [4] همکاران

 از اند؛ گرفته قرار موردتوجه که بودند هایی روش از دیگر یکی نیز ها تنش

 و[ 7] و لوریوت [6] دیاز توسط شده ارائه روش به توان می ها آن ی جمله

 و قدرت در موجود های محدودیت علت به فوق موارد اکثر در. کرد اشاره

 در فراوانی های محدودیت محاسباتی های سامانه در اطلاعات پردازش سرعت

 کمک به پلاستیک رفتار سازی آل ایده با[ 8] رایس .است شده گرفته نظر

 مواد در انرژی آزادسازی نرخ برای ای رابطه توانست غیرخطی الاستیک رفتار

 صورت به توان می را مقدار این که داد نشان وی. آورد دست به غیرخطی

 .نامید "جی انتگرال" را آن و کرد عنوان مسیر از مستقل خط انتگرال

[ 10] روزنگرن و رایس و[ 9] هاتچینسون جی، انتگرال معرفی از بعد

 این. کردند مرتبط غیرخطی مواد در ترک نوک تنش میدان به را جی انتگرال

 غیرخطی تنش میدان یک عنوان به "جی" به توان می که داد نشان ها تحلیل

 و جی انتگرال بین که دادند نشان[ 11] شیه و هاتچینسون. کرد نگاه نیز

 این دوی هر از استفاده و است موجود ای رابطه ترک نوک شوندگی باز پارامتر

 در البته. باشد می مفید اجسام در شکست وضعیت سنجش برای پارامترها

 شیوه و یافته کاهش ترک دهانه بازشدگی روش از استفاده اخیر های سال

 .است شده آن جایگزین زیادی حد تا مسیر از مستقل جی انتگرال

 معرفی را بعدی سه جی انتگرال[ 12] همکارانادامه، آمستوی و  در

 از یکی تشکیل شده که انتگرال دو مجموع از حالت این در انتگرال. کردند

 این از کدام هر. باشد می سطح انتگرال دیگری و خط انتگرال ها انتگرال این

 حکیم .باشد می مسیر از مستقل ها آن مجموع ولی بوده مسیر به وابسته اجزا

 مقادیر و کانتور روی انتگرال مجموع از استفاده با[ 13] همکاران و الهی

 مواد برای را بعدی سه جی انتگرال آن، توسط محصور شده سطح روی انتگرال

 . نمودند محاسبه همگن

 توسط ای، لایه مرکب مواد در شکست چقرمگی یا تورق رشد به مقاومت

 در تورق I مود بررسی برای. گردد می بیان( G1)کرنشی  انرژی رهایی نرخ

 ترک رشد و سادگی دلیل لبه به دو گیردار سر یک تیر ای، لایه مرکب مواد

 و  مولون. گرفته است قرار استفاده مورد زیادی محققان توسط آن در پایدار

 دولبه گیردار یکسر تیر های نمونه شکست چقرمگی[ 14] همکارانش

[ 15] همکارانش و گانگ. کردند تعیین تجربی و تحلیلی روش به را نامتقارن

 تحت جهتی چند دولبه گیردار یکسر تیر های نمونه روی بر را هایی آزمایش

، برای نانو [16]همچنین شکریه و زین الدینی  .دادند انجام خالص I مود

 نرخ اول مود بینی پایه اپوکسی یک روش تحلیلی به منظور پیش های مرکب

 نمودند.ارائه  کرنشی انرژی رهایی

 یکسر تیر های نمونه شکست مکانیک خواص[ 17] همکارانش و شون

 با متفاوت زوایای با دولایه بین ترک با مختلف مواد برای را دولبه گیردار

 و پور نقی. کردند مطالعه تجربی های آزمایش و عددی روش از استفاده

 در تورق گسترش بر ها لایه چیدمان اثر بررسی به[ 18] همکارانش

 المان روش و تجربی های آزمایش از استفاده با کامپوزیتی های چندلایه

 برای انرژی بر مبتنی های روش[ 19] قریبیان و دیویدسون. پرداختند محدود

 .کردند مطالعه را کامپوزیتی های چندلایه در تورق گسترش بینی پیش

 با چند جهتی ی چندلایه شکست چقرمگی Ӏ مود[ 20] همکاران و پریرا

 مورد تجربی سازی و همچنین به صورت با مدل را اپوکسی /شیشه 0//0 تورق

 مود بر چیدمان تغییر اثر[ 21] همکاران و رهان محمد. دادند قرار مطالعه

 و داده قرار مطالعه مورد را جهتی چند های چندلایه در یافته گسترش تورق

 سایر از کرنشی انرژی رهایی نرخ بر ترک مجاور زوایای تغییر اثر دریافتند

 بیشتری نمود ترک گسترش حالت در اثر این اهمیت بوده و بیشتر ها لایه

 .دارد تورق رشد شروع حالت به نسبت

گون و انتگرال  پس از بیان مختصر تئوری راجع به المان لایه مقاله این در

ی یک مدل عددی برای پیش بینی خرابی سازه در اثر  جی، الگوریتم توسعه

ی  شرح داده شده و پس از صحت سنجیِ آن، به مقایسه ای لایه بین جدایی

 شود. های تحلیلی موجود پرداخته می نتایج این مدل با مدل

 تئوری-2

 گون المان لایه -2-1

ی معادل، در هر لایه  هیتک لاهای  گون و برخلاف تئوری های لایه در تئوری

ها  ین این تئوریگردد و بنابرا ای فرض می بسط میدان جابجایی جداگانه

نمایش صحیحی از میدان جابجایی و در نتیجه میدان تنش در مواد مرکب 

گون ردی میدان جابجایی در راستای  آورد. در تئوری لایه چند لایه فراهم می

بعدی مرتبه دوم نمایش داده شده  ضخامت با توابع المان محدود لاگرانژی یک

 باشند. ول میی ا و در نتیجه دارای شرط پیوستگی مرتبه

های حاکم  توانند بر اساس تئوری ( می1های چندلایه )مانند شکل  المان

گون فرض  بعدی تعریف شوند. در مدل لایه ی سه های پیوسته بر محیط

ی المان را توسط  ها، خواص مواد و هندسه توان جابجایی شود که می می

آن هر تابع  یاب مجزای رایج تخمین زد که در ای از توابع درون مجموعه

 باشد. بعدی می بعدی و دو یاب یک ضرب توابع درون بعدی حاصل یاب سه درون

 
Fig. 1 Layer-wise element with second order approximation in each 

layer 

 لایه هر راستای در دو مرتبه تقریب با گون لایه المان 1شکل 
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Fig. 2 The employed layerwise element [22] 

 [22] شده استفاده گون لایه المان 2شکل 

 ها را به صورت زیر نوشت: تغییر مکان توان یمدر این حالت 

توابع درون یاب غیر محلی برای  Hjتوابع شکل و  Niکه در آن 

مرتبه دو در  المانباشد.  شده در راستای ضخامت می های تقسیم جابجایی

 آورده شده است. 1راستای هر لایه عددی در شکل 

 یآجرگون به کار گرفته شده مشابه المان  به لحاظ هندسی المان لایه

نشان داده شده است. برای  2باشد که در شکل  گره می 24که دارای  است

گیرد.  ها قرار می های مختلف، در هر لایه یکی از این المان سازی لایه مدل

ای و المان در راستای ضخامت آن  گره ای آن المان مربعی هشت  مان صفحهال

 باشد. ی دو لاگرانژی می المان مرتبه

 ای روش عددی انتگرال جی برای بررسی جدایش بین لایه -2-2

مفهوم انتگرال جی به منظور توسعه مفاهیم مکانیک شکست الاستیک خطی 

انتگرال مستقل از مسیر است  به حالت غیرخطی به وجود آمد. انتگرال جی

باشد. این  های کوچک می که قابل اعمال به مسائل خطی و غیرخطی در تغییر

انتگرال ابزاری است برای محاسبه نرخ آزاد شدن انرژی در حالاتی که آثار 

 پلاستیسیته قابل صرف نظر کردن نیست.

شده  ای از مجموع دو جز اصلی تشکیل های صفحه انتگرال جی برای ترک

( و یک انتگرال 𝑘(𝐽𝐿)) Γاز یک انتگرال خط در مسیر  اند عبارتاست که 

(. 𝑘(𝐽𝐴)در برگرفته شده است ) Γسطح بر روی سطحی که توسط مسیر 

 ها مستقل از مسیر هرکدام از این اجزا وابسته به مسیر بوده اما مجموع آن

 [.18است ]

ی کانتور و  سطح محصور شده به وسیله Aکانتور نوک ترک، Γ جا  در این

nk باشد. همچنین  گیری می بردار واحد عمود بر کانتور یا مسیر انتگرالϖ 

باشند.  جابجایی می uنیروی سطحی و  Tچگالی انرژی کرنشی بر واحد حجم، 

 ها که مشتقات دهد که انتگرال کانتور به جابجایی و تنش نشان می 2ی  رابطه

 
Fig. 3 Definition of the local co-ordinate system and the integration 

path for a crack front point. [14] 

 ترک ی لبه نقاط برای گیری انتگرال مسیر و محلی مختصات سیستم تعریف 3شکل 

[14] 

طور مستقیم از روش اجزای  )که بهبستگی دارد.  هستند، جابجایی اول درجه

آید( ولی انتگرال روی سطح به مشتقات دوم جابجایی  میمحدود به دست 

بندی الگوریتمی که در آن عبارت  این موضوع توسط فرمول بستگی دارد.

(𝐽𝐴)𝑘 اند،  به طور صریح به صورت توابع ایزو پارامتریک مختصات داده شده

گیری برای  سیستم مختصات محلی مسیر انتگرال 3در شکل  گردد. حل می

ی  صفحه P2ی ترک و  صفحه P1ی ترک نشان داده شده که در آن  نقاط لبه

x3"ی  دارای مختصه P2ی  باشد. ترک صفحه ی ترک می عمود بر صفحه =

 است. "0

با توجه به سیستم مختصات محلی شکل فوق، انتگرال جی خطی و 

 [.14آید ] ورت زیر به دست میبه ص 1سطحی در جهت 

ها و  باشد. در گام اول باید تنش برابر صفر می 𝑛𝑧البته در روابط بالا 

 σxyطور مثال روش محاسبه  ای به دست آورد. به گره ها را از جابجایی  کرنش

 شرح داده شده است. 1-2-2ای در بخش  گره های  از مقادیر جابجایی

 محاسبه مشتقات اول جابجایی -2-2-1

 گردد: به صورت زیر محاسبه می σxyدانیم  می

جا به  یافته هستند. در این های ماتریس سفتی انتقال ها مؤلفه 𝐶�̅�𝑗که 

𝑢��ی اول از عبارت  عنوان نمونه به بررسی جمله

𝜕𝑦
پرداخته شده است که در آن  

 آید: مشتقات جابجایی نسبت به مختصات کارتزین به صورت زیر به دست می

(1) 

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∑ 𝑈𝑗(𝑥, 𝑦)𝐻𝑗(𝑧)

𝑚

𝑗=1

 

𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∑ 𝑉𝑗(𝑥, 𝑦)𝐻𝑗(𝑧)

𝑚

𝑗=1

 

𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∑ 𝑊𝑗(𝑥, 𝑦)𝐻𝑗(𝑧)

𝑚

𝑗=1

 

     = ∑ ∑ 𝑈𝑖𝑗
8
𝑖=1 𝑁𝑖(𝜉, 휂)𝐻𝑗(휁)𝑚

𝑗=1  

     = ∑ ∑ 𝑉𝑖𝑗
8
𝑖=1 𝑁𝑖(𝜉, 휂)𝐻𝑗(휁)𝑚

𝑗=1  

     = ∑ ∑ 𝑊𝑖𝑗
8
𝑖=1 𝑁𝑖(𝜉, 휂)𝐻𝑗(휁)𝑚

𝑗=1  

(2) 

𝐽𝑘 = (𝐽𝐿)𝑘 + (𝐽𝐴)𝑘 

     =∫ (𝜛𝑛𝑘 − 𝑇𝑖𝑢𝑖,𝑘)
 

𝛤
𝑑 − ∫ (

𝜛𝛿𝑘3 −
𝜎𝑖3𝑢𝑖,𝑘

)
𝑖,3

 

𝐴
𝑑𝐴 

     𝑘 = 1,2,3 

(3) 

(𝐽𝐿)1(𝛾) 

     =
1

2
∫ (

𝜎𝑥𝑥휀𝑥𝑥 + 𝜎𝑦𝑦휀𝑦𝑦 + 𝜎𝑧𝑧휀𝑧𝑧

+𝜎𝑥𝑦𝛾𝑥𝑦 + 𝜎𝑧𝑦𝛾𝑧𝑦 + 𝜎𝑧𝑥𝛾𝑧𝑥
) 𝑑𝑦

 

𝛾
 

     − ∫ (𝜎𝑥𝑥𝑛𝑥 + 𝜎𝑥𝑦𝑛𝑦 + 𝜎𝑥𝑧𝑛𝑧)
𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝑑𝑠

 

𝛾
 

     − ∫ (𝜎𝑦𝑥𝑛𝑥 + 𝜎𝑦𝑦𝑛𝑦 + 𝜎𝑦𝑧𝑛𝑧)
𝜕𝑣

𝜕𝑥
𝑑𝑠

 

𝛾
 

     − ∫ (𝜎𝑧𝑥𝑛𝑥 + 𝜎𝑧𝑦𝑛𝑦 + 𝜎𝑧𝑧𝑛𝑧)
𝜕𝑤

𝜕𝑥
𝑑𝑠

 

𝛾
 

(4) 

(𝐽𝐴)1(𝛾) 

     = ∫ (

𝜕𝜎𝑥𝑧

𝜕𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝜎𝑥𝑧

𝜕2𝑢

𝜕𝑥 𝜕𝑧
+

𝜕𝜎𝑦𝑧

𝜕𝑧

𝜕𝑣

𝜕𝑥

+𝜎𝑦𝑧
𝜕2𝑣

𝜕𝑥 𝜕𝑧
+

𝜕𝜎𝑧𝑧

𝜕𝑧

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝜎𝑧𝑧

𝜕2𝑤

𝜕𝑥 𝜕𝑧

)
 

𝐴
𝑑𝐴 

(5) 

𝜎𝑥𝑦 = 𝐶1̅6 (
𝜕𝑢

𝜕𝑥
) + 𝐶2̅6 (

𝜕𝑣

𝜕𝑦
) + 𝐶3̅6 (

𝜕𝑤

𝜕𝑧
) 

     +𝐶6̅6 (
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥
) 

(6) 
𝜕𝑢

𝜕𝑦
=

𝜕𝑢

𝜕𝜉

𝜕𝜉

𝜕𝑦
+

𝜕𝑢

𝜕휂

𝜕휂

𝜕𝑦
+

𝜕𝑢

𝜕휁

𝜕휁

𝜕𝑦
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Fig. 4 Gauss points of an element in the path of integeration 

 گیری انتگرال مسیر داخل المان یک گاوس نقاط 4شکل 

𝜉��همچنین 

𝜕𝑦
یکی از اجزای ماتریس معکوس ژاکوبی است. برای محاسبه  

برای تمام نقاط  1(𝐽𝐿)سایر جملات نیز باید به همین ترتیب عمل کرد. تابع 

  Γشوند، تعریف شده است.  قطع می Γگیری  گاوسی که توسط مسیر انتگرال

شده  باشند تشکیل نقطه گاوس می ای از اجزاء که هرکدام دارای سه از مجموعه

گیری در طول مسیر از تکنیک گاوس سه نقطه مطابق  است. برای انتگرال

 شود. استفاده می 4شکل 

 ات دوم جابجاییی مشتق محاسبه -2-2-2

توان به صورت تابعی از مختصات ایزو  را می 1(𝐽𝐴)تمام اجزای انتگرال سطح 

,ξپارامتریک  η, ζ  نوشت. در این جا و به عنوان نمونه، عبارت𝜕𝜎𝑥𝑧

𝜕𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑥
در نظر  

𝑢��مشتق   گرفته شده است. روش محاسبه

𝜕𝑥
تر توضیح داده شد. در زیر به  پیش 

𝜎𝑥𝑧��نحوه محاسبه 

𝜕𝑧
 توان آن را به این صورت نوشت: پرداخته شده که می 

آید؛  ی فوق مشتقات دوم جابجایی به شکل مشابهی بدست می در معادله

2𝑤��برای عبارت 

𝜕𝑥𝜕𝑧
 داریم: 

 

𝜉��مشتقات 

𝜕𝑧
 ،𝜕𝜂

𝜕𝑧
𝜁��و  

𝜕𝑧
باشند. سایر مقادیر را  می 𝐽−1اجزای ماتریس  

,𝜉 گیری از توابع شکل برحسب  توان با دیفرانسیل می 휂, 휁 نوشت. به عنوان

2𝜁��ی  مثال روش محاسبه

𝜕𝑥𝜕𝑧
,𝑎بدین صورت است که ابتدا مقادیر   𝑏, 𝑐  به

 شوند: صورت زیر تعریف می

 لذا داریم:

,aبرای محاسبه عبارت فوق باید مقادیر مشتقات  b, c  .را بدست آورد

 آید: به دست می (12رابطه )بر حسب مختصات محلی با روند  aمشتقات 

بایست  شوند. در ادامه می نیز به طریق مشابه محاسبه می cو  bمشتقات 

مشتقات دترمینان ماتریس ژاکوبی نسبت به مختصات ایزو پارامتریک محاسبه 

|𝐽|��شود. برای مثال برای 

𝜕𝜉
 :یمدار 

به فضای  14ی  توسط رابطه 1(𝐽𝐴)لذا با جایگذاری روابط حاصل شده، 

 شود: منتقل می کیپارامتر زویا

انتگرال در فضای ایزو پارامتریک توسط انتگرال عددی گاوسی محاسبه 

,x)ی  شود. صفحه می y) ی  بر خط مماس بر جلوی ترک در نقطه𝑝  عمود

باشد. از آنجایی می Γی گاوس در هر المان داخل مسیر  نقطه 9بوده و شامل 

 9بعدی است،  بندی سه که نتایج تحلیل المان محدود در ارتباط با شبکه

 24بعدی  ی گاوس موجود در المان سه نقطه 27ی گاوس باید از میان  نقطه

 ای انتخاب شوند. گره 

 ای سازی جدایی بین لایه مدل -3

نشان داده شده است.   5ای در شکل  سازی جدایش بین لایه شماتیک مدل

ی  های مشترک بین دولایه، مختصات یکسان، دارای شماره چنانچه گره

متفاوتی در لایه پایینی نسبت به لایه بالایی باشند، بدان معناست که سختی 

ریس سختی ی بالایی در مات ی پایینی با سختی هر گره در لایه هر گره از لایه

گون جمع نشده و لذا در مختصات یکسان دو گره متفاوت  کل المان لایه

ای  سازی جدایش بین لایه توان به مدل داریم. بنابراین بدین طریق می

ها، سه  [. با متمایز فرض کردن هر گره در فصل مشترک لایه23پرداخت ]

درجات شود که به آن  درجه آزادی به درجات آزادی کل سازه اضافه می

 شود.  آزادی جدایی گفته می

 بینی رشد ترک به کمک انتگرال جی پیش -3-1

بینی رشد ترک در مدل ارائه شده شامل موارد  های مسئله برای پیش ورودی

 باشد: زیر می

 ها میدان جابجایی بدست آمده برای تمامی گره 

 ها برای محاسبه انتگرال جی  مسیر انتگرال گیری در جهت المان

 سطحیخطی و 

 های جدایی های سازه سه بعدی شامل گره مختصات تمامی گره 

ای در  طور که اشاره شد، در این مدل ترک به صورت ترک بین لایه همان

بعدی در مسیرهای  (. همچنین انتگرال جی سه6نظر گرفته شده است )شکل 

ای محاسبه گشته و میانگین این مقادیر  مختلف حول نوک ترک بین لایه

شود. با توجه به  ه هم به عنوان مقدار عددی انتگرال جی معرفی مینزدیک ب

 اینکه مقدار این انتگرال در حالت الاستیک خطی با مقدار نرخ آزاد شدن

توان نرخ  باشد، درواقع با محاسبه انتگرال جی می برابر می Gانرژی الاستیک 

 رهایی انرژی کرنشی را محاسبه نمود.

(7) 
𝜕𝑢

𝜕𝜉
= ∑ [

𝜕𝑁𝑖(𝜉, 휂)

𝜕𝜉
𝐻𝑗𝑢𝑖]

8

𝑖=1

 

(8) 
𝜕𝜎𝑥𝑧

𝜕𝑧
= 𝐶5̅5 (

𝜕2𝑢

𝜕𝑧2 +
𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑧
) 

(9) 

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑧
=

𝜕

𝜕𝑥
(

𝜕𝑤

𝜕𝜉
)

𝜕𝜉

𝜕𝑧
+

𝜕𝑤

𝜕𝜉

𝜕2𝜉

𝜕𝑥𝜕𝑧
+

𝜕

𝜕𝑥
(

𝜕𝑤

𝜕휂
)

𝜕휂

𝜕𝑧
 

     +
𝜕𝑤

𝜕휂

𝜕2휂

𝜕𝑥𝜕𝑧
+

𝜕

𝜕𝑥
(

𝜕𝑤

𝜕휁
)

𝜕휁

𝜕𝑧
+

𝜕𝑤

𝜕휁

𝜕2휁

𝜕𝑥𝜕𝑧
 

(10) 

𝑎 =
𝜕𝑥

𝜕휂

𝜕𝑦

𝜕휁
−

𝜕𝑥

𝜕휁

𝜕𝑦

𝜕휂
;        𝑏 =

𝜕𝑥

𝜕휁

𝜕𝑦

𝜕𝜉
−

𝜕𝑥

𝜕𝜉

𝜕𝑦

𝜕휁
 

𝑐 =
𝜕𝑥

𝜕𝜉

𝜕𝑦

𝜕휂
−

𝜕𝑥

𝜕휂

𝜕𝑦

𝜕𝜉
 

(11) 

𝜕2휁

𝜕𝑥𝜕𝑧
=

1

|𝐽|2 [(
𝜕𝑎

𝜕𝜉

𝜕𝜉

𝜕𝑥
+

𝜕𝑎

𝜕휂

𝜕휂

𝜕𝑥
+

𝜕𝑎

𝜕휁

𝜕휁

𝜕𝑥
) |𝐽| 

     −𝑎 (
𝜕|𝐽|

𝜕𝜉

𝜕𝜉

𝜕𝑥
+

𝜕|𝐽|

𝜕휂

𝜕휂

𝜕𝑥
+

𝜕|𝐽|

𝜕휁

𝜕휁

𝜕𝑥
)] 

(12) 

𝜕𝑎

𝜕𝜉
=

𝜕2𝑥

𝜕휂𝜕𝜉

𝜕𝑦

𝜕휁
+

𝜕𝑥

𝜕휂

𝜕2𝑦

𝜕휁𝜕𝜉
−

𝜕2𝑥

𝜕휁𝜕𝜉

𝜕𝑦

𝜕휂
 

     −
𝜕𝑥

𝜕휁

𝜕2𝑦

𝜕휂𝜕𝜉
 

(13) 

𝜕|𝐽|

𝜕𝜉
=

𝜕2𝑧

𝜕𝜉2 𝑎 +
𝜕𝑧

𝜕𝜉

𝜕𝑎

𝜕𝜉
+

𝜕2𝑧

𝜕휂𝜕𝜉
𝑏 +

𝜕𝑧

𝜕휂

𝜕𝑏

𝜕𝜉
 

    +
𝜕2𝑧

𝜕휁𝜕𝜉
𝑐 +

𝜕𝑧

𝜕휁

𝜕𝑐

𝜕𝜉
 

(14) 
∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

 

𝐴

= ∫ ∫ 𝑓(𝜉, 휂) 𝑑𝑒𝑡(𝐽) 𝑑𝜉𝑑휂

1

−1

1

−1
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Fig. 5 Scheme of modeling interlaminar delamination [23] 

 [23] ای لایه بین جدایش سازی مدل نحوه 5شکل 

 
Fig. 6 Interlaminar crack in a multi-layerd composite 

 مرکب ی چندلایه ی نمونه در ای لایه بین ترک 6شکل 

افتد که مقدار نرخ رهایی انرژی کرنشی  رشد ترک زمانی اتفاق می

 گردد.  Gcمحاسبه شده برابر چقرمگی شکست ماده 

 گردد: لذا معیار کلی رشد جدایی به صورت زیر بیان می

ای از پیشانی تورق نرخ  در نقطه که یصورتدارد در  بیان می 15ی  رابطه

رهایی انرژی کرنشی به مقدار بحرانی )چقرمگی شکست( برسد شروع تورق 

های مختلف و به  افتد. در حالت کلی برای بارگذاری در آن نقطه اتفاق می

 باشد: ، معیار کلی رشد جدایی به صورت زیر میӀعنوان مثال بارگذاری مود 

 ی تنش شکست ای و محاسبه رشد جدایی بین لایه-3-2

ی عمود بر  گیری برای محاسبه انتگرال جی در صفحه با توجه به اینکه انتگرال

ی ترک  بندی در راستای عرضی لبه گیرد، بنا بر مش ی ترک انجام می لبه

هر گره در تعداد انتگرال جی متفاوتی به دست خواهد آمد؛ در نتیجه برای 

راستای لبه ترک با استفاده از مقدار انتگرال جی محاسبه شده در مسیر 

باشد، امکان رشد ترک و باز  مناسب که برابر با نرخ رهایی انرژی کرنشی می

گردد. چنانچه  شدن آن المان طبق معیار رشد خرابی ارائه شده بررسی می

 7. مطابق با شکل شود  یشرایط معیار رشد ترک برقرار گردد، آن المان باز م

های لبه  گیرد و تا یک ردیف از المان رشد ترک ردیف به ردیف صورت می

های مذکور باز نخواهد شد.  های پشت المان ترک کاملاً باز نشود، ردیف المان

پذیرد که  های بعدی هنگامی صورت می به عبارت دیگر باز شدن ردیف المان

( برقرار گردد. همچنین 16عیار رابطه )های لبه جدایش م برای تمامی المان

های وسطی لبه آغاز و به  شود که جدایش لبه جدایی از المان مشاهده می

شود که این نشان دهنده این است که نرخ  های بیرونی کشیده می المان

آورد  رهایی انرژی کرنشی بیشینه مقدار خود را در وسط لبه جدایی بدست می

[24.] 

ها باز گردد شرایط  ی چنانچه یک سری از المانطبق معیار رشد خراب

کند. لذا برای حل مسئله باید مدل جدید با لبه ترک  مرزی مسئله تغییر می

 جدید و شرایط مرزی جدید ایجاد گردد. چنانچه شرایط معیار رشد خرابی 

 
Fig. 7 Movement of the delamination front in DCB [24] 

 [24] گیردار یکسر تیر نمونه در جدایی ی لبه حرکت 7شکل 
 ی مورد نظر مثال اول خواص مکانیکی ماده 1جدول 

Table 1 Mechanical properties of material in example 1  

 پارامتر مقدار واحد

GPa 50 E1 
GPa 15.2 E2(= E3) 
 0.254 ν12(= ν13) 

 0.428 ν23 
GPa 4.7 G1(= G2) 
GPa 3.28 G3 

نگردد، با افزایش بارگذاری وارد بر مسئله و محاسبات مجدد برای برقرار 

 کرنش، شرط معیار رشد-ای و مقادیر تنش سختی، جابجایی گره ماتریس
 خرابی در انتگرال جی بررسی گردیده و این فرآیند تا برقرار شدن آن معیار

 یارهای مرز مشترک دو لایه طبق مع کند. چنانچه تمامی المان ادامه پیدا می

عنوان بار  رشد ترک باز شوند، سازه دچار شکست شده و بار وارد بر سازه به

گون در حضور انتگرال  گردد. روندنمای کلی مدل عددی لایه شکست تلقی می

های مرکب در شکل  ای در چند لایه بینی رشد ترک بین لایه جی برای پیش

 آورده شده است. 8

 نتایج عددی -4

 های زیر )که منظور اعتبارسنجی حل عددی مورد مثال در مرکب تیرهای

 جهت در و بوده المان 50 طولی دارای جهت در اند(، قرار گرفته بررسی

 نظر در دو ی مرتبه لاگرانژی یابی درون با لایروایز تئوری با مطابق ضخامت

 ای گره 20 بعدی سه آجری المان از نیز آباکوس افزار نرم در. شوند می گرفته

(C3D20 )نوع از ترک استفاده و Contour integral است شده سازی مدل. 
 مثال اول-4-1

( با 6مرکب یک سر درگیر )مشابه شکل  [0/90]ی  در این مثال یک دولایه

-نیوتن در نظر گرفته می 10تحت بار انتهایی  a0ای به طول  ترک بین لایه

ابتدا به کمک حل  a=b=4h=2mmو  L=10mmی مورد نظر با  شود. مسئله

افزار آباکوس  عددی ارائه شده حل و سپس نتایج بدست آمده با نتایج نرم

 آورده شده است.  1دولایه در جدول  شود. مشخصات اینمقایسه می

جابجایی در مسیری در وسط فصل مشترک  10و  9های  در شکل

ه شده مقایس 90oی  از حل عددی و آباکوس برای لایه xدولایه و در راستای 

 است.

جابجایی در مسیری در وسط فصل مشترک دولایه  12و  11های  شکل

دهند.  را نشان می 0oی  از حل عددی و آباکوس برای لایه xو در راستای 

گفتنی است با توجه به متفاوت بودن زوایای الیاف و نیز وجود جدایش بین 

 متفاوت است. 90oو  0oهای  ای، مقادیر جابجایی در مسیر مذکور در لایه لایه

 yمقادیر جابجایی در جهت  12تا  9های  لازم به ذکر است که در شکل

توان گفت که نتایج حاصل از حل  باشد. با توجه به نمودارها می ناچیز می

عددی و نتایج به دست آمده از آباکوس با دقت بسیار خوبی بر هم منطبق 

ای و  سازی صحیح جدایش بین لایه باشند که این امر حکایت از مدل می

 گون دارد. شده به کمک تئوری لایه تحلیل انجام
 مثال دوم- 4-2

 ذکر  ( دارای خواص مکانیکی6مرکب )مشابه شکل  24[0]ی  چندلایه یک

(15) 𝐺 ≥ 𝐺𝑐 

(16) 
𝐺𝐼

𝐺𝐼𝑐
≥ 1 
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Fig. 8 Functionality flowchart of the numerical layerwise model in the presence of J-Integral for predicting interlaminar crack growth in the multi-
layerd composites 

 مرکب چندلایه های ورق ای لایه بین ترک رشد بینی پیش برای در حضور انتگرال جی گون لایه مدل عددی عملکرد ی نحوه کلی یروندنما 8شکل 

 

، L=130 mm، و مشخصات ابعادی a0ای  ، با ترک بین لایه2شده در جدول 

a=3.5b=70 mm  2وh=3.36 mm گیریم. در این مثال به  را در نظر می

ی نرخ رهایی انرژی کرنشی مود اول حاصل از حل عددی ارائه شده و  محاسبه

 پردازیم. افزار آباکوس می [ و همچنین نرم25ی آن با مرجع ] مقایسه

نرخ رهایی انرژی  Iبدین منظور از روش انتگرال جی برای محاسبه مود 

چقرمگی شکست  Iاده شده و توزیع مود های مرکب استف کرنشی چندلایه

 آید. شرایط مرزی به صورت زیر تورق در راستای عرض نمونه به دست می

 شود: تعریف می

 
  جابجایی لبه پایینی در جهتx  وz ( صفر استu=w=0.) 

  جابجایی لبه بالایی در جهتx ( محدود شده استu =0.) 

  به منظور عدم حرکت جسم صلبv=0  به یکی از نقاط لبه

پایینی اعمال گردیده و تکیه گاه به صورت یک سر درگیر 

 شود. فرض می

استفاده  یزتریر یبند نوک ترک از مش یدقت، در نواح یشجهت افزا

نمونه به  یهر بازو یینیو پا ییبالا یهاست. در اکثر مناطق نمونه دو لا یدهگرد

 یهدر هر لا یا سه نقطه انتگرال( بC3D20) یا گره  20 یالمان آجر یلهوس به

 مدل شده است.

به مقایسه توزیع نرخ رهایی انرژی کرنشی مود اول در امتداد  13شکل 

 افزارگرفته، تحلیل اجزاء محدود در نرمعرض نمونه برای تحلیل عددی انجام

 
Fig. 9 Comparison of ux in the 90o layer in exmaple 1 

 1در مثال  90oی  در لایه xی جابجایی در جهت  مقایسه 9شکل 

 
Fig. 10 Comparison of uz in the 90o layer in exmaple 1 

 1در مثال  90oی  در لایه zی جابجایی در جهت  مقایسه 10شکل 

نسبت به مقدار متوسط  GIپردازد. مقادیر می [25آباکوس و نتایج مرجع ]

 اند. نرخ رهایی انرژی کرنشی در راستای عرض چندلایه نرمال شده

 
Fig. 11 Comparison of ux in the 0o layer in exmaple 1 

 1 در مثال 0oی  در لایه xی جابجایی در جهت  مقایسه 11شکل 

 ی مورد نظر مثال دوم خواص مکانیکی ماده 2جدول 
Table 2 Mechanical properties of material in example 2 

 پارامتر مقدار واحد

GPa 150 E1 
GPa 11 E2(=E3) 

 0.25 ν12(=ν13) 

 0.4 ν23 

GPa 6 G1(=G2= 
G3)  
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Fig. 12 Comparison of uz in the 0o layer in exmaple 1 

 در مثال 0oی  در لایه zی جابجایی در جهت  مقایسه 12شکل 

 
Fig. 13 Distribution of strain energy release rate (mode I) in the 

direction of sample width 
 نمونه عرض امتداد در را اول مود کرنشی انرژی رهایی نرخ توزیع 13شکل 

مقادیر نرخ رهایی انرژی کرنشی در راستای عرض  13با توجه به شکل 

چندلایه دارای تقارن هستند. مقادیر نرخ رهایی انرژی کرنشی مود اول با 

ارتباط مستقیم دارند و با توجه به اینکه تنش بین  σzای  تنش بین لایه

رهایی انرژی یابد، لذا نرخ  های آزاد کاهش می با نزدیک شدن به لبه σzای  لایه

های آزاد کاهش یافته است. در ضمن با توجه  کرنشی با نزدیک شدن به لبه

گون و تحلیل اجزاء محدود آباکوس  به این نمودار نتایج حاصل از تئوری لایه

 [ دارد.25] مطابقت بسیار خوبی با نتایج مرجع

 مثال سوم- 4-3

دایش بین ( دارای ج6ی مرکب )مشابه شکل  در مثال سوم یک چندلایه

، L=150 mmو مشخصات ابعادی  3چینی مندرج در جدول  ای، با لایه لایه

a=1.4b=35 mm  2وh=8.2 mm  را در نظر گرفته و به بررسی اثر زوایای

های  پردازیم. روش نرخ رهایی انرژی کرنشی آن می Ӏالیاف مجاور ترک بر مود 

رنشی برای تیر یکسر نرخ رهایی انرژی ک Ӏبینی مود  تحلیلی زیادی برای پیش

های  توان به مدل ی این موارد می گیردار دو لبه ارائه شده است. از جمله

[ و البته 28[، اوزدیل ]27[، کندو ]26تحلیلی تئوری تیر یکسر درگیر ]

ی مذکور بار استاتیکی  [ اشاره کرد که وی نشان داد برای نمونه29شکریه ]

( در حدود Gcژی کرنشی بحرانی )لازم برای به دست آوردن نرخ رهایی انر

32.2 N باشد. می 

ت. آمده اس 4خصوصیات مکانیکی این چندلایه مرکب در جدول 

 شود که: همچنین شرایط مرزی به این صورت تعریف می

  (.u =0محدود شده است ) xی پایینی و بالایی در جهت  جابجایی لبه -

- v=0 گردد )عدم حرکت صلب(. ی پایینی اعمال می به یکی از نقاط لبه 

 GӀافتد که  از آنجا که شروع تورق در بارگذاری مود اول هنگامی اتفاق می

 های مختلف در مثال سوم لایه چینی نمونه 3جدول 
Table 3 Lay-up of several samples in example 3 

 مقدار نمونه

1 [0]24 

2 [02/15//15/02] 

3 [02/30//30/02] 

4 [02/45//45/02] 

5 [02/60//60/02] 

6 [02/75/75/02] 

7 [02/90//90/02] 

 ی مورد نظر مثال سوم خواص مکانیکی ماده 4جدول 
Table 4 Mechanical properties of material in example 3 

 پارامتر مقدار واحد

GPa 33.5 E1 
GPa 102.3 E2(=E3) 

 0.27 
ν12(=ν13= 

ν23) 

GPa 4.26 
G1(=G2= 

G3) 

 در تعیین نقطه شروع تورق نقش اساسی دارد. GӀmaxگردد، لذا  GӀcبرابر با 

گیری الیاف مجاور ترک بر اساس تئوری  برحسب جهت GӀmaxمقادیر 

 آمده است. 14گون به کمک حل عددی انتگرال جی در شکل  لایه

با توجه به نمودار مشخص است که بیشینه مقدار نرخ رهایی انرژی 

مجاور ترک  45oگیری الیاف با زاویه  کرنشی در راستای عرض نمونه در جهت

افتد. لذا احتمال رشد تورق در نقطه با حداکثر نرخ رهایی انرژی  اتفاق می

بیشتر مجاور ترک  45oی  کرنشی در راستای عرض در چیدمان الیاف با زاویه

شود.  ترین چیدمان موردنظر شناخته می عنوان بحرانی است و این چیدمان به

در راستای عرض نمونه برای چندین حل تحلیلی که در  G1c-avarageمقادیر 

گون با حل عددی انتگرال جی در  اند، با تئوری لایه شده منابع مختلف ارائه

 مقایسه شده است. 5جدول 

در راستای عرض نمونه برحسب  G1c-averageی  به مقایسه 15شکل 

گیری الیاف مجاور ترک و رفتار مود اول چقرمگی شکست نمونه  زاویه جهت

[، 28[، اوزدیل ]27[، کندو ]26] های تئوری تیر یکسر گیردار در مدل

 پردازد. علت گون با حل عددی انتگرال جی می و مدل لایه [29شکریه ]

 ی محاسبه در استفاده مورد مختلف های روش اختلاف موجود بین نمودارها،

 ها مدل این از یک هر مذکور بوده که در مراجع در کرنشی انرژی رهایی نرخ

 .است گرفته صورت حل به دستیابی برای هایی سازی ساده و فرضیات

 یلیبا مدل تحل یشتریب تطابقحاضر  تحلیل شود، مشاهده می کهطور  همان

 دارد. یردارگ یکسر یرت یو مدل تئور یلاوزد

 
Fig. 14 The variation of GӀmax in the direction of sample width 

according to fibers orientation 
 مجاور الیاف گیری جهت بر حسب نمونه عرض راستای در GӀmax تغییرات 14شکل 

 ترک



 همکارانو  سید علی حسینی کردخیلی             ...چند های ورق در ای لایه بین ترک رشد بینی پیش برایدر حضور روش انتگرال جی  گون لایه یک مدل ی توسعه

225 

ی
ور

فنا
و 

م 
لو

 ع
یه

شر
ن

 
ت

زی
و
مپ
کا

 

 
 های تحلیلی با مدل عددی ارائه شده ( مدلJ/m2ی نرخ رهایی انرژی کرنشی میانگین ) مقایسه 5جدول 

Table 5 Comparison of average strain energy release rate (J/m2) between analytical models and developed numerical method 

 مدل عددی ارائه شده  CBT  [27]Kondo  [28]Ozdil  [29]Shokrieh[26] لایه چینی

[0]24 84.5 98 86.3 96.4 83 
[02/15//15/02] 85.3 98.8 87.1 97.3 84.6 
[02/30//30/02] 87.1 100.9 89 99.3 88.6 
[02/45//45/02] 88.9 102.8 90.8 101.2 92.2 
[02/60//60/02] 89.7 103.5 91.6 101.8 96.1 
[02/75/75/02] 89.6 103.3 91.5 101.7 95.3 

[02/90//90/02] 89.5 103.1 91.3 101.5 95 
 

 
Fig. 15 Comparison of G1c-avarage in the direction of the sample 
width and according to the angle of fibers orientation adjacent to crack, 

between analytical models and the developed numerical method 
 گیری جهت زاویه برحسب نمونه و عرض راستای در G1c-avarage مقایسه 15شکل 

 مدل عددی ارائه شده و تحلیلی های مدل در ترک مجاور الیاف

 گیری نتیجه -5

 عددی روش یک ی توسعه شامل است، پذیرفته صورت پژوهش این در چه آن

بینی  به منظور پیش جی انتگرال عددی روش و ردی گون لایه تئوری اساس بر

همچنین  مرکب و های لایه چند در ای لایه بین ای صفحه های ترک رشد

کارهای  و افزاری نرم مدل با آن نتایج مقایسه مذکور با روش اعتبارسنجی

 تئوری ای از لایه بین های تنش استخراج منظور به. باشد می موجود تحلیلی

 .گردید استفاده ردی گون لایه

 در رایج بعدی سه های المان به نسبت گون  لایه المان از استفاده علت

 مستقل و ورودی های داده حجم کاهش نظیر هایی مزیت شده، ارائه مدل

 یکدیگر از بعدی  یک عرضی بندی شبکه و صفحه داخل بعدی دو شبکه بودن

 باشد.  می

 راستای در کرنشی انرژی رهایی نرخ مقادیر شد مشاهده که طور همان

 چندلایه عرض وسط در مقدار این ی بیشینه و داشته تقارن ها لایه عرض

 به بعلاوه. گردد می ناحیه این در جدایش شروع به منجر که افتد می اتفاق

 های لبه در کرنش انرژی رهایی نرخ مقادیر ،σz ای لایه بین تنش کاهش دلیل

 رشد آغاز بر ای لایه بین ترک مجاور زوایای اثر همچنین. یابد می کاهش آزاد

 نرخ مقدار ی نهیشیب گردید مشاهده و گرفت قرار بررسی مورد اول مود تورق

 زاویه با الیاف گیری جهت در نمونه عرض راستای در کرنشی انرژی رهایی

45o چیدمان ترین بحرانی عنوان به چیدمان این که افتد می اتفاق ترک مجاور 

 .گردید شناسایی تورق رشد احتمال در

 ی زاویه برحسب میانگین کرنشی انرژی رهایی انرژی نرخ انتها در

 و گردید استخراج مرکب ی چندلایه یک برای ترک مجاور الیاف گیری جهت

 بروز ضمن شده ارائه عددی مدل که کرد استنباط را مطلب این توان می

 ها مدل این مجاورت در نتایجی تحلیلی، های مدل نسبت مستقل رفتاری

 قرابت گیردار یکسر تیر تئوری مدل و اوزدیل تحلیلی های مدل با و داشته
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