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   چکیده

 در حضور ترک طولی و محیطی نفوذ کامل مطالعه شده است. معادلات حاکم بر پایه  یتیکامپوز یااستوانهدر این پژوهش ارتعاشات پوسته 

های دانل، لاو و یا تواند به هر یک از تئوریمناسب برای پارامترها میاول نوشته شده و با انتخاب مقادیر    مرتبه  تغییرشکل برشی  تئوری

ای استفاده شده است. در این روش، فضای حل به چندین یافته چند دامنهتعمیم  ساندرز تبدیل شود. برای حل، از روش مربعات تفاضلی

هر   ها دره و شرایط سازگاری در مرز مشترک زیردامنههای پوستسازی معادلات حاکم و شرایط مرزی لبهزیردامنه تقسیم شده و گسسته

 دستگاه   حاصله، یک  معادلات  مونتاژ  یافته انجام شده است. در نهایت، با تعمیم  به کمک روش مربعات تفاضلی  محیطی  و  طولی  دو راستای

فرکانس طبیعی پوسته تعیین شده است. این روند در محیط متلب کدنویسی   ،و با استفاده از حل مقدار ویژه   شده   تشکیل  جبری  معادلات

افزار آباکوس و اطمینان از صحت و دقت آن،  شده است. پس از مقایسه نتایج این روش با نتایج ارائه شده در مقالات موجود و نیز نتایج نرم

ک استفاده شده است. از نتایج ای کامپوزیتی دارای تر های استوانه هاز این روش برای بررسی اثر پارامترهای مختلف بر رفتار ارتعاشی پوست

 سنجی مطالعات آتی استفاده نمود.توان برای صحتبه دست آمده می
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Abstract  

In this study, the vibration of a composite cylindrical shell in the presence of a longitudinal and 

circumferential crack was investigated. The governing equations were derived based on the first-order shear 
deformation theory and could be converted to Donnell’s, Love’s, and Sanders’ theories by selecting proper 

parameters. A multi-domain generalized differential quadrature method was used to solve the problem. In 

this technique, a physical domain was decomposed into several elements. Then, a generalized differential 
quadrature method was employed to discretize the governing equations, boundary conditions at shell edges, 

and the compatibility conditions at the interface boundaries of adjacent elements in both longitudinal and 

circumferential directions. Assembling these discretized equations led to a system of algebraic equations, 
which could be solved through an eigenvalue solution to calculate the natural frequency of the shell. This 

procedure was coded in MATLAB environment. Numerical results obtained by the presented method were 

compared with ABAQUS results and those available in the literature. After verifying the accuracy and 
precision of the proposed method, it was employed to study the effect of different parameters on the 

vibrational behavior of cracked composite shells. The obtained results can be used as a benchmark for 

further studies.

 

  مقدمه 1-

به  سازه به    چون   فردیمنحصربهسبب خواص  های کامپوزیتی  نسبت مقاومت 

بالا و مقاومت برابر رطوبت و خوردگی    وزن  کاربردهای فراوانی در صنایع  در 

  ی های پرکاربردسازهجمله  های کامپوزیتی از  مختلف دارند. در این میان پوسته

مربوط    یهالیرو انواع تحل  نی از ااند.  پیش مورد توجه بوده  هاسالاز  هستند که  

اهم  هاآنبه   پا   یاژهی و  تی از  که  است  آنال  یداریبرخوردار    ن یا   یارتعاش  زیو 

  قرار گرفته   نیاز محقق  ی اریمورد توجه بسو    هاست آن  ن یتر از مهم  یکیها  پوسته

 است. 

شایع از  سازهیکی  در  آمده  وجود  به  عیوب  بر  ترین  که  کامپوزیتی  های 

ها هستند که ممکن است  است، ترک  تأثیرگذار   هاآنکارایی و نیز رفتار ارتعاشی  

https://doi.org/
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های  های دیگر ایجاد شده باشند. بررسی ارتعاشات سازهدر اثر ضربه یا بارگذاری

دار از دو لحاظ دارای اهمیت است: مطالعه اثر وجود ترک بر  کامپوزیتی ترک

سازه،   ارتعاشی  یک  رفتار  عنوان  به  سازه  ارتعاشات  غیرمخرب    آزمونبررسی 

 جهت تشخیص وجود ترک احتمالی. 

بیان شد،   یا  ارتعاشات پوستهچنانچه  بدون نقص )بدون وجود ترک  های 

توجه  پیش    هاسالاز  گشودگی(   قرار  مورد  مختلف  است.  داشته  پژوهشگران 

  های تحلیلی و ارائه جواب باروشهای ایزوتروپ امکان استفاده از  برای پوسته

به علت  پوسته  اما در خصوص  .[1]  نیز وجود دارد  1فرم بسته  های کامپوزیتی 

مقدور نبوده و مطالعه  هایی  چنین پاسخپیچیدگی روابط خواص مکانیکی، ارائه  

به روشپوستهاین  ارتعاشات   نیمهها  تجربی    های آزمونتحلیلی، عددی و  های 

چناری و همکاران  های هفتتوان به پژوهش. به عنوان نمونه میشودمیانجام  

  [5]لاری و همکاران  زادهو طالع  [4]، کوو و همکاران  [3]، آمابیلی و ردی  [2]

اشاره نمود که در    [7]لیو    و وو و  [6]ی  لیو آماب   یجان ی علو نیز مقالات مروری  

روش ارتعاشی آن  تحلیل  برای  موجود  گوناگون  خواص    یی ها پوسته  های  با 

 اند. و شرایط مرزی متفاوت را بررسی نموده مختلف یکیمکان 

دار را  ای ترکهای استوانهمطالعات انجام شده در زمینه ارتعاشات پوسته

پوستهمی نمود:  تقسیم  به دو دسته کلی  ترک  نوع  اساس  بر  دارای  توان  های 

محدود ترک نفوذ  عمق  با  سطحی  پوسته2های  کامل ؛  نفوذی  ترک  با   .3های 

که  نیک بود  محققینی  نخستین  جمله  از  مطالعه  پور  پوسته به    ارتعاشات 

سطحی  غیرایزوتروپ ترک  پژوهش  .  پرداخت  دارای  این  صورت  ترک  در  به 

ماتریس نرمی پوسته به صورت تابعی از طول    وی  .شددر نظر گرفته  محیطی  

ترک و خواص غیرایزوتروپیک مواد نوشت و نهایتاً روشی برای تشخیص وجود  

مرادی و    .[8]  نمودهایی پیشنهاد  ز طریق بررسی ارتعاشات چنین سازهترک ا

به کمک روش مدل فنر خطی  ایزوتروپ استوانه4طواف  ای  ، ارتعاشات پوسته 

دارای ترک محیطی سراسری و نیز ترک محیطی با طول و عمق محدود را مورد  

دادند   قرار  همچنین.  [9,10]مطالعه  الگویتم    ایشان  و  روش  این  تلفیق  با 

پوستهسازی  بهینه در  شیوهزنبورها،  ایزوتروپ  ترک  های  تشخیص  برای  ای 

. یین و لام با  [11]ارتعاشی پیشنهاد دادند    فرکانسسطحی بر اساس تحلیل  

برای  ادغام مدل فنر خطی و تئوری کلاسیک پوسته نازک، حلی عددی  های 

ترک دارای  بلند  پوسته  آزاد  ارائه    ارتعاشات  محدود  نفوذ  با  محیطی سطحی 

گیردار،  -گیردارساده، -نمودند. در این مطالعه چهار شرایط مرزی مختلف ساده

گیردار-گیردار و  گرفته شد    - ساده  نظر  در  با  [12]آزاد  همکارانش  و  . سرکر 

های  روشی برای تشخیص خرابی در پوستهتلفیق مدل فنر خطی و روش ریتز،  

ای ایزوتروپ ارائه نمودند. در این مطالعه معادلات بر اساس تئوری  نازک استوانه

ساندرز نوشته شده و با تغییر دادن اندازه ترک و ضریب سفتی فنر، سناریوهای  

برای ارتعاشات پوسته  . معزز و همکارانش  [13]  ه استمختلف خرابی بررسی شد

حلی تحلیلی    ،طحی شبه بیضوی در راستای دلخواهایزوتروپ بلند دارای ترک س 

- دو نوع شرط مرزی گیردارارائه نمودند. در این پژوهش    همیلتون بر اساس اصل  

معادلات بر اساس تئوری  ساده  بررسی شده است و بدین منظور  -گیردار و ساده

و از مدل فنر خطی برای در نظر گرفتن اثرات ترک استفاده  شده  دانل نوشته  

است.  شد در  ه  شده  ایجاد  محدود  المان  مدل  نتایج  با  آمده،  دست  به  نتایج 

. سعیدی و  [14]مقایسه و اعتبارسنجی شدند   5افزار المان محدود آباکوس نرم

برای تحلیل ارتعاشات پوسته بلند   دارای ترک    کیارتوتروپمعزز روش فوق را 

 
1 Close form solution 
2 Part-through surface crack 
3 Through-the-thickness cracks 
4 Line spring model 
5 ABAQUS 

نوع ترک محوری و   سطحی شبه بیضوی گسترش دادند. در این پژوهش دو 

ده در نظر  ها به صورت ساگاهمحیطی مورد مطالعه قرار گرفت. ضمن اینکه تکیه

 . [15]گرفته شده بود 

های فوق ترک به صورت سطحی و با عمق نفوذ محدود در نظر  در پژوهش

است.   شده  دیگر  گرفته  برخی  مطالعات،  این  کنار  بررسی  در  به  محققین  از 

پوسته کامل  ارتعاشات  نفوذ  با  ترک  دارای  که  اندپرداختههای  پژوهشی   .

پوسته روی  بر  همکارانش  و  دادهجاویدروزی  انجام  ایزوتروپ  از  های  یکی  اند 

افزار المان محدود  است. ایشان از نرم  حوزهاین  نخستین مطالعات انجام شده در  

مسئله   6انسیس  بررسی  پوسته  برای  دینامیکی  پایداری  و  کمانش  ارتعاشات، 

دار تحت بار محوری کششی و فشاری استفاده نمودند. در این  ایزوتروپ ترک

ها به صورت ساده و گیردار در نظر گرفته شد و اثر طول ترک  گاهمطالعه تکیه

گرفت   قرار  مطالعه  مورد  آن  قرارگیری  زاویه  و    دهقانی.  [16]و  اسکویی 

همکارانش اثر وجود ترک نفوذ کامل غیرقابل گسترش بر روی رفتار ارتعاشی  

را با استفاده از روش المان محدود  ای ایزوتروپ  های استوانههای و پنلپوسته

کردند ترک،    .بررسی  زاویه  ترک،  نظیر طول  پارامترهایی  اثر  پژوهش  این  در 

یه انحنای پنل بر فرکانس ارتعاشی  و زاو  پوآسونپوسته، ضریب    ارتفاعضخامت و  

. نصیرمنش و محمدی از روش  [17]و شکل مودهای پوسته و پنل بررسی شد 

دار  های ترکها و پوستهارتعاشات ورقجهت بررسی   7المان محدود توسعه یافته 

هدفمند   مواد  توزیع  نمودندبا  هندسهاستفاده  مطالعه  این  در  ایشان  های  . 

ای، پوسته مخروطی  ای، پوسته استوانهمختلفی چون ورق مستطیلی، ورق دایره

 . [18]نمودند و پوسته کروی را بررسی  

می  گونههمان ملاحظه  روشکه  پرکاربردترین  شود،  از  یکی  عددی  های 

ترین پارامترهای  . یکی از مهمهستنددار  های ترکها جهت تحلیل پوستهروش

های عددی، حجم محاسبات و هزینه محاسباتی  کننده در کارایی روشتعیین

های عددی برای حل  از جمله روش 8ناشی از آن است. روش مربعات تفاضلی 

مبا که  است  دیفرانسیل  آن    نی معادلات  و  نظری  بلمن  توسط  بار  نخستین 

برت و همکارانش در سال  .  [19,20]مطرح شد    1970همکارانش در اوایل دهه  

سازه  1988 ارتعاشات  تحلیل  برای  روش  این  از  بار  اولین  بردند  برای  بهره  ها 

این روش و ارائه روش مربعات تفاضلی    با گسترش  ، شو1991در سال  .  [21]

ترین مزیت  . مهم[22]های آن را مرتفع ساخت  برخی از محدودیت 9یافته تعمیم

اضلات محدود  ف های عددی نظیر المان محدود، تروشاین روش نسبت به سایر  

... حجم پایین محاسبات آن است. در حالی که در بیشتر روش های عددی  و 

بندی ریز مسئله داریم؛ در  های قابل قبول، نیاز به شبکهیابی به دقتبرای دست

توان با استفاده از تعداد بسیار کمتری گره به همان  روش مربعات تفاضلی می

های گوناگون روش مربعات  نسخهاخیر،    های سالت از جواب دست یافت. در  دق

ها مورد استفاده قرار گرفته است که در ادامه  پوسته  تفاضلی برای انواع تحلیل

با فرض تقارن    مطالعات  نی ا  شود. شایان ذکر است، اشاره می  هاآنبه برخی از  

های  صرفاً به پوسته ها آناز    ها انجام شده است؛ بنابراین استفاده محوری پوسته

ژانگ و همکارانش از روش    کامل )بدون ترک، گشودگی و ...( محدود شده است.

با شرایط    یاارتعاشات پوسته استوانه  ی بررس  یبرا  یمربعات تفاضل  یتطابق محل

بردند  گاهی مختلف  تکیه پوسته  .  [23]بهره  آزاد  ارتعاشات  ای  استوانهردکوپ 

راستا  میضخ  ارتوتروپیک در  آن  خواص  که  دوران  از    ر ییتغ  یشعاع  ی حاصل 

پا  کندیم بر  معادلات  نمود.  مطالعه  نوشته    تهیسیالاست  بعدیسه  یتئور  ه ی را 

6 ANSYS 
7 Extended Finite Element Method (XFEM) 
8 Differential Quadrature (DQ) 
9 Generalized Differential Quadrature (GDQ) 
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تفاضل  مربعات  روش  کمک  به  و  شد  یشده  و    ی چنارهفت.  [24]ند  حل 

مختلف    ی مرز  ط یبا شرا   یتیکامپوزای  استوانههمکارانش ارتعاشات آزاد پوسته  

پا بر  اول  ی برش  ی تئور  هی را  تفاضل  و  مرتبه  مربعات  کمک روش    ی بررس  ی به 

پژوهش کردند.   تفاضل  ییکارا   این  از روش مربعات  استفاده  به  را    ی و سهولت 

ای  حسینی هاشمی و خرمی ارتعاشات پوسته استوانه .[2]دهد  مینشان   یخوب 

ی بررسی نمودند.  استفاده از روش مربعات تفاضلساخته شده از مواد هدفمند را با  

نتایج   با  نیز دقت آن در مقایسه  در این پژوهش همگرایی سریع این روش و 

نرم نشان داده شد  سایر مقالات و  آباکوس  المان محدود  گلچی و    .[25]افزار 

طالبی توتی از این روش برای مطالعه ارتعاشات آزاد پوسته مخروطی ساندویچ  

گاه ساده و گیردار بررسی شد.  د. در این روش دو نوع تکیهپنل استفاده نمودن 

نتایج   با  نتایج حاصل  و  نوشته شده  اول  برشی مرتبه  تئوری  پایه  بر  معادلات 

افزار المان محدود آباکوس اعتبارسنجی شده است  و نیز نرم  در مقالات موجود  

بحانی و همکارانش ارتعاشات یک سازه کامپوزیتی ساندویچی حاصل  . س[26]

این  -ای استوانه-های مخروطیاز اتصال پوسته بررسی نمودند. در  مخروطی را 

به کمک روش    وپژوهش معادلات بر اساس تئوری مرتبه اول برشی نوشته شده  

  .[27]یافته حل شده است مربعات تفاضلی تعمیم

و سایر روش تفاضلی  ترکیب روش مربعات  با  نیز  از محققین  های  برخی 

پوسته ارتعاشات  بررسی  به  یا گشودگی( هاعددی  ترک  نقص )بدون  بدون    ی 

استوانهملکاند.  پرداخته پوسته  ارتعاشات  همکارانش  و  لا   یازاده    ینیچهیبا 

را   روش مربعات   1ی اهیلا تئوری    قیتلف،که    DQ-LWبه کمک روش  دلخواه 

سازی  ای برای گسستهاز تئوری لایه  در این پژوهش،  کردند.   ی بررسی بود،  تفاضل

سازی در راستای طولی به  معادلات در راستای شعاعی استفاده شد و گسسته

. دانشجو و طالبی توتی با استفاده  [28]ی انجام شد  مربعات تفاضلکمک روش  

شده را  های ضخیم کامپوزیتی ساده و تقویتی مشابه، ارتعاشات پوستهروشاز  

و روش مربعات   2حالت   یروش فضا  قیاز تلف. علی بیگلو  [29]مطالعه نمودند  

ای کامپوزیتی با  های استوانهاستاتیکی و ارتعاشاتی پوستهی برای تحلیل  تفاضل

.  علی بیگلو و کانی  [30]استفاده کرد   گاه دلخواهو تکیه  angle-ply  چینیلایه

پوسته آزاد  ارتعاشات  تحلیل  مشابه  روشی  لایهبه  با  کامپوزیتی  های  های 

. تانگ و همکارانش نیز از همین روش برای  [31]پیزوالکتریک را انجام دادند  

الاستیسیته   حل  یک  پوسته  بعدیسهارائه  ارتعاشات  تحلیل  های  در خصوص 

لایهاستوانه با  بهره گرفتند  ای  دلخواه  و شرایط مرزی  و    .[32]چینی  سلاحی 

وش مربعات تفاضلی و بسط سری فوریه  ای و رهمکارانش با ترکیب تئوری لایه

ت آزاد و گذرای پوسته مخروطی ناقص ساخته شده از مواد هدفمند و  اارتعاش 

 .  [33]در معرض فشار متحرک را مطالعه نمودند 

  پوسته   یتقارن محورهای انجام شده  در پژوهششد    انیب   که   گونههمان

و توجه  گرفته    مورد  قرار  ااستفاده  حال  ن یاست.  وجود    یدر  که  انواع  است 

وجود    ایو    محیطی  ضخامت  تغییر  ،یترک، گشودگنظیر    یهندس  های یوستگیناپ

خواهد برد و    ن یرا از ب   یپوسته، تقارن محور  ی در انتهاترکیبی    یمرز  طی شرا

هایی که به این  نخستین پژوهشجمله  از    .گرفتها بهره  روش  نی از ا  توان ینم

  ی و بدون توجه به تقارن محور  یدر حالت کلموضوع توجه نموده و پوسته را  

لاری و رحیمی در خصوص  زادهطالعنمودند، پژوهشی است که    یآن مورد بررس

های کامپوزیتی دارای گشودگی انجام دادند. در این مطالعه برای  کمانش پوسته

محدودیت بردن  بین  روش  از  از  شده،  بیان  دامنه  یافته تعمیمهای  ای  چند 

 . [34]استفاده شد 

 
1 Layerwise Theory 
2 state space  

های روش  نسخهتاکنون از هیچ یک از با توجه به مرور مقالات انجام شده،  

ای کامپوزیتی دارای  های استوانهارتعاشات پوستهجهت تحلیل   یمربعات تفاضل

پژوهشی    ،ترین کار انجام شده به این موضوعاستفاده نشده است. نزدیکترک  

ارتعاشات پوستهزادهاست که طالع های کامپوزیتی  ها و پنللاری در خصوص 

ها ممکن است جهت کاهش  گشودگی .[35,36]اند  دارای گشودگی انجام داده

وزن و یا اتصال سایر اجزا به بدنه اصلی در سازه ایجاد شده باشند. اما از سوی  

های  بارگذاری  نقص ساختاری و یا  های کامپوزیتی ممکن است در اثرسازهدیگر،  

بر رفتار ارتعاشی    ترک  تأثیرشوند و با توجه به این موضوع که    مختلف دچار ترک

از  پوسته متفاوت  کاملاً  حاضر    تأثیرها  پژوهش  انجام  است،  گشودگی  وجود 

دارد.   حاضر  این  در  ضرورت  از  پژوهش  استفاده  چند    یافتهتعمیمروش  با 

)طولی و   پوزیتی دارای ترک نفوذ کامل های کامرفتار ارتعاشی پوسته ،ایدامنه

مورد مطالعه قرار گرفته است و اثر پارامترهای مختلف ترک بر رفتار    محیطی(

 ها بررسی شده است.  ارتعاشی این پوسته

 ای یافته چند دامنهروش مربعات تفاضلی تعمیم 2-

های قدرتمند در حل معادلات دیفرانسیل  روش مربعات تفاضلی، یکی از روش

رغم استفاده از تعداد گره کم، از دقت بالایی برخوردار است.  جزئی است که علی

اساس این روش بر تخمین مشتق جزئی یک تابع نسبت به یک جهت مختصاتی  

 توار است.  به صورت مجموع وزنی مقادیر آن تابع در برخی نقاط مشخص اس

(1) 
𝑓
𝑥
(𝑥𝑖) =∑ 𝑐𝑖𝑗

(1)
𝑓(𝑥𝑗)

𝑁

𝑗=1

  , 𝑖 = 1, 2, … , 𝑁 

فوق    رابطه  𝑓در 
𝑥
(𝑥𝑖, 𝑡)   تابع مختصاتی   𝑓مشتق  به جهت  در   𝑥نسبت 

𝑐𝑖𝑗است و    𝑥𝑖نقطه  
ضرایب وزنی برای تقریب مشتق اول هستند. نکته اساسی   (1)

نحوه تعیین ضرایب وزنی مناسب است. محققین مختلفی برای    ، در این روش

اند. بلمن و همکارانش در سال  تعیین این ضرایب به شیوه مناسب تلاش کرده

تابع    1972 دو  اساس  ضرایب    آزمون بر  این  تعیین  برای  شیوه  دو  مختلف، 

  1989. در سال  [19]هایی همراه بود  ند که هر یک با محدودیتپیشنهاد کرد

محدودیت این  رفع  برای  چانگ  و  وزنی    ،هاکان  ضرایب  برای  دیگری  رابطه 

. اما استفاده از این روش برای مشتقات مراتب بالاتر با  [37,38]پیشنهاد دادند 

و  3ای شو به کمک تقریب چند جمله  1991هایی همراه بود. در سال  یدشوار

برداری  فضای  خطی  روش   4آنالیز  و  داده  گسترش  را  تفاضلی  مربعات  روش 

های قبل  این روش تمامی روش.  [22] یافته را ارائه کرد  مربعات تفاضلی تعمیم

ارائه شده توسط کان و چانگ را شامل می شود. در این روش  از جمله روش 

 شود:بیان می ( 2)ضرایب وزنی برای تقریب مشتق اول طبق رابطه 

(2) 

𝑐𝑖𝑗
(1)

=

{
 
 

 
 

𝑀(1)(𝑥𝑖)

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)𝑀
(1)(𝑥𝑗)

  , 𝑖 ≠ 𝑗

− ∑ 𝑐𝑖𝑗
(1)

𝑁

𝑗=1 ,𝑗≠𝑖

  , 𝑖 = 𝑗

 

 که در این رابطه داریم:  

(3) 
𝑀(1)(𝑥𝑖) = ∏ (𝑥𝑖 − 𝑥𝑘)

𝑁

𝑘=1,𝑘≠𝑖

 

3 polynomial approximation 
4 linear vector space analysis 
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1852 
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تفاضلی   مربعات  مراتب  می  یافته تعمیماز روش  مشتق  تقریب  برای  توان 

بالاتر نیز استفاده نمود. به عنوان مثال، مشتق مرتبه دوم در جهت مختصاتی  

𝑥 ( نوشته می4به صورت رابطه ):شود 

(4) 
𝑓
𝑥𝑥
(𝑥𝑖) =∑ 𝑐𝑖𝑗

(2)
𝑓(𝑥𝑗)

𝑁

𝑗=1

 ,     𝑖 = 1, 2, … , 𝑁 

بالاتر مطابق   برای ضرایب وزنی تقریب مشتقات مراتب  (  5رابطه )رابطه کلی 

 : [22] شودتعیین می

(5) 

𝑐𝑖𝑗
(𝑚)

=

{
 
 

 
 𝑚(𝑐𝑖𝑗

(1)
𝑐𝑖𝑖
(𝑚−1)

−
𝑐𝑖𝑖
(𝑚−1)

𝑥𝑖 − 𝑥𝑗
)   , 𝑖 ≠ 𝑗

− ∑ 𝑐𝑖𝑗
(𝑚)

𝑁

𝑗=1 ,𝑗≠𝑖

  , 𝑖 = 𝑗

   

                       𝑖, 𝑗 = 1, 2, … , 𝑁;     𝑚 = 2 ,3 , . . , 𝑁 − 1 

توان برای توابع چند متغیره نیز به  از این روش می  توان علاوه بر این، می

,𝑓(𝑥  رهیدومتغسادگی استفاده نمود. به عنوان مثال مشتق تابع   𝑦)   در جهت

𝑥   و𝑦 [22]  شودنیز به شیوه مشابهی تعریف می : 

(6-a ) 
𝑓
𝑥
(𝑥𝑖, 𝑦𝑗) = ∑ 𝑐𝑖,𝑘1

(1)
𝑓(𝑥𝑘1 , 𝑥𝑗)

𝑁

𝑘1=1

  ,   𝑖 = 1, 2, … , 𝑁 

(6-b) 
𝑓
𝑥𝑥
(𝑥𝑖, 𝑦𝑗) = ∑ 𝑐𝑖,𝑘1

(2)
𝑓(𝑥𝑘1 , 𝑥𝑗)

𝑁

𝑘1=1

  ,   𝑖 = 1, 2, … , 𝑁 

(6-c ) 
𝑓
𝑦
(𝑥𝑖, 𝑦𝑗) = ∑ 𝑐𝑗,𝑘2

(1)̅̅ ̅̅ ̅
𝑓(𝑥𝑖, 𝑥𝑘2)

𝑀

𝑘2=1

  ,    𝑗 = 1, 2, … , 𝑀 

(6-d) 
𝑓
𝑦𝑦
(𝑥𝑖, 𝑦𝑗) = ∑ 𝑐𝑗,𝑘2

(2)̅̅ ̅̅ ̅
𝑓(𝑥𝑖, 𝑥𝑘2)

𝑀

𝑘2=1

  ,    𝑗 = 1, 2, … ,𝑀 

(6-e ) 

𝑓𝑥𝑦(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗) = ∑ ∑ 𝑐𝑖,𝑘1
(1)
𝑐𝑗,𝑘2
(1)̅̅ ̅̅ ̅
𝑓(𝑥𝑘1 , 𝑥𝑘2)

𝑀

𝑘2=1

𝑁

𝑘1=1

  ,         

  𝑖 = 1, 2, … ,𝑁 ,   𝑗 = 1, 2,… ,𝑀 

ها در این روش کاملاً اختیاری است و هیچ  هرچند انتخاب مختصات گره

  ها آنها بر پایداری نتایج و روند همگرایی  محدودیتی ندارد؛ اما نحوه توزیع گره

که به اختصار    ،1لوباتو -گووس-. شو نشان داد که توزیع  چبیشفاست  تأثیرگذار

ایدارتری نسبت به توزیع یکنواخت خواهد  شود، نتایج پتوزیع چبیشف نامیده می

ها استفاده  از همین شیوه توزیع گره  حاضر   از این رو، در مطالعه .  [22]  داشت

( رابطه  است.  چبیشف  7شده  توزیع  نحوه   )N    بازه در  ,𝑎]گره  𝑏]   نشان را 

 .  خواهد داشتنیز رابطه مشابهی وجود   𝑦ها در راستای  دهد. برای توزیع گرهمی

(7) 

𝑥𝑖 = 𝑎 +
1

2
(𝑏 − 𝑎) (1 − 𝑐𝑜𝑠 (

𝑖 − 1

𝑁 − 1
𝜋)) ,

𝑖 = 1, 2, … , 𝑁 

معادلات   دستگاه  حل  در  تفاضلی  مربعات  روش  توانمندی  علیرغم 

دیفرانسیلی و سرعت همگرایی بالای آن، استفاده از این روش برای مسائلی که  

 
1 Chebyshev-Gauss-Lobatto 
2 Multi-domain Generalized Differential Quadrature 

دارای هندسه نامنظم و یا شرایط مرزی و بارگذاری ناپیوسته هستند به سادگی  

ش فوق،  شو و همکارانش با گسترش روپذیر نیست. برای رفع این معضل،  امکان

در این    .[39]  را ارائه نمودند 2ای یافته چند دامنهمربعات تفاضلی تعمیمروش  

)المان( با شکل منظم تقسیم شده و روش   3روش دامنه حل به چندین زیردامنه 

تعمیم تفاضلی  شرایط  مربعات  نهایتاً  و  شده  اعمال  زیردامنه  هر  برای  یافته 

اعمال میسازگاری در مرز زیردامنه این  ها  های  برخی محدودیت  روش،شود. 

نیز  ای ناپیوستگی نظیر ترک  های دارروش قبل را برطرف نموده و برای هندسه

 قابل استفاده است.

 معادلات حاکم 3-

مطابق  ،  نوع ترکبسته به    در گام اول  ،دارترک  یتیپوسته کامپوز   لیتحل  یبرا

  ی شده است. معادلات حاکم برا میتقسسه یا چهار زیردامنه   پوسته به 1شکل 

آزاد در هر    لیتحل پازیردامنه  ارتعاشات  مرتبه اول مطابق    یبرش  یتئور  هی بر 

های نسبتاً ضخیم نیز قابل  این تئوری برای پوسته.  [40]  شودیم  انی( ب 8رابطه )

درجه آزادی    5ده از این تئوری و تعریف  استفاده است. علاوه بر این، با استفا

 های پوسته را به سادگی اعمال نمود.توان شرایط مرزی در لبهبرای هر گره می

(8-a ) 

𝜕𝑁𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑁𝑥𝑦

𝜕𝑦
−
𝐶2

2𝑅

𝜕𝑀𝑥𝑦

𝜕𝑦
= 𝑃1

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
+ 𝑃2

𝜕2𝜑
𝑥

𝜕𝑡2
 

(8-b) 

𝜕𝑁𝑥𝑦

𝜕𝑥
+
𝜕𝑁𝑦

𝜕𝑦
+
𝐶2

2𝑅

𝜕𝑀𝑥𝑦

𝜕𝑥
+ 𝐶1

𝑄𝑦

𝑅
     

= 𝑃1
𝜕2𝑣

𝜕𝑡2
+ 𝑃2

𝜕2𝜑
𝑦

𝜕𝑡2
 

(8-c ) 

𝜕𝑄𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑄𝑦

𝜕𝑦
−
𝑁𝑦

𝑅
= 𝑃1

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
 

(8-d) 

𝜕𝑀𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝑀𝑥𝑦

𝜕𝑦
− 𝑄𝑥 = 𝑃3

𝜕2𝜑
𝑥

𝜕𝑡2
+ 𝑃2

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
 

(8-e ) 

𝜕𝑀𝑥𝑦

𝜕𝑥
+
𝜕𝑀𝑦

𝜕𝑦
− 𝑄𝑦 = 𝑃3

𝜕2𝜑
𝑦

𝜕𝑡2
+ 𝑃2

𝜕2𝑣

𝜕𝑡2
 

شعاع پوسته است و راستاهای طولی و محیطی پوسته به   𝑅در این روابط،  

محور  با  همچنین،    شده   مشخص 𝑦  و 𝑥ترتیب  بیانگر   𝑁𝑥𝑦و   𝑁𝑥  ،𝑁𝑦است. 

های  منتجه 𝑄𝑦و   𝑄𝑥و   ؛ های گشتاورمنتجه 𝑀𝑥𝑦و  𝑀𝑥  ،𝑀𝑦  ؛های نیرومنتجه

پارامترهای   اینکه  ضمن  هستند.  عرضی  برشی  های  ترم 𝑃3و   𝑃1  ،𝑃2نیروی 

 شوند:یف می( تعر9اینرسی هستند که طبق رابطه )

 

(9) 
{𝑃1, 𝑃2, 𝑃3} =∑∫ ρ(𝑘){1, 𝑧, 𝑧2} 𝑑𝑧

𝑧𝑘

𝑧𝑘−1

𝑛

𝑘=1

 

این،   بر  به کار گرفته شده را مشخص   𝐶2و   𝐶1ثوابت    علاوه  تئوری  نوع 

𝐶1کنند.  می = 𝐶2 = ازای   1 به  است.  ساندرز  تئوری  𝐶1بیانگر  = و  1

𝐶2 = 𝐶1   روابط فوق به تئوری لاو تبدیل خواهد شد و نهایتاً 0 = 𝐶2 = 0 

 دهنده تئوری دانل خواهد بود. نشان
 

3 Sub-domain 
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 ( b-)ب ( a-)الف

Fig. 1 Typical geometry of shell with a) longitudinal crack b) 

circumferential crack 

 هندسه پوسته دارای الف( ترک طولی ب( ترک محیطی  1شکل 

 

معادلات بیان شده برای هر زیردامنه برقرار است. از آنجا    ،چنانچه بیان شد

لذا ضروری است که    ،شودها ایجاد میدامنهکه پوسته نهایی از اتصال این زیر

شرایط سازگاری مناسبی در مرز مشترک دو زیردامنه مجاور اعمال گردد. در  

می اعمال  معادله  دسته  دو  مشترک  معادلا مرزهای  از  دسته  هر  که  ت  گردد 

 :[34]شود ها در مرز مشترک میجایگزین معادلات تعادل یکی از زیردامنه

و چرخشسازگاری جابجایی(  1 پوسته لازم  ها  پیوستگی  برای حفظ  ها: 

ها در مرز مشترک دو زیردامنه یکسان  ها و چرخشاست که مقادیر جابجایی

 باشند. بنابراین در این مرز مشترک خواهیم داشت:

(10) {𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝜑
𝑥
, 𝜑

𝑦
}
(𝐸𝑙 1)

= {𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝜑
𝑥
, 𝜑

𝑦
}
(𝐸𝑙 2)

 

ها و گشتاورها: برای برقراری تعادل، لازم است که برخی  ( سازگاری تنش2

های تنش و گشتاور در مرز مشترک دو زیردامنه با یکدیگر برابر باشند.  از منتجه

در جهت   که  زیردامنه  دو  شده 𝑥برای  متصل  یکدیگر  )شکل  به  الف(    -2اند 

 واهد بود: ( خ 11ها و گشتاورها مطابق رابطه )شرایط سازگاری تنش

(11) {𝑁𝑥, 𝑁𝑥𝑦, 𝑀𝑥, 𝑀𝑥𝑦, 𝑄𝑥}
(𝐸𝑙 1)

= {𝑁𝑥, 𝑁𝑥𝑦, 𝑀𝑥, 𝑀𝑥𝑦, 𝑄𝑥}
(𝐸𝑙 2)

 

جهت  در  المان  دو  )شکل     𝑦اگر  باشند  متصل  یکدیگر  شرایط    -2به  ب( 

 ها و گشتاورها به صورت زیر خواهد بود: سازگاری تنش

(12) {𝑁𝑦, 𝑁𝑥𝑦, 𝑀𝑦,𝑀𝑥𝑦, 𝑄𝑦}
(𝐸𝑙 1)

= {𝑁𝑦, 𝑁𝑥𝑦, 𝑀𝑦,𝑀𝑥𝑦, 𝑄𝑦}
(𝐸𝑙 2)

 

شود،  علاوه بر شرایط سازگاری که در مرز مشترک دو زیردامنه اعمال می

در سایر مرزهای هر زیردامنه بایستی شرایط مرزی مناسب اعمال شود. وجود  

دهد. در پژوهش  ترک نیز اثرگذاری خود را با اعمال شرط مرزی آزاد نشان می

رزی گیردار، ساده و آزاد بررسی شده است. این  حاضر انواع مختلف شرایط م

𝑦شرایط مرزی در لبه   = 𝑦𝑖 [41] شوندطبق رابطه زیر تعریف می. 

(13-a) 𝐶:      𝑢 = 𝑣 = 𝑤 = 𝜑𝑥 = 𝜑𝑦 = 0 

(13-b ) 𝑆:      𝑤 = 𝜑𝑦 = 𝑣 = 𝑁𝑥 = 𝑀𝑥 = 0 

(13-c) 𝐹:      𝑁𝑥 = 𝑁𝑥𝑦 = 𝑀𝑥 = 𝑀𝑥𝑦 = 𝑄𝑥 = 0 

𝑥نیز برای لبه  روابط مشابهی   = 𝑥𝑖 :وجود دارد 

(14-a) 𝐶:      𝑢 = 𝑣 = 𝑤 = 𝜑𝑥 = 𝜑𝑦 = 0 

(14-b ) 𝑆:      𝑤 = 𝜑𝑥 = 𝑢 = 𝑁𝑦 = 𝑀𝑦 = 0 

(14-c) 𝐹:      𝑁𝑦 = 𝑁𝑥𝑦 = 𝑀𝑦 = 𝑀𝑥𝑦 = 𝑄𝑦 = 0 

های تنش، گشتاور و تنش برشی عرضی به شکل زیر  منتجهاز طرف دیگر 

 ها و انحناهای لایه میانی پوسته مرتبط هستند:به کرنش

 

(15-a) [
 
 
 
 
 
 
𝑁𝑥
𝑁𝑦
𝑁𝑥𝑦
𝑀𝑥

𝑀𝑦

𝑀𝑥𝑦]
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
𝐴11 𝐴12 𝐴16
𝐴12 𝐴22 𝐴26
𝐴16 𝐴26 𝐴66

    

𝐵11 𝐵12 𝐵16
𝐵12 𝐵22 𝐵26
𝐵16 𝐵26 𝐵66

𝐵11 𝐵12 𝐵16
𝐵12 𝐵22 𝐵26
𝐵16 𝐵26 𝐵66

    

𝐷11 𝐷12 𝐷16
𝐷12 𝐷22 𝐷26
𝐷16 𝐷26 𝐷66]

 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
𝜀𝑥
0

𝜀𝑦
0

𝛾𝑥𝑦
0

𝜅𝑥
𝜅𝑦
𝜅𝑥𝑦]

 
 
 
 
 
 

 

(15-b ) 
[
𝑄
𝑦

𝑄𝑥
] = 𝐾𝑠 [

𝐴44 𝐴45
𝐴44 𝐴45

] [
𝛾
𝑦𝑧
0

𝛾𝑥𝑧
0
] 

 

        
 ( b-)ب ( a-)الف

Fig. 2 connection of subdomains in a) x-direction b) y-direction [34] 

 𝑦 [34])ب( در جهت   𝑥نحوه اتصال دو زیردامنه )الف( در جهت    2شکل 

در نظر    5/6  ضریب تصحیح تنش برشی است که برابر 𝐾𝑠که در این رابطه   

توان بر حسب  را میهای لایه میانی  و تغییر انحناها  کرنش  .گرفته شده است

 : [40]های لایه میانی بیان نمود و دوران ها ییجابجا 

(16-a) 
𝜀𝑥
0 =

𝜕𝑢

𝜕𝑥
 ;    𝜀𝑦

0 =
𝜕𝑣

𝜕𝑦
+
𝑤

𝑅
      

(16-b ) 

𝛾
𝑥𝑦
0 =

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥
  ;   𝛾

𝑥𝑧
0 =

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝜑

𝑥
  ;     

𝛾𝑦𝑧
0 =

𝜕𝑤

𝜕𝑦
+ 𝜑

𝑦
− 𝐶1

𝑣

𝑅
 

(16-c) 

𝜅𝑥 =
𝜕𝜑

𝑥

𝜕𝑥
  ;    𝜅𝑦 =

𝜕𝜑
𝑦

𝜕𝑦
    ;    

 𝜅𝑥𝑦 =
𝜕𝜑

𝑥

𝜕𝑦
+
𝜕𝜑

𝑦

𝜕𝑥
+
𝐶2

2𝑅
(
𝜕𝑣

𝜕𝑥
−
𝜕𝑢

𝜕𝑦
) 

آن    در  ,𝑣که  𝑢   و𝑤   ترتیب و  به  محیطی  محوری،  راستای  در  جابجایی 

میانی  شعاعی 𝜑و  استوانه    لایه 
𝑥

𝜑و   
𝑦

محورهای  چرخش  حول    𝑥و   𝑦ها 

( در نظر  17طبق رابطه )  هامیدان جابجایی و چرخش  برای حل مسئله  .هستند

,U(xفرکانس طبیعی پوسته بوده و   ωشود؛ که در آن  گرفته می y)  ،𝑉(x, y) ،

𝑊(x, y) ،𝜓𝑥(x, y)   و𝜓𝑦(x, y) دهند. شکل مود ارتعاشی پوسته را نشان می 

(17-a) 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = U(x, y)eiωt 

(17-b ) 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡) = V(x, y)eiωt 

(17-c) 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡) = W(x, y)eiωt 

(17-d ) 𝜑
𝑥
(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝜓

𝑥
(x, y)eiωt 

(17-e) 𝜑
𝑦
(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝜓

𝑦
(x, y)eiωt 

( و  8در معادلات )  هاآن( و جایگذاری  17( و )16(، )15با تلفیق روابط )

ترم  ساده میدان   eiωtسازی  حسب  بر  حاکم  معادلات  معادله،  طرفین  از 
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. برای حل این  [36]به دست خواهد آمد  ها آنو مشتقات  ها جابجایی، چرخش

در نظر گرفته   𝑦و   𝑥گره در راستای    Mو    Nمعادلات در هر زیردامنه به ترتیب  

.  شده است( انجام  6مک روابط )سازی معادلات به کشده و در هر گره گسسته

به شکل ماتریسی    (i,j)توان معادلات را برای گره دلخواه  بدین ترتیب می 

 :[36]به فرمت زیر نوشت 

(18) 

[𝑘]5×5 {𝑈𝑖,𝑗 , 𝑉𝑖,𝑗 ,𝑊𝑖,𝑗 , 𝜓𝑥𝑖,𝑗 ,  𝜓𝑦𝑖,𝑗}
𝑇

− 𝜔2[𝑚]5×5 {𝑈𝑖,𝑗 , 𝑉𝑖,𝑗 ,𝑊𝑖,𝑗 , 𝜓𝑥𝑖,𝑗 ,  𝜓𝑦𝑖,𝑗}
𝑇
= [0] 

برای تمامی گره های یک زیردامنه، دستگاه معادلات  با اعمال این روش 

دیفرانسیل حاکم در آن زیردامنه به دستگاه معادلات جبری تبدیل خواهد شد  

می راتوان  که  نوشت  آن  زیر  ماتریسی  فرم  رابطه به  این  در   .  {𝑑}𝑒   شامل

 های زیردامنه مورد نظر است.های همه گرهجابجایی و دوران

(19) ([𝐾]𝑒 − 𝜔2[𝑀]𝑒){𝑑}𝑒 = 0 

زیردامنه همه  معادلات  نمودن  مونتاژ  معادلات  با  دستگاه  یک  نهایتاً  ها، 

بایستی شرایط مرزی   این،  بر  ایجاد خواهد شد. علاوه  برای کل سازه  جبری 

بر این دستگاه   نیز شرایط سازگاری بین هر دو زیردامنه مجاور نیز  مناسب و 

( نیز شیوه  14( تا )10منظور نیاز است تا معادلات )معادلات اعمال شوند. بدین  

سازی شوند. در نهایت دستگاه معادله حاصل، یک  مشابهی در هر گره گسسته

توان با حل آن فرکانس طبیعی پوسته را  معادله مقدار ویژه خواهد بود که می

نرم در  مراحل  این  تمامی  که  است  ذکر  به  لازم  نمود.  متلب تعیین   1افزار 

 سی شده است.  کدنوی

 اعتبارسنجی 4-

نویسنده منتشر شده است   ، [35,36]پیش از این در مقالاتی که توسط 

های کامپوزیتی کامل  کارایی و دقت روش ارائه شده برای تحلیل ارتعاشی پوسته

های مختلف نشان  گاه)بدون ترک یا هر نوع ناپیوستگی هندسی دیگری( با تکیه

داده شده است. لذا در این قسمت صرفاً عملکرد این روش در تحلیل ارتعاشات  

   پوسته با دو نوع ترک طولی و محیطی مورد بررسی قرار گرفته است.

پوسته خصوص  در  پیشنهادی  روش  نتایج  اعتبارسنجی  ترک    برای  با 

پوسته با خواص مکانیکی  محیطی،  𝐸ای  = 168 𝐺𝑃𝑎   ،𝜐 = 𝜌و    0.3 =

5700 𝑘𝑔/𝑚3     در نظر گرفته شده است. همچنین طول، شعاع و ضخامت

به ترتیب   ها به صورت گیردار  گاهانتخاب شده و تکیه  متر  0.1و    1،  2پوسته 

. فرکانس طبیعی به دست آمده برای ابعاد مختلف ترک طولی در  اندشدهفرض  

نرم  1جدول   از  نتایج حاصل  با  و  نیآورده شده  و  آباکوس   [18]ز مرجع  افزار 

مقایسه شده است. لازم به ذکر است برای روش حاضر وابستگی نتایج به تعداد  

های هر زیردامنه بررسی شده تا از همگرا بودن نتایج اطمینان حاصل شده  گره

گره استفاده شده است.    800است. نهایتاً در چهار زیردامنه مجموعاً کمتر از  

  5000افزار آباکوس به بیش از  این در حالی است که برای همگرایی نتایج در نرم

که پیداست نتایج حاصل از هر سه تئوری قابل قبول    گونههمانالمان نیاز است.  

است؛ اما نتایج تئوری لاو و ساندرز )و به خصوص تئوری ساندرز( تطابق بیشتری  

دارد. در مر آباکوس  نتایج  پوسته  [35,36]جع  ا با  برای  نتیجه  های  نیز همین 

به دست آمده از  مود ارتعاشی    3بدون ترک حاصل شده بود. همچنین شکل  

 دهد. را برای دو اندازه مختلف ترک نشان میافزار آباکوس  روش حاضر و نرم

 
1 Matlab 

 محیطی ترکفرکانس طبیعی )هرتز( پوسته دارای  1جدول 

Table 1 Natural frequency (Hz) of shell with circumferential crack 

 طول ترک  

 متر()سانتی

مرجع  

[18] 
 آباکوس 

 پژوهش حاضر 

تئوری 

 دانل

تئوری 

 لاو

تئوری 

 ساندرز 

 375.25 376.84 393.07 375.39 - بدون ترک 

50 380.01 371.60 388.97 373.21 371.51 
100 - 365.46 381.58 367.20 365.41 
200 - 354.40 370.48 356.45 354.41 

 

 
 ( a-)الف

 
 ( b-)ب

Fig 3. Mode shapes of shell with circumferential crack. a) C=100 cm, 

b) C=200 cm 

محیطی  3شکل   ترک  دارای  پوسته  ارتعاشی  مود   ،   c=100 cmالف(    .شکل 

 c=200 cmب( 

ارتعاشات   تحلیل  برای  پیشنهادی  بررسی دقت و صحت روش  به منظور 

توسط   شده  ارائه  نتایج  با  آن  از  حاصل  نتایج  طولی،  ترک  دارای  پوسته 

افزار المان محدود آباکوس مقایسه شده  و نیز نرم  [16]جاویدروزی و همکارانش  

  1متر و    0.5متر،    1است. بدین منظور طول، شعاع و ضخامت پوسته به ترتیب  

متر انتخاب شده است. همچنین، پوسته از جنس آلومینیوم و با مشخصات  میلی

𝐸 = 70 𝐺𝑃𝑎   ،𝜐 = 𝜌و     0.3 = 5700 𝑘𝑔/𝑚3     شده گرفته  نظر  در 

است.    هگاه به صورت گیردار در نظر گرفته شداست. ضمن اینکه هر دو تکیه

دار نسبت به فرکانس طبیعی  فرکانس طبیعی به دست آمده برای پوسته ترک

بیپ ترک  بدون  و دروسته  به    4شکل    بعد شده  نشان داده شده است. ضمناً 

نمایش داده شده است. شایان    5عنوان نمونه یکی از مودهای ارتعاشی در شکل  

کند. لذا بسته به ابعاد  ها تغییر میذکر است با توجه به ابعاد ترک، ابعاد زیردامنه

ت اطمینان از همگرایی نتایج،  های مورد نیاز هر زیردامنه جهترک، تعداد گره

گره( خواهد بود. این در حالی است که برای تحلیل    1500متفاوت )در حدود  

نیاز است. مقایسه  8000این مسئله در آباکوس به بیش از   های صورت  المان 

دهد. بنابراین  گرفته دقت و صحت نتایج حاصل از روش پیشنهادی را نشان می

 رسی اثرات پارامترهای مختلف استفاده نمود.  توان از این روش برای برمی
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 ( a-)الف

 
 ( b-)ب

Fig 4. Variation of normalized frequency of shell with longitudinal 

crack; a) first mode b) second mode 

  مود(  ب  اول  مود (الف  طولی؛  ترک  دارای  پوسته  شده   بعدبی  فرکانس  تغییرات 4  شکل

 دوم

   

Fig 5. Mode shape of shell with longitudinal crack (C/L=0.4) 

    (C/L=0.4)مود ارتعاشی پوسته دارای ترک طولی  5شکل 

 ارائه نتایج و بحث   5-

برای بررسی اثر پارامترهای مختلف بر ارتعاشات پوسته، یک مسئله پایه در نظر  

آن    تأثیرگرفته شده و با تغییر یک پارامتر و ثابت نگه داشتن سایر پارامترها،  

به ترتیب   پارامتر مطالعه شده است. بدین منظور طول، شعاع و ضخامت پوسته

در هر مرحله ترک در وسط  شده است.    فرضمتر  میلی   2متر و    0.5متر،    1

تغییر داده    0.9تا    0.1از   𝑐/2𝜋𝑅یا   𝑐/𝐿پوسته در نظر گرفته شده و نسبت  

  اپوکسی گرافیت  آن  گیردار و جنس  -پوسته گیردارگاهی  شرایط تکیهشده است.  

که شامل هشت لایه با ضخامت یکسان است انتخاب   𝑆[45,0,90±]با آرایش  

در نظر گرفته شده است. ضمناً،   2جدول نیکی بر اساس شده است. خواص مکا 

 نتایج بر اساس تئوری ساندرز گزارش شده است. 

 

 [42]خواص مکانیکی مواد مختلف   2جدول 
Table 2 Mechanical properties of different materials [42] 

 نام ماده 
گرافیت  

 اپوکسی

شیشه  

 اپوکسی

بورون 

 اپوکسی
 آلومینیوم فولاد

 M1 M2 M3 M4 M5 شماره ماده 

𝐸11 (𝐺𝑃𝑎) 181 38.6 204 200 70 
𝐸22 (𝐺𝑃𝑎) 10.3 8.27 18.5 200 70 
𝐺12 (𝐺𝑃𝑎) 7.17 4.14 5.59 76.92 28 

𝜈12 0.28 0.23 0.26 0.3 0.25 
ρ (𝑘𝑔 𝑚3⁄ ) 1600 1800 2000 7800 2600 

 اثر طول ترک و زاویه قرارگیری آن  1-5-

تغییرات شش فرکانس ارتعاشی اول پوسته به ازای ابعاد مختلف ترک طولی و  

های  دهد که ترکنشان داده شده است. این نتایج نشان می  6شکل    محیطی در

( با    تأثیر(  c/L≤0.2طولی کوچک  ندارند.  پوسته  بر فرکانس طبیعی  چندانی 

بر فرکانس ارتعاشی ظاهر میc/L>0.2افزایش طول ترک ) اثرات آن  شود. (، 

تر از  های اول و دوم بسیار بیشترک بر فرکانس  تأثیرنکته جالب توجه آن است  

%  40تواند تا  های بزرگ میسایر مودهای فرکانسی است. در حالیکه وجود ترک

ها را کاهش دهد؛ فرکانس ارتعاشی مودهای سوم و چهارم ارتعاشی  این فرکانس

با طول  حتی به ازای ترک ندارند و  هم تغییر قابل ملاحظه  c=0.6Lهایی  ای 

%  3ها نسبت به پوسته بدون ترک کمتر از  کاهش فرکانس طبیعی این پوسته

های مربوط به مود پنجم و ششم به ازای هر طول ترک  است. کاهش فرکانس

 % است. 10دلخواهی همواره کمتر از 

دار،  توان با توجه به شکل مود ارتعاشی پوسته ترکعلت این موضوع را می 

و سوم و پنجم  نمایش داده شده است، توضیح داد. شکل مود اول    7که در شکل  

مشابه یکدیگر و نیز مشابه شکل مود ارتعاشی پوسته بدون ترک    c=0.1Lبرای  

نمی باز  ترک  و دهانه  ارتعاشی  است  بر شکل مود  تاثیری  ترک  واقع  شود. در 

شکل مودهای سوم و پنجم همچنان مشابه پوسته بدون    c=0.4Lندارد. برای  

ترک به وضوح قابل مشاهده   ترک است؛ در حالیکه در مود اول باز شدن دهانه 

نیز   آن  ارتعاشی  بر فرکانس  امر  و همین  برای    مؤثراست  نیز    c=0.8Lاست. 

است، لذا    مؤثرشود که وجود ترک بر شکل مودهای اول و سوم  مشاهده می

نیز تحت    ها آنفرکانس طبیعی   بر شکل مود پنجم  قرار می  تأثیررا  اما  دهد. 

وجود ترک بر فرکانس طبیعی مود   تأثیرگذاری  زیادی ندارد؛ بنابراین، عدم  تأثیر

 .پنجم قابل توجیه است

دهد که رفتار  بررسی نتایج مربوط به پوسته دارای ترک محیطی نشان می

نوع ترک کاملاً متفاوت است.   برابر این  بر  ترک  تأثیرپوسته در  های محیطی 

ای که  نههای طولی است؛ به گوفرکانس طبیعی پوسته به مراتب کمتر از ترک

یابد. ضمن اینکه کاهش فرکانس  % کاهش می20فرکانس طبیعی پوسته نهایتاً  

بر خلاف   و  دارد  یکنواختی  روندی  ترک،  ابعاد  افزایش  اثر  در  پوسته  طبیعی 

شود. علاوه بر این، هرچند اثر  های طولی جهشی در نمودار مشاهده نمیترک

فرکانس بر  محیطی  ترک  اندکی  وجود  دوم  و  اول  سایر  های  از  بیشتر 

هاست؛ این اختلاف چندان چشمگیر نبوده و با افزایش طول ترک تقریباً  فرکانس

یابند. بررسی  های ارتعاشی پوسته به صورت مشابهی کاهش میتمام فرکانس

نمایش داده    8شکل مودهای ارتعاشی پوسته دارای ترک محیطی، که در شکل  

ی بزرگ )هرچند ممکن است  هاسازد که حتی برای ترکشده است، روشن می

ارتعاشی تغییر نمی باز شود( شکل کلی مود  کند و مشابه پوسته  دهانه ترک 

می سبب  موضوع  همین  است.  ترک  چنین  بدون  وجود  اثرگذاری  که  شود 

 های طولی باشد.  هایی بر فرکانس ارتعاشی پوسته کمتر از ترکترک
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Fig 6. Frequency variation of shell with different crack dimension (L=1, R=0.5); a) longitudinal crack b) circumferential crack 
 الف( ترک طولی  ب( ترک محیطی  (L=1, R=0.5)تغییرات فرکانس طبیعی پوسته به ازای ابعاد مختلف ترک 6شکل 
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Fig. 7 Mode shapes of shell with different longitudinal crack size (L=1 m, R=0.5 m). a) First mode, b) Third mode, c) Fifth mode 

 . الف( مود اول، ب( مود سوم، پ( مود پنجم(L=1 m, R=0.5 m) شکل مودهای ارتعاشی پوسته به ازای ابعاد مختلف ترک طولی 7شکل 
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Fig. 8 Mode shapes of shell with different circumferential crack size (L=1 m, R=0.5 m). a) First mode, b) Third mode, c) Fifth mode 

 . الف( مود اول، ب( مود سوم، پ( مود پنجم(L=1 m, R=0.5 m)شکل مودهای ارتعاشی پوسته به ازای ابعاد مختلف ترک محیطی  8 شکل

 

بررسی   برای   تأثیربرای  مشابهی  مساله  پوسته،  ابعادی  نسبت    احتمالی 

(L/R=0.5   )L=1, R=2    نمایش داده شده    9بررسی شد که نتایج آن در شکل

(  L/R=2شود روند کلی نمودارها مشابه حالت قبل )است. چنانچه ملاحظه می

گیری انجام  دهد که نسبت ابعادی پوسته در نتیجهاست. این موضوع نشان می

ترک طولی بیشتر    تأثیرهای بلند نیز همچنان  و برای پوسته  نیست   مؤثر شده  

 از ترک محیطی است.

 
 ( a-)الف

 
 ( b-)ب

Fig. 9 Frequency variation of shell with different crack dimension (L=1, 

R=2); a) longitudinal crack b) circumferential crack 

الف(  .  (L=1, R=2)تغییرات فرکانس طبیعی پوسته به ازای ابعاد مختلف ترک    9شکل  

 ترک طولی  ب( ترک محیطی 

 اثر ضخامت  2-5-
دار است. از آنجا که  ترک  هدف این بخش مطالعه اثر ضخامت بر رفتار پوسته

های  از ترک  تأثیرگذارتر طولی به مراتب  های  در بخش قبل مشخص شد ترک

های این بخش به پوسته دارای ترک طولی محدود شده  محیطی هستند، بررسی

الف تغییرات اولین فرکانس طبیعی پوسته دارای ترک طولی  -10است. شکل  

دهد. مطابق انتظار با افزایش ضخامت، سفتی  های مختلف را نشان میبا ضخامت

این است که    تأمل پوسته و فرکانس طبیعی آن افزایش یافته است. نکته قابل  

ای  اندازه)با هر    دارترک  این موضوع هم برای پوسته بدون ترک و هم برای پوسته

از ترک( صادق است. هرچند با افزایش ضخامت رفته رفته، میزان اثرگذاری آن  

 یابد.  بر افزایش فرکانس کاهش می

روند کلی نمودار را تغییر   ،شود که تغییر ضخامت علاوه بر این، مشاهده می

شود. در این شکل  ب بهتر درک می-10دهد. این موضوع به کمک شکل  نمی

دست آمده نسبت به فرکانس طبیعی پوسته بدون ترک با همان    های به فرکانس

بعد شده است. چنانچه پیداست، با افزایش ضخامت پوسته علیرغم  ضخامت بی

کاسته   طبیعی  فرکانس  بر  ترک  اثرگذاری  میزان  از  نمودار،  کلی  روند  حفظ 

شود که با افزایش ضخامت رفته  شود. در این شکل نیز به خوبی دیده میمی

 یابد. ، شدت اثرگذاری آن بر افزایش فرکانس طبیعی کاهش میرفته

   اثر خواص مواد 3-5-
پنج جنس   قسمت  این  در  پوسته،  به جنس  ترک  اثر  وابستگی  بررسی  برای 

مختلف )سه نوع کامپوزیت و دو ماده ایزوتروپ( برای پوسته در نظر گرفته شده  

آورده شده بود. برای    2جدول  ها پیش از این در  است که خواص مکانیکی آن

هر پوسته اولین فرکانس طبیعی به ازای ابعاد مختلف ترک طولی و محیطی  

محاسبه شده است. بدیهی است که تغییر جنس پوسته، فرکانس طبیعی آن را  

های  دهد. به همین دلیل و برای مقایسه بهتر، فرکانس طبیعی پوستهتغییر می

های مختلف، نسبت به فرکانس طبیعی پوسته بدون ترک از  دار از جنسترک

بی در شکل  همان جنس  و  نشان  ترسیم شده  11بعد شده  نتایج حاصله  اند. 

برای لایهمی اندازه  چینی یکسان، رفتار همه پوستهدهد که  برابر تغییر  ها در 

بررسی است.  جنس  از  مستقل  و  مشابه  تقریباً  شده  ترک  انجام  برای  های 

های ارتعاشی بالاتر نیز به نتایج مشابهی منجر شد که به جهت حفظ  فرکانس

 نظر شده است.ها صرفاختصار از اشاره به آن
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Fig. 10 Frequency variation of cracked shell with different thickness, a) 

Natural frequency b) Normalized frequency 

های مختلف. الف( فرکانس  با ضخامت  دارترکتغییرات فرکانس طبیعی پوسته    10شکل  

 بعد شده  طبیعی ب( فرکانس بی

 

 
Fig. 11 Effect of mechanical properties on normalized frequency 

variation of the shell  

 بعد شده پوسته دارای ترک بیاثر خواص مکانیکی بر تغییرات فرکانس طبیعی    11شکل  

   چینیاثر لایه  4-5-
که رفتار کلی پوسته دارای ترک مستقل از جنس آن    شد  در بخش قبل دیده

های مختلف بر فرکانس طبیعی پوسته با و  چینیاست. در این قسمت اثر لایه

،  یهای طولبدون ترک بررسی شده است. ضمناً به دلیل اثرگذاری بیشتر ترک

ترک این  به  بررسی صرفاً  است.این  از    ها محدود شده  پوسته  موارد،  در همه 

متر در نظر  میلی  2با ضخامت  به صورت هشت لایه و    اپوکسیفیت  گراجنس  

به ازای سه اندازه مختلف ترک   گرفته شده است. اولین فرکانس طبیعی پوسته

 آورده شده است. 3طولی مرکزی در جدول 

 های مختلفچینیفرکانس طبیعی پوسته با و بدون ترک طولی برای لایه  3جدول 
Table 3 Natural frequency of shell with and without longitudinal crack 

for different layup 

 c/L=0 c/L=0.4 c/L=0.6 c/L=0.8 چینیلایه

[±45,0,90]S 275.62 216.29 152.71 119.35 

[±45,90,90]S 258.70 201.37 141.96 111.27 

[±45,0,0]S 290.71 226.73 160.88 125.60 

[0,90]2S 248.58 213.08 150.17 114.62 

[±60]2S 271.70 205.96 146.88 115.89 

[±45]2S 280.58 216.35 153.43 120.76 

[±30]2S 268.61 219.03 154.08 118.97 

[±15]2S 232.81 207.69 150.03 112.06 

نشان می آمده  به دست  آرایشنتایج  میان  که در  بررسی شده  دهد  های 

بیشترین فرکانس طبیعی را داراست. این موضوع هم   𝑆[45,0,0±]چینی لایه

برای پوسته بدون ترک و هم  ابعاد مختلف ترک صادق است.  برای پوسته    با 

ترککمترین   بدون  پوسته  برای  طبیعی  لایه  ،فرکانس  به  چینی  مربوط 

[±15]2𝑆   پوست برای  اما  ترکاست؛  دارای   𝑆[45,90,90±]چینی  لایه  ،ه 

داراست. را  طبیعی  فرکانس  بر    کمترین  ترک  وجود  اینکه  توجه  قابل  نکته 

مثال  چینیلایه عنوان  به  دارد.  متفاوتی  اثر  مختلف  شد،  های  بیان  چنانچه 

با لایههرچند   کمترین فرکانس طبیعی را   2𝑆[15±]چینی  پوسته بدون ترک 

  تأثیر اما فرکانس ارتعاشی این پوسته    ؛بررسی شده داردهای  در میان آرایش

ای  ای که فرکانس ارتعاشی پوستهپذیرد؛ به گونهکمتری از وجود ترک طولی می

ای  بیشتر از پوسته  c/L=0.6و    c/L=0.4چینی و دارای ترکی به ابعاد  با این لایه

  است. 𝑆[45,90,90±]و  2𝑆[60±]چینی  با همین ترک و لایه

نسبت به  چینی  لایهبرای هر    منظور بررسی بهتر، نتایج به دست آمدهبه  

بعد شده و در جدول  چینی بیفرکانس طبیعی پوسته بدون ترک با همان لایه

وجود    تأثیراگرچه   کهدهد  نتایج این جدول نشان مینمایش داده شده است.    4

لایه بر  این  چینیترک  اما  است؛  متفاوت  مختلف  ان   مسئله های  ترک  به  دازه 

های بررسی شده بیشترین  برای همه ابعاد ترک، در میان آرایشدارد.  نبستگی  

است و     2𝑆[45±]و  2𝑆[60±]چینی یهاز وجود ترک مربوط به لا  تأثیرپذیری

شایان   است.   2𝑆[0,90]  و 2𝑆[60±] چینییهلا مربوط به  تأثیرپذیریکمترین 

فرکانس طبیعی از وجود   یرپذیریتأثبه ترتیب میزان  4ذکر است نتایج جدول 

ارائه شده است. زیاد( مرتب و  به  با    ترک )از کم  اینکه  نکته قابل توجه دیگر 

یابد.  های مختلف رفته رفته کاهش میچینیافزایش طول ترک، تفاوت میان لایه

   یابد.چینی کاهش مییهبه عبارت دیگر با افزایش طول ترک اهمیت لا 

 گیرینتیجه 6-

دارای دو نوع ترک طولی و    یتیکامپوز یااستوانهدر این مقاله ارتعاشات پوسته  

تغییرشکل    تئوری  پایه   محیطی مورد مطالعه قرار گرفته است. معادلات حاکم بر 

  لاو   دانل،  هایای بیان شده که قابلیت تبدیل به تئوریبه گونه اول  مرتبه  برشی

دارد.   یا   و تفاضلی    سازی گسسته  برای  را  مربعات  روش  از  معادلات  حل  و 

دامنهتعمیم چند  نرمیافته  در  حل  روند  است.  شده  استفاده  متلب  ای  افزار 

کدنویسی شده است. پس از اعتبارسنجی کد نوشته شده از آن برای بررسی اثر  

 تفاده شده است. دار اسپارامترهای مختلف بر رفتار ارتعاشاتی پوسته ترک
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های  چینیبعد شده پوسته با و بدون ترک طولی برای لایه فرکانس طبیعی بی     4جدول  

 مختلف
Table 4 Normalized natural frequency of shell with and without 

longitudinal crack for different layups 

 c/L=0 c/L=0.4 c/L=0.6 c/L=0.8 چینیلایه

[±15]
2𝑆

 1 0.892 0.644 0.481 

[0,90]
2𝑆

 1 0.857 0.604 0.461 

[±30]
2𝑆

 1 0.815 0.574 0.443 

[±45,0,90]
𝑆
 1 0.785 0.554 0.433 

[±45,0,0]
𝑆
 1 0.780 0.553 0.432 

[±45,90,90]
𝑆
 1 0.778 0.549 0.430 

[±45]
2𝑆

 1 0.771 0.547 0.430 

[±60]
2𝑆

 1 0.758 0.541 0.427 

به   و  نتایج  )طولی  ترک  وجود  انتظار  مطابق  که  داد  نشان  آمده  دست 

می کاهش  را  سازه  طبیعی  فرکانس  همواره  زمینه  محیطی(  این  در  دهد. 

برای ترک از ترک محیطی است.  بیشتر  مراتب  به  های  اثرگذاری ترک طولی 

بر فرکانس طبیعی بسیار ناچیز و   تأثیرگذاری( میزان c/L≤0.2طولی کوچک ) 

تواند فرکانس  می  ترهای طولی بزرگکردن است. اما، وجود ترکقابل صرف نظر  

که   شد  مشاهده  ضمناً  دهد.  کاهش  نصف  از  کمتر  به  را  پوسته  طبیعی 

فرکانس  تأثیرگذاری بر  از  ترک  بیشتر  بسیار  ارتعاشی  دوم  و  اول  مود  های 

نسبتمود برای  موضوع  این  است.  بالاتر  نیز  ابعادی  های  پوسته  مختلف  های 

ها نشان داد که ضخامت پوسته نیز روند کلی  است. علاوه بر این، بررسیصادق 

دهد؛ البته اثر ترک بر کاهش فرکانس طبیعی در  اثرگذاری ترک را تغییر نمی

 تر بیشتر است.های نازکپوسته

های مختلف نشان داد که  چینی مطالعات در خصوص جنس پوسته و لایه

  ،کنندنس طبیعی پوسته را دگرگون نمیاین دو عامل روند کلی تغییرات فرکا

چینی پوسته  ترک بر فرکانس طبیعی پوسته به لایه  تأثیرگذاریهرچند میزان  

لایه آرایش  اهمیت  ترک  اندازه  افزایش  با  اینکه  ضمن  است.  کمتر  وابسته  ها 

 شود.می
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