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   چکیده

 یساده و آزاد پرداخته شده است. برا یردار،گ یمرز یطبا شرا یهچندلا یپرالاستیکها یورق مربع یرفتار خمش یلبه تحل یقتحق یندر ا

 یننئوهوک یکرنش یراست استفاده شده و به دنبال آن از تابع انرژ ینگر-یشکل کوش ییراستخراج معادلات حاکم بر مسئله از تانسور تغ

اول به  ۀمرتب یشکل برش ییرتغ یتئور یرخطی،غ هایکرنش یفرمولبند یورق استفاده شده است. برا یماد یرخطیرفتار غ یفتوص یبرا

 یرخطیحل معادلات غ برای. اندلاگرانژ به کار رفته-یلرروابط او ی،به فرم قو یپرالاستیکخراج معادلات حاکم بر ورق هااست یکار رفته و برا

روش، اعمال  ینمهم ا یایاز مزا یکیاستفاده شده است.  ینقاط شعاع یابیدرون یۀبر پا یبه فرم قو بکهحاکم بر مسئله از روش بدون ش

استخراج توابع شکل روش بدون شبکه استفاده شده  یبرا یتمیلگار یشعاع یۀحل مسئله است. از تابع پا ینددر فرآ یرخطیغ یمرز یطشرا

حاصل از روش  یجشده است. نتا یطول کمان بررس یتمبا استفاده از الگور یشعاع طنقا یابیحاصل از درون یرخطیو دستگاه معادلات غ

 یکه روش بدون شبکه به فرم قو دهندینشان م یقتحق ینا یجشده است. نتا یسهدود آباکوس مقانرم افزار المان مح یجبدون شبکه با نتا

با  یردارگ یمرز یطمقدار اختلاف در شرا ینکه کمتر یبه طور بودهمختلف  یمرز یطدر شرا ییدقت بالا یدارا یشعاع یۀبر اساس توابع پا

درصد اختلاف است. 8.72آزاد با  یمرز یطمقدار اختلاف در شرا یشتریندرصد اختلاف و ب 0.93
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Abstract 

In this paper, bending analysis of a hyperelastic multi-layer square plate with clamped, simply supported, 

and free boundary conditions are studied. The right Cauchy-Green tensor and neo-Hookean strain energy 

function utilized to define the plate's physical nonlinear behaviour. The nonlinear strains formulated using 
first-order shear deformation plate theory, and the Euler-Lagrange equations employed to derive the strong 

form of the governing equations. The meshless collocation method based on radial point interpolation 

method used to solve the nonlinear governing equations. The nonlinear boundary conditions imposed 
directly on the plate in meshless collocation method. The logarithm basis function utilized for defining 

shape functions, and the nonlinear system of equations solved using the arc-length algorithm. The results 
of the meshless method compared to those of ABAQUS finite element software. The results show that the 

meshless collocation method based on radial basis functions are efficient in nonlinear bending analysis of 

the multi-layer hyperelastic plate with various boundary conditions such that the less difference between 
meshless method and finite element method is 0.93% for clamped and the most difference is 8.72% with 

free boundary conditions.

 

 مقدمه1- 

  صورت به هاکرنش آن-هستند که نمودار تنش یمواد 1یپرالاستیکمواد ها

 
1 Hyperelastic Materials 

 مخصوص یرخطیغ یکرنش انرژی توابع از هارفتار آن یانب یبوده و برا غیرخطی

 بودن رفتارشان در  یرخطیغ یلمواد به دل ین. اشودمی استفاده هابه آن 
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 های. ورقگیرندمی قرار استفاده مورد هااز جمله ورق یمختلف هایسازه

 یزن یماد یرخطیرفتار غ یدارا یهندس یرخطیعلاوه بر رفتار غ یپرالاستیکها

 یسهدر مقا یشتریب یچیدگیپ دارای هاآن یفرمولبند یلدل ینهستند و به هم

ورق  یو خمش یارتعاش یلتحل [1] و همکاران یلیاست. آماب یگرد هایبا سازه

 هاقرار دادند. آن یمورد بررس یو عدد ینازک را به صورت تجرب یپرالاستیکها

 یفرمولبند یراب هاورق یککلاس یو تئور 1یولینر-یمون یکرنش انرژی تابع از

ارتعاشات  [2] و همکاران برسلاوسکی. انداستفاده کرده یپرالاستیکورق ها

مورد  2یننئوهوک یکرنش یاستفاده از تابع انرژرا با  یلیورق مستط یرخطیغ

-استفاده کرده هاییجابجا یبرا یکورق کلاس یاز تئور هاقرار دادند. آن یبررس

قرار دادند.  یرا مورد بررس یپرالاستیکها لایۀ چند ورق [3] همکاران و دو. اند

ورق  یلتحل یبرا یننئوهوک یکرنش یو تابع انرژ یسه بعد یها از فرمولبندآن

 هایپرالاستیک هایورق در موج انتشار [4] چن. انداستفاده کرده یپرالاستیکها

ورق در  پذیریو فرض تراکم 3یشنقرار داد. از روش پرتورب یرا مورد بررس

 هاموج در ورق یتهدا [5]و همکاران  یمسئله استفاده شده است. ل یفرمولبند

محدود  اجزای مدل از هاقرار دادند. آن یرا مورد بررس یپرالاستیکها هایلوله و

 یرخطیرفتار غ [6] مسئله استفاده نمودند. گاسم و همکاران یبررس یبرا

 ساندویچی ورق هاقرار دادند. آن یرا مورد بررس یپرالاستیکورق ها ینامیکید

ورق  [7] قرار دادند. درواکس و همکاران یلرا مورد تحل یهاول یتحت بارگذار

خود، کمانش  تحقیق در هاقرار دادند. آن یرا مورد بررس یپرالاستیکنازک ها

ورق  یلتحل [8]قرار دادند. وانگ و همکاران  یرا مورد بررس یکستیپرالااورق ه

 ۀقرار دادند. جنس ماد یمحدود را مورد بررس هایدر کرنش یپرالاستیکها

و به صورت کرنش محدود در نظر گرفته  پذیربه صورت تراکم یپرالاستیکها

 یعرض تدر ارتعاشا یرزونانس داخل سازیینهبه [9]و باجاج  یپاتیشده است. تر

 یولین،ر-یمون هایتئوری از هاکردند. آن یرا بررس یپرالاستیکها هایورق

استخراج معادلات مسئله استفاده  یبرا یخط یسیتهالاست یو تئور یننئوهوک

را مطالعه کردند.  پرالاستیکیانتشار موج در ورق ها [10]کردند. کارپ و دوربان 

 در نظر گرفتند. اولیه تنش تحت را ورق هاآن

است  یفراوان هایسازیساده یازمندن تحلیلی صورت به هاسازه یرخطیغ یلتحل

روش  یکاز  یدبا ین. بنابرایردگیفاصله م یکه در اغلب اوقات از حالت واقع

در انتخاب روش  یمناسب استفاده نمود. عوامل مختلف ییقدرتمند با کارا یعدد

مناسب روش در  ییکارا ،عوامل یناز مهمتر یکیهستند.  یرگذارحل مناسب تاث

به  یعدم وابستگ یلبدون شبکه به دل هایبزرگ است. روش هایشکل ییرتغ

روش بدون  یان،م یندارند. در ا یشتریانعطاف ب یرخطیغ هاییلشبکه، در تحل

-به انتگرال یازمعادلات و عدم ن یاستفاده از فرم قو یلبه دل یشبکه به فرم قو

و شوکلا  ینگاست. س یرخطیغ هایورق یلتحل یبرا یروش مناسب گیری،

مختلف را مورد  هاییتحت بارگذار یمدرج تابع هایورق یخمش یلتحل [11]

به  5یشعاع پایۀ توابع اساس بر 4شبکه بدون روش از هاقرار دادند. آن یبررس

 یموثر را برا یمدول برش [12]عنوان روش حل استفاده کردند. توو و همکاران 

 فرم به شبکه بدون روش از هاآن .کردند یورق بررس مشو خ یجامدات دوبعد

 یو الگهتان یاخود استفاده کردند. التولائ یلدر تحل یشعاع یۀو توابع پا قوی

را با استفاده از روش  یرخطیبستر غ یبزرگ ورق نازک بر رو یزهایخ [13]

ساخت  یبرا یشعاع پایۀ توابع از هاقرار دادند. آن یبدون شبکه مورد بررس

ورق  یهندس یرخطیرفتار غ [14] و همکاران یتوابع شکل استفاده کردند. ل

 
1 Mooney-Rivlin 
2 Neo-Hookean 
3 Perturbation 
4 Meshless Method 

کردند.  یرا بررس یکربن ۀشده با نانولول یتتقو یمدرج تابع یتیکامپوز یۀچندلا

روابط ورق استفاده  یلتحل برای هسته ذرات تابع و شبکه بدون روش از هاآن

مسائل با استفاده از روش بدون  یرخطیغ یلتحل [15] یزکردند. جاورسکا و اورک

 یمحدود برا یفرانسیلو د ایچندنقطه روش از هاکردند. آن یشبکه را بررس

 یبرا یدروش جد یک [16]و وانگ  یواستفاده کردند. ل یرخطیحل معادلات غ

 هابر اساس روش بدون شبکه ارائه کردند. آن یرخطیغ یفرانسیلحل معادلات د

 یمرز یطالگو استفاده کردند و شرا ۀارائ رایب قوی فرم به شبکه بدون روش از

روش بدون شبکه  یک [17]قرار دادند. کومار و همکاران  یمختلف را مورد بررس

به عنوان  6یمحل کالوکیشن روش از هاارائه کردند. آن یانتشار موج زمان یبرا

از روش بدون شبکه  [18]روش بدون شبکه استفاده کردند. وانگ و همکاران 

کربن  یافشده با ال یتتقو یتیورق کامپوز یرخطیارتعاشات غ لیلتح یبرا

مسئله و از روش  یفرمولبند یبرا یکورق کلاس تئوری از هااستفاده کردند. آن

 [19] یاثیو غ پوریحل مسئله استفاده کردند. غلام یبرا یبدون شبکه تصادف

 شکل توابع و شبکه بدون روش از هاانتشار موج در مخزن را مطالعه کردند. آن

 [20] یمسئله استفاده کردند. واقف یلتحل یبرا یتیهرم ینقاط شعاع درونیابی

وابسته به دما و  یمدرج تابع یورق مورب سه بعد یخمش یلتحل

به  7متحرک یگینگکر یابیکرد. از روش درون یرا بررس یکترموالاستوپلاست

مسئله استفاده شده است. ژنگ و همکاران  یلتحل یعنوان روش بدون شبکه برا

 از هاکردند. آن بررسی شبکه بدون روش از استفاده با را دارورق ترک [21]

اول استفاده  ۀمرتب یورق برش یو تئور یمحل ینگالرک-پترو شبکۀ بدون روش

 8یضخامت به صورت مدرج تابع یاستفاده شده در راستا ۀماد ینکردند. همچن

خمش غیرخطی ورق  [22]حسینی و رحیمی در نظر گرفته شده است. 

ها از روش بدون شبکه و لاستیک همگن را مورد بررسی قرار دادند. آنهایپرا

توابع پایۀ شعاعی برای تحلیل ورق استفاده کردند. همچنین نشان دادند که 

تغییر پارامتر شکل در تابع پایۀ شعاعی لگاریتمی تاثیر محسوسی بر دقت نتایج 

 هارا مطالعه کردند. آن داریهزاو یۀورق چندلا [23] نو همکارا یجسرودرندارد. 

مسئله و از روش بدون  یفرمولبند یبالا برا ۀمرتب یشکل برش ییرتغ تئوری از

 حل معادلات مسئله استفاده کردند. یبرا ینقاط شعاع یابیشبکه بر اساس درون

خمش و کمانش ورق نیمه ضخیم ورق کامپوزیتی  [24]پالیزوان و همکاران 

ها از روش توابع پایه نمایی تعمیم ویسکوالاستیک را مورد بررسی قرار دادند. آن

های روش [25]یافته برای حل مسئله استفاده کردند. آقامحمدی و همکاران 

های الیاف/فلز بررسی سازی سطحی را بر خواص خمشی کامپوزیتمختلف آماده

حاوی الیاف های الیاف/فلز رفتار خمشی چندلایه [26]کردند. آذغان و همکاران 

تحلیل قفل  [27]شیشه و کولار را مورد بررسی قرار دادند. پینگ و همکاران 

شدگی برشی خمش ورق را با استفاده از روش بدون شبکه بر اساس درونیابی 

ها را ایهای مختلف چندجملهها مرتبهنقاط شعاعی مورد بررسی قرار دادند. آن

و به این نتیجه رسیدند که با در نظر گرفتن مرتبۀ چهار  مورد بررسی قرار دادند

 توان از قفل شدگی برشی پرهیز نمود.ها میایچندجمله

-در این تحقیق معادلات حاکم بر ورق هایپرالاستیک چندلایه سیلیکون

-لاستیک با استفاده از تئوری ورق برشی مرتبۀ اول و تانسور تغییر شکل کوشی

استخراج شده است. برای این منظور از معادلات اویلر لاگرانژ گرین راست 

استفاده شده است که علاوه بر معادلات حاکم بر مسئله به فرم قوی، شرایط 

شوند. معادلات حاکم بر ورق هایپرالاستیک چند مرزی طبیعی نیز تولید می

5 Radial Basis Functions 
6 Local Collocation 
7 Moving Kriging Interpolation 
8 Functionally Graded 
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عاعی مورد لایه با استفاده از روش بدون شبکه به فرم قوی بر پایۀ توابع پایۀ ش

تحلیل قرار گرفته است. از تابع پایۀ شعاعی لگاریتمی برای تشکیل توابع شکل 

مسئله استفاده شده و شرایط مرزی مختلف )گیردار، ساده و آزاد( مورد بررسی 

 اند.قرار گرفته

 

 های هایپرالاستیکورق -2

 یروابط ساختار -2-1

 ییراز تانسور تغ یپرالاستیکحاکم بر ورق ها یاستخراج روابط ساختار یراب

با توجه  یراست استفاده شده است. دستگاه مختصات دکارت ینگر-یشکل کوش

 در نظر گرفته شده است. 1به شکل 

 
Fig. 1 multi-layer hyperelastic plate under uniformly distributed 

loading in cartesian coordiante 
 ورق چندلایه در دستگاه مختصات دکارتی تحت بارگذاری گسترده 1شکل 

 

به  یتانسور کرنش لاگرانژ یپرالاستیک،استخراج معادلات حاکم بر ورق ها یبرا

 :در نظر گرفته شده است یرز ۀصورت رابط

(1) 
𝐄 = [

𝜀𝑥𝑥 𝜀𝑥𝑦 𝜀𝑥𝑧
𝜀𝑥𝑦 𝜀𝑦𝑦 𝜀𝑦𝑧
𝜀𝑥𝑧 𝜀𝑦𝑧 𝜀𝑧𝑧

] 

 راست برابر است با: ینگر-یشکل کوش ییرتانسور تغ یجه،در نت

(2) 𝐂 = 2𝐄 + 𝐈 = [

2𝜀𝑥𝑥 + 1 𝜀𝑥𝑦 𝜀𝑥𝑧
𝜀𝑥𝑦 2𝜀𝑦𝑦 + 1 𝜀𝑦𝑧
𝜀𝑥𝑧 𝜀𝑦𝑧 2𝜀𝑧𝑧 + 1

] 

 ناورداهای اول و سوم عبارتند از:(، 2با توجه به رابطۀ )

(3) 
𝐼1 = 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐂)

𝐼3 = det(𝐂)
 

 یکرنش یورق، از تابع انرژ یماد یرخطیرفتار غ یفتوص یبرا یق،تحق یندر ا

براساس مدل  یکرنش یانرژچگالی  ۀاستفاده شده است. رابط یننئوهوک

 :شودیم یانب یربه صورت ز یننئوهوک

(4) 𝑈̅ = 𝐶10(𝐼1 − 3) 

 .باشدیم یننئوهوک یکرنش یتابع انرژ یببرابر با ضر 10Cفوق،  ۀرابطکه در 

 ناپذیریو اعمال شرط تراکم یکو لاست یلیکونبودن س ناپذیربا فرض تراکم

(=13Iکرنش در راستا )شودیحاصل م یرضخامت به صورت ز ی: 

(5) 

𝜀𝑧𝑧

= −
1

2

(

 
 
 

−2𝜀𝑥𝑥𝜀𝑦𝑧
2 + 2𝜀𝑥𝑦

𝜀𝑥𝑧𝜀𝑦𝑧 − 2𝜀𝑥𝑧
2 𝜀𝑦𝑦

+4𝜀𝑥𝑥𝜀𝑦𝑦

−𝜀𝑥𝑦
2 − 𝜀𝑥𝑧

2 − 𝜀𝑦𝑧
2

+2𝜀𝑥𝑥 + 2𝜀𝑦𝑦 )

 
 
 

(
4𝜀𝑥𝑥𝜀𝑦𝑦 − 𝜀𝑥𝑦

2

+2𝜀𝑥𝑥 + 2𝜀𝑦𝑦 + 1
)⁄  

شدن  یدار( منجر به پد4) ۀعبارت در رابط ین(، استفاده از ا5) ۀبا توجه به رابط

. به سازدیم یرممکنمعادلات را غ یلشده و تحل یکسر یرخطیغ هایعبارت

 ( استفاده شده است:5) ۀمعادل سازیساده یبرا یلورمنظور از بسط ت ینهم

(6) 

𝜀𝑧𝑧 = −4𝜀𝑥𝑥
3 − 4𝜀𝑥𝑥

2 𝜀𝑦𝑦 − 2𝜀𝑥𝑥𝜀𝑥𝑦
2 − 𝜀𝑥𝑥𝜀𝑥𝑧

2

         −4𝜀𝑥𝑥𝜀𝑦𝑦
2 − 2𝜀𝑥𝑦

2 𝜀𝑦𝑦 − 𝜀𝑥𝑦𝜀𝑥𝑧𝜀𝑦𝑧 − 4𝜀𝑦𝑦
3  

         −𝜀𝑦𝑦𝜀𝑦𝑧
2 + 2𝜀𝑥𝑥

2 + 2𝜀𝑥𝑥𝜀𝑦𝑦 +
1

2
𝜀𝑥𝑦
2  

        +
1

2
𝜀𝑥𝑧
2 + 2𝜀𝑦𝑦

2 +
1

2
𝜀𝑦𝑧
2 − 𝜀𝑥𝑥 − 𝜀𝑦𝑦 

به  یپرالاستیکورق ها یکرنش ی(، انرژ4( و )3( در )6) ۀرابط یگذاریبا جا

 :شودیحاصل م یرز ۀصورت معادل

(7) 

𝑈 = ∫𝐶10(−8𝜀𝑥𝑥
3 − 8𝜀𝑥𝑥

2 𝜀𝑦𝑦 − 4𝜀𝑥𝑥𝜀𝑥𝑦
2 − 2𝜀𝑥𝑥𝜀𝑥𝑧

2

        −8𝜀𝑥𝑥𝜀𝑦𝑦
2 − 4𝜀𝑥𝑦

2 𝜀𝑦𝑦 − 2𝜀𝑥𝑦𝜀𝑥𝑧𝜀𝑦𝑧 − 8𝜀𝑦𝑦
3

 

        −2𝜀𝑦𝑦𝜀𝑦𝑧
2 + 4𝜀𝑥𝑥

2 + 4𝜀𝑥𝑥𝜀𝑦𝑦 + 𝜀𝑥𝑦
2  

       +𝜀𝑥𝑧
2 + 4𝜀𝑦𝑦

2 + 𝜀𝑦𝑧
2 )𝑑𝑉 

 برابر است با: یخارج یرویکار ن ینهمچن

(8) 𝑊 = ∫𝑤(𝑥, 𝑦). 𝑞(𝑥, 𝑦) 𝑑𝐴 

 

 یپرالاستیکمعادلات حاکم بر ورق ها -2-2

اول  ۀمرتب یورق برش یاستخراج معادلات مربوط به کرنش، از تئور یبرا

 یراول به صورت ز ۀورق مرتب هایییراستا، جابجا یناستفاده شده است. در هم

 :شوندیم یفتعر

(9) 

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑢0(𝑥, 𝑦) + 𝑧𝜑𝑥(𝑥, 𝑦)

𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑣0(𝑥, 𝑦) + 𝑧𝜑𝑦(𝑥, 𝑦)

𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑤0(𝑥, 𝑦)

 

در  ایدرون صفحه ییجابجا ۀنشان دهند یببه ترت yφو  0u ،0v ،0w ،xφکه 

چرخش در  یانی،م ۀصفح یز، خyدر جهت  ایدرون صفحه یی، جابجاxجهت 

 هایکرنش یی،هستند. با توجه به روابط جابجا yو چرخش در جهت  xجهت 

 عبارتند از: یرخطیغ

(10) 

𝜀𝑥𝑥 = 𝑢0,𝑥 + 𝑧𝜑𝑥,𝑥 +
1

2
𝑤0,𝑥
2  

𝜀𝑦𝑦 = 𝑣0,𝑦 + 𝑧𝜑𝑦,𝑦 +
1

2
𝑤0,𝑦
2  

𝜀𝑥𝑦 = 𝑢0,𝑦 + 𝑣0,𝑥 + 𝑧(𝜑𝑥,𝑦 + 𝜑𝑦,𝑥) + 𝑤0,𝑥𝑤0,𝑦 

𝜀𝑥𝑧 = 𝜑𝑥 +𝑤0,𝑥 

𝜀𝑦𝑧 = 𝜑𝑦 + 𝑤0,𝑦 

لاگرانژ -یلراز معادلات او یپرالاستیکاستخراج معادلات حاکم بر ورق ها یبرا

 ورق یلپتانس یمعادلات از تابع انرژ یناستفاده شده است. در ا

 (Π=U-W )( و سپس 7( در )10روابط ) یگذاریاستفاده شده است. با جا
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لاگرانژ، معادلات حاکم بر مسئله -یلر( در معادلات او8( و )7روابط ) یگذاریجا

 .شوندیحاصل م

(11) 

𝛿𝑢: 𝐴(−8𝑤0,𝑥𝑤0,𝑥𝑥 − 6𝑤0.𝑦𝑤0,𝑥𝑦 − 8𝑢0,𝑥𝑥 − 4𝑣0,𝑥𝑦 

      −2𝑤0,𝑦𝑦𝑤0,𝑥 − 2(𝑢0,𝑦𝑦 + 𝑣0,𝑥𝑦)) + 𝐵(−8𝜑𝑥,𝑥𝑥 

      −6𝜑𝑦,𝑥𝑦  − 2𝜑𝑥,𝑦𝑦 = 0 

𝛿𝑣: 𝐴(−6𝑤0,𝑥𝑦𝑤0,𝑥 − 2𝑤0,𝑦𝑤0,𝑥𝑥 − 6𝑢0,𝑥𝑦 − 2𝑣0,𝑥𝑥 

      −8𝑤0,𝑦𝑤0,𝑦𝑦 − 8𝑣0,𝑦𝑦) + 𝐵(−6𝜑𝑥,𝑥𝑦 − 2𝜑𝑦,𝑥𝑥 

      −8𝜑𝑦,𝑦𝑦) = 0 

𝛿𝑤: 𝐴(−12𝑤0,𝑥
2 𝑤0,𝑥𝑥 − 2(4𝑤0,𝑦𝑤0,𝑥𝑦 + 4𝑢0,𝑥𝑥 

      +2𝑣0,𝑥𝑦)𝑤0,𝑥 − 2(2𝑤0,𝑦
2 + 4𝑢0,𝑥 + 2𝑣0,𝑦 

       )𝑤0,𝑥𝑥 − (2𝑢0,𝑥𝑦 + 2 𝑣0,𝑥𝑥) 𝑤0,𝑦 − 2(2𝑢0,𝑦 

      +2𝑣0,𝑥)𝑤0,𝑥𝑦 − 2𝜑𝑥,𝑥 − 8𝑤0,𝑦𝑤0,𝑥𝑤0,𝑥𝑦 − 

      (2𝑢0,𝑦𝑦 + 2𝑣0,𝑥𝑦)𝑤0,𝑥 − 12𝑤0,𝑦
2 𝑤0,𝑦𝑦 − 2(2𝑢0,𝑥 

      +4𝑣0,𝑦 + 1)𝑤0,𝑦𝑦 − 2𝜑𝑦,𝑦) + 𝐵(−2(4𝜑𝑥,𝑥𝑥  

      +2𝜑𝑦,𝑥𝑦)𝑤0,𝑥 − 2(4𝜑𝑥,𝑥 + 2𝜑𝑦,𝑦)𝑤0,𝑥𝑥 − 

      (2𝜑𝑥,𝑥𝑦 + 2𝜑𝑦,𝑥𝑥)𝑤0,𝑦 − 2(2𝜑𝑥,𝑦 + 2𝜑𝑦,𝑥)𝑤0,𝑥𝑦 

      −(2𝜑𝑥,𝑦𝑦 + 2𝜑𝑦,𝑥𝑦)𝑤0,𝑥 − 2(2𝜑𝑥,𝑥𝑦 + 4𝜑𝑦,𝑦𝑦) 

      𝑤0,𝑦 − 2(2𝜑𝑥,𝑥 + 4𝜑𝑦,𝑦)𝑤0,𝑦𝑦 = 𝑞 

𝛿𝜑𝑥: 𝐴(2𝜑𝑥 + 2𝑤0,𝑥) + 𝐵(−8𝑤0,𝑥𝑤0,𝑥𝑥 − 6𝑤0,𝑦 

      𝑤0,𝑥𝑦 − 8𝑢0,𝑥𝑥 − 6𝑣0,𝑥𝑦 − 2𝑤0,𝑦𝑦𝑤0,𝑥 − 2𝑢0,𝑦𝑦) 

      +𝐷(−8𝜑𝑥,𝑥𝑥  − 6𝜑𝑦,𝑥𝑦 − 2𝜑𝑥,𝑦𝑦) = 0 

𝛿𝜑𝑦: 𝐴(2𝜑𝑦 + 2𝑤0,𝑦) + 𝐵(−6𝑤0,𝑥𝑦𝑤0,𝑥 − 2𝑤0,𝑦 

      𝑤0,𝑥𝑥 − 6𝑢0,𝑥𝑦 − 2𝑣0,𝑥𝑥 − 8𝑤0,𝑦𝑤0,𝑦𝑦 − 8𝑣0,𝑦𝑦) 

      +𝐷(−6𝜑𝑥,𝑥𝑦 − 2𝜑𝑦,𝑥𝑥 − 8𝜑𝑦,𝑦𝑦) = 0 

 عبارتند از: یمرز یطشرا ینهمچن

(12) 

𝑢0 =  یا 0

[𝐴(4𝑤0,𝑥
2 + 2𝑤0,𝑦

2 + 8𝑢0,𝑥 + 

4𝑣0,𝑦) + 𝐵(8𝜑𝑥,𝑥 + 4𝜑𝑦,𝑦)]𝑛𝑦 

−[𝐴(2𝑤0,𝑦𝑤0,𝑥 + 2𝑢0,𝑦 + 2𝑣0,𝑥) 

+𝐵(2𝜑𝑥,𝑦 + 2𝜑𝑦,𝑥)]𝑛𝑥 = 0 

 

𝑣0 =  یا 0

𝐴(𝑤0,𝑦𝑤0,𝑥 + 2𝑢0,𝑦 + 2𝑣0,𝑥) 

+𝐵(2𝜑𝑥,𝑦 + 2𝜑𝑦,𝑥)]𝑛𝑦 − [𝐴 

(𝑤0,𝑥
2 + 4𝑤0,𝑦

2 + 4𝑢0,𝑥 + 8𝑣0,𝑦) 

+𝐵(4𝜑𝑥,𝑥 + 8𝜑𝑦,𝑦)]𝑛𝑥 = 0  

𝑤0 =  یا 0

[𝐴(4𝑤0,𝑥
3 + 2(𝑤0,𝑦

2 + 4𝑢0,𝑥 + 

2𝑣0,𝑦 + 1)𝑤0,𝑥 + (2𝑢0,𝑦 + 2𝑣0,𝑥) 

𝑤0,𝑦 + 2𝜑𝑥) + 𝐵(2(4𝜑𝑥,𝑥 + 2 

𝜑𝑦,𝑦)𝑤0,𝑥 + (2𝜑𝑥,𝑦 + 2𝜑𝑦,𝑥)𝑤0,𝑦 

)]𝑛𝑦 − [𝐴(4𝑤0,𝑦𝑤0,𝑥
2 + 2𝑢0,𝑦 + 

2𝑣0,𝑥𝑤0,𝑥 + 4𝑤0,𝑥
3 + 2(2𝑢0,𝑥 + 

4𝑣0,𝑦 + 1)𝑤0,𝑦 + 2𝜑𝑦) + 𝐵(( 

2𝜑𝑥,𝑦 + 2𝜑𝑦,𝑥)𝑤0,𝑥 + 2(2𝜑𝑥,𝑥 + 

4𝜑𝑦,𝑦)𝑤0,𝑦)]𝑛𝑥 = 0  

𝜑𝑥 =  یا 0

[𝐵(4𝑤0,𝑥
2 + 2𝑤0,𝑦

2 + 8𝑢0,𝑥 + 4 

𝑣0,𝑦) + 𝐷(8𝜑𝑥,𝑥 + 4𝜑𝑦,𝑦)]𝑛𝑦 − 

[𝐵(2𝑤0,𝑦𝑤0,𝑥 + 2𝑢0,𝑦 + 2𝑣0,𝑥) 

+𝐷(2𝜑𝑥,𝑦 + 2𝜑𝑦,𝑥)]𝑛𝑥 = 0  

𝜑𝑦 =  یا 0

[𝐵(2𝑤0,𝑦𝑤0,𝑥 + 2𝑢0,𝑦 + 2𝑣0,𝑥) 

+𝐷(2𝜑𝑥,𝑦 + 2𝜑𝑦,𝑥)]𝑛𝑦 − [𝐵(2 

𝑤0,𝑥
2 + 4𝑤0,𝑦

2 + 4𝑢0,𝑥 + 8𝑣0,𝑦) 

+𝐷(4𝜑𝑥,𝑥 + 8𝜑𝑦,𝑦)]𝑛𝑥 = 0 
 

 :شوندیم یفتعر یرثابت به صورت ز یبدر روابط فوق، ضرا

 

(13) [𝐴 𝐵 𝐷] = ∫ ∑𝐶10
𝑘 [1 𝑧 𝑧2] 𝑑𝑧

𝑁

𝑘=1

ℎ𝑘+1

ℎ𝑘

 

 ام است.k یۀمشخصات مربوط به لا ۀنشان دهند kکه 

( مشخص است، معادلات حاکم بر مسئله، 12( و )11همانطور که از روابط )

-معادلات را با استفاده از روش ینا توانیبوده و نم یرخطیغ هایعبارت یدارا

کارآمد  یروش عدد یکبه استفاده از  یازن یننمود. بنابرا یبررس یلیتحل های

روش بدون  رسیاست. در ادامه به بر یرخطیو مناسب جهت حل معادلات غ

 پرداخته شده است. یپرالاستیکورق ها یرخطیغ یلشبکه و کاربرد آن در تحل

 

 روش بدون شبکه-3

 یمناسب هایروش ینه،عدم استفاده از شبکه زم یلبدون شبکه به دل هایروش

 ۀبزرگ هستند. دامن هایشکل ییرمعادلات حاکم بر مسائل با تغ یلتحل یبرا

مجزا، گسسته شده و معادلات حاکم  هایآن با استفاده گره یمسئله و مرزها

 (.1)شکل شوندیم یلتبد یرخطیغ یبر مسئله به دستگاه معادلات جبر

 

 
Fig. 2 distribution of the nodes on domain and boundary of a 

square plate 

 توزیع نقاط روی دامنه و مرز ورق مربعی به صورت گستردۀ یکنواخت 2شکل 

 

توان از مزایای روش بدون شبکه به فرم قوی در مقایسه با فرم ضعیف می

 به موارد زیر اشاره نمود:

شبکه به فرم قوی، معادلات حاکم بر مسئله به در روش بدون  •

گیری صورت مستقیم مورد بررسی قرار گرفته و نیاز به انتگرال

 عددی نیست.

توانند به در روش بدون شبکه به فرم قوی، شرایط مرزی می •

هر  ینبنابراصورت مستقیم در ماتریس سفتی اعمال شوند. 
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وانند ت یم یرخطیغ یا یخط یشامل عبارت ها یشرط مرز

 .یرندقرار گ یمورد بررس

 یسیو کدنو یفرمولبند یداراروش بدون شبکه به فرم قوی،  •

 یلمورد به دل یناست. ا یفبا فرم ضع یسهدر مقا یساده تر

 است. یعدد یریمعادلات و انتگرال گ یفبه فرم ضع یازعدم ن

استفاده شده  یتمیلگار یشعاع یۀحل از تابع پا یدانم یرهایمتغ یبتقر یبرا

 :شوندیم یفتعر یرمسئله به صورت ز یرهایمنظور، متغ ینا یاست. برا

 

(14) 

{
 
 

 
 
𝑢0
𝑣0
𝑤0
𝜑𝑥
𝜑𝑦}
 
 

 
 

=∑𝜙𝑖

{
 
 

 
 
𝑎𝑖
𝑢

𝑎𝑖
𝑣

𝑎𝑖
𝑤

𝑎𝑖
𝜑𝑥

𝑎𝑖
𝜑𝑦
}
 
 

 
 

𝑁

𝑖=1

, 

 :شودیم یفتعر یرز ۀبا استفاده از رابط iϕتوابع شکل 

 

(15) 𝜙 = [𝑅𝑇(𝑥) 𝑆𝑎 + 𝑝
𝑇(𝑥) 𝑆𝑏] 

 :یمدار( 16) ۀکه در رابط

 

(16) 

𝑅𝑇(𝑥, 𝑦) = [𝑅1(𝑥, 𝑦), 𝑅2(𝑥, 𝑦), . . . , 𝑅𝑛(𝑥, 𝑦)]

𝑝𝑇(𝑥, 𝑦) = [𝑝1(𝑥, 𝑦), 𝑝2(𝑥, 𝑦), . . . , 𝑝𝑚(𝑥, 𝑦)]

𝑆𝑏 = [𝑃𝑚
𝑇𝑅𝑄

−1𝑃𝑚]
−1
𝑃𝑚
𝑇𝑅𝑄

−1

𝑆𝑎 = 𝑅𝑄
−1[1 − 𝑃𝑚𝑆𝑏]

R𝑄 = [

𝑅1(𝑥1, 𝑦1) 𝑅2(𝑥1, 𝑦1) ⋯ 𝑅𝑛(𝑥1, 𝑦1)

𝑅1(𝑥2, 𝑦2) 𝑅2(𝑥2, 𝑦2) ⋯ 𝑅𝑛(𝑥2, 𝑦2)
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑅1(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) 𝑅2(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) ⋯ 𝑅𝑛(𝑥𝑛, 𝑦𝑛)

]

P𝑚 = [

𝑃1(𝑥1, 𝑦1) 𝑃2(𝑥1, 𝑦1) ⋯ 𝑃𝑚(𝑥1, 𝑦1)

𝑃1(𝑥2, 𝑦2) 𝑃2(𝑥2, 𝑦2) ⋯ 𝑃𝑚(𝑥2, 𝑦2)
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑃1(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) 𝑃2(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) ⋯ 𝑃𝑚(𝑥𝑛, 𝑦𝑛)

]

𝑝𝑇 = [1, 𝑥, 𝑦, 𝑥2, 𝑥𝑦, 𝑦2 , . . . ]

 

 یرز ۀاستفاده شده و به صورت رابط یتمیلگار یشعاع یۀ( از تابع پا16) ۀدر رابط

 :شودیم یفتعر

(17) 
𝑅𝑖(𝑥, 𝑦) = 

((𝑥 − 𝑥𝑖)
2 + (𝑦 − 𝑦𝑖)

2)𝜂log((𝑥 − 𝑥𝑖)
2 + (𝑦 − 𝑦𝑖)

2) 

از  یکیپارامتر شکل است. انتخاب پارامتر شکل  ۀنشان دهند 𝜂(، 17) ۀدر رابط

حاصل از روش بدون شبکه بر اساس توابع  یجعوامل موثر بر دقت نتا ترینمهم

در نظر  η=2[ مقدار پارامتر شکل 23است. با توجه به مرجع ] یشعاع یۀپا

 توابع شکل برابر است با: q ۀمشتق مرتب ینگرفته شده است. همچن
 

(18) 
𝜕𝑞𝜙𝑘
𝜕𝑋𝑞

=∑
𝜕𝑞𝑅𝑖
𝜕𝑋𝑞

𝑆𝑖𝑘
𝑎 +

𝑛

𝑖=1

∑
𝜕𝑞𝑝𝑗

𝜕𝑋𝑞
𝑆𝑗𝑘
𝑏

𝑚

𝑖=1

 

 

-برابر با تعداد نقاط دامنه و مرز مسئله و تعداد چندجمله یبترتبه  m و n که

 .استفاده شده در تابع شکل هستند هاییا

 
1 Abaqus Finite Element Method (FEM) 

معادلات  ۀ(، مجموع11حاکم ) ۀ( در معادل18( و )14معادلات ) یگذاریجا با

 یسیفرم ماتر توانیکه م شودیم یلتبد یرخطیحاکم، به دستگاه معادلات غ

 نشان داد: یرز ۀآن را به صورت رابط

(19) (𝐊𝐿 + 𝐊𝑁𝐿(𝐚))𝐚 = 𝐪 

 یسفت یسماتر ی،خط یسفت یسماتر ۀنشان دهند یببه ترت q و NLK و LK که

و ماتریس سفتی غیرخطی از  هستند یعرض ۀگسترد یو بارگذار یرخطیغ

 آید.طریق رابطۀ زیر بدست می

(20) 𝐊𝑁𝐿 =
𝜕𝐑

𝜕𝐚
 

 

 نشان دهندۀ دستگاه معادلات جبری غیرخطی است. Rکه 

( از روش طول کمان استفاده شده 19دستگاه معادلات ) هایپاسخ یافتن یبرا

 .است

 توانیرا م یبا استفاده از روش بدون شبکه به فرم قو یپرالاستیکورق ها تحلیل

 :نمود یانب یربه صورت ز

معادلات حاکم بر  سازیدامنه و مرز مسئله و گسسته ینقاط رو یعتوز1- 

 ((18ۀ))رابط یشعاع یۀمسئله با استفاده از توابع پا

 یسفت یسبا صرف نظر کردن از ماتر یحل دستگاه معادلات خط 2-

 ((19ۀ)) رابطیرخطیغ

 قبل ۀمرحل هایبا استفاده از پاسخ یرخطیغ یسفت یسماتر یلتشک 3-

 با استفاده از روش طول کمان یدجد هایپاسخ ۀمحاسب 4-

 یمو قد یدجد هایپاسخ یانم یخطا ۀمحاسب 5-

 هاییداشت، جابجا 10-4کمتر از  یمقدار 5 ۀکه پاسخ مرحل یدر صورت -6

-یتکرار م یدجد هایبا پاسخ 5تا  3صورت مراحل  ینا یرهمگرا شده و در غ

 .وندش

 

 و بحث یجنتا 4-

 یکو لاست یلیکونساخته شده از س یۀچند لا یورق مربع یکبخش  ینا در

منظور  ینا یقرار گرفته است. برا یمختلف مورد بررس یمرز یطتحت شرا

 :انددر نظر گرفته شده یربه صورت ز یکو لاست یلیکونثابت س یبضرا

 

(21) 
𝐶10
𝑠𝑖𝑙𝑖𝑐𝑜𝑛 = 165000𝑃𝑎

𝐶10
𝑟𝑢𝑏𝑏𝑒𝑟 = 200000𝑃𝑎

 

 1حاصل از روش المان محدود آباکوس یجحاصل از روش بدون شبکه با نتا یجنتا

 ایچهار گره S4R شده است. در نرم افزار المان محدود آباکوس از المان یسهمقا

 .قرار دارد یکنواخت ۀگسترد یاستفاده شده و ورق تحت بارگذار

 یو المان محدود برا یبدون شبکه به فرم قو هایروش ییهمگرا ۀمطالع ابتدا

 هاییلتحل ۀنشان داده شده است. در هم 3مختلف در شکل  یمرز یطشرا

 ( با ضخامتیلیکونس/یکلاست/یلیکون)س یهاز ورق سه لا ییهمگرا

h=0.005m   شود،یمشاهده م 3استفاده شده است. همانطور که در شکل 

ساده و آزاد(  یردار،)گ یمرز یطشرا ۀهم یاز روش بدون شبکه برا اصلح یجنتا

 هاییلتحل ۀدر هم ینهمگرا شده است. بنابرا یشترو ب 19×19 هایدر تعداد گره

  .استفاده شده است یکنواخت یعگره با توز 19×19پژوهش از تعداد  ینا
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Fig. 3 Convergency diagram of a three-layer square hyperelastic 

plate (Sillicon/Rubber/Sillicon) with clamped, simply supported, 
and free boundary conditions  

( و روش المان محدود MCMنمودار همگرایی روش بدون شبکه ) 3شکل 

(FEM برای ورق مربعی سه لایۀ ) )هایپرالاستیک )سیلیکون/لاستیک/سیلیکون

  (F( و آزاد )S(، ساده )Cبا شرایط مرزی گیردار )
 

 یهورق سه لا یک یبرا یشینهب یزخ-نمودار فشار 4شکل  در

 یردارگ یمرز یطبا شرا h=0.005m ( و ضخامتیلیکونس/یکلاست/یلیکون)س

بدون  هایحاصل از روش یجنتا یاناختلاف م یشتریننشان داده شده است. ب

 .باشدیدرصد م 0.93نمودار برابر با  ینشبکه و المان محدود در ا

 یهورق سه لا یک یبرا یشینهب یزخ-نمودار فشار 5شکل  در

ساده  یمرز یطبا شرا h=0.005m ( و ضخامتیلیکونس/یکلاست/یلیکون)س

بدون  هایحاصل از روش یجنتا یاناختلاف م یشتریننشان داده شده است. ب

 .باشدیدرصد م 1.73نمودار برابر با  ینشبکه و المان محدود در ا

 یهورق سه لا یک یبرا یشینهب یزخ-نمودار فشار 6شکل  در

 یبیترک یمرز یطبا شرا h=0.005m( و ضخامت یلیکونس/یکلاست/یلیکون)س

حاصل از  یجنتا یاناختلاف م یشترینو آزاد نشان داده شده است. ب یردارگ

-یدرصد م 8.72نمودار برابر با  ینبدون شبکه و المان محدود در ا هایروش

 .اشدب

 
Fig. 4 Diagram of loading on non-dimensional maximum 
deflection for a three-layer plate (Sillicon/Rubber/Sillicon) under 

unifomly destributed loading and clamped boundary condition 

using MCM and FEM  

بعد شده برای ورق سه لایۀ نمودار بارگذاری بر حسب خیز بیشینۀ بی 4شکل 

)سیلیکون/لاستیک/سیلیکون( تحت بارگذاری گستردۀ یکنواخت و شرایط مرزی 

 (FEM( و روش المان محدود )MCMگیردار با استفاده از روش بدون شبکه )

 

 

Fig. 5 Diagram of loading on non-dimensional maximum 
deflection for a three-layer plate (Sillicon/Rubber/Sillicon) under 

unifomly destributed loading and simply supported boundary 

condition using MCM and FEM 
ای ورق سه لایۀ بعد شده برنمودار بارگذاری بر حسب خیز بیشینۀ بی 5شکل 

)سیلیکون/لاستیک/سیلیکون( تحت بارگذاری گستردۀ یکنواخت و شرایط مرزی 

 (FEM( و روش المان محدود )MCMساده با استفاده از روش بدون شبکه )

 

 

Fig. 6 Diagram of loading on non-dimensional maximum 
deflection for a three-layer plate (Sillicon/Rubber/Sillicon) under 

unifomly destributed loading and clamped and free boundary 

condition using MCM and FEM 
بعد شده برای ورق سه لایۀ نمودار بارگذاری بر حسب خیز بیشینۀ بی 6شکل 

)سیلیکون/لاستیک/سیلیکون( تحت بارگذاری گستردۀ یکنواخت و شرایط مرزی 

( و روش المان MCM( با استفاده از روش بدون شبکه )CFCFگیردار و آزاد )

 (FEMمحدود )

 

 یک یبرا xدر جهت  یپرالاستیکورق ها یانیخط م یزنمودار خ 7در شکل 

ساده با  یمرز یط( با شرایکلاست/یلیکونس/یکلاست/یلیکون)س یهورق چهارلا

 یناستفاده از روش بدون شبکه و روش المان محدود نشان داده شده است. در ا

 همچنینقرار گرفته است.  q=3000Pa یکنواخت ۀشکل، ورق تحت بار گسترد

متر در نظر گرفته شده است. همانطور که در  0.0125برابر با  یهضخامت هر لا

مطابقت  یحاصل از روش بدون شبکه دارا یجنتا شود،یمشاهده م 7شکل 

 0.94که حداکثر اختلاف برابر با  یبا روش المان محدود هستند به طور یخوب

 درصد است.
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Fig. 7 Diagram of a four-layer hyperelastic plate 
(Sillicon/Rubber/Sillicon/Rubber) with simply supported 

boundary condition under q=3000Pa using MCM and FEM 
موووووودا 7شککککککل  یوووووهن سوووووتیک چهارلا یوووووز ورق هایپرالا  ر خ

سوووواده  موووورزی  شوووورایط  بووووا  سووووتیک(  )سیلیکون/لاستیک/سیلیکون/لا

خووووت  سووووترده یکنوا گووووذاری گ حووووت بار سووووتفاده از  q=3000Paت بووووا ا

 روش بدون شبکه و روش المان محدود

 

 یهورق چهار لا یککرنش در  یعکانتور توز 8در شکل 

 ۀو بار گسترد یردارگ یمرز یط( با شرایکلاست/یلیکونس/یکلاست/یلیکون)س

با استفاده از روش بدون شبکه و روش المان محدود  q=4000Pa یکنواخت

 0.005برابر با  هایهاز لا یکضخامت هر یلتحل یننشان داده شده است. در ا

 متر درنظر گرفته شده است.

 یهدر ورق سه لا xمحور  یتنش در راستا یعکانتور توز 9در شکل 

 یکنواخت ۀساده و بار گسترد یمرز یط( با شرایلیکونس/یکلاست/یلیکون)س

q=4000Pa برابر با  هایهاز لا یکضخامت هر یننشان داده شده است. همچن

 ونبد هایروش یان، حداکثر اختلاف م9شکل  یجمتر است. با توجه به نتا 0.01

 .باشدیدرصد م 6.71شبکه و المان محدود برابر با 

 یط( با شرایکلاست/یلیکون)س یۀورق دولا یک یینمودار جابجا 10در شکل 

 یننشان داده شده است. در ا یکنواخت ۀگسترد یتحت بارگذار یردارگ یمرز

حاصل از روش المان محدود  یجحاصل از روش بدون شبکه با نتا یجنمودار، نتا

 .باشدیدرصد م 0.71 هاشده و حداکثر اختلاف آن یسهمقا

 

 

 
Fig. 8 Contour of strain along x-direction for a four-layer hyperelastic 

plate (Sillicon/Rubber/Sillicon/Rubber) with clamped boundary 

condition under q=4000Pa using MCM (top) and FEM (bottom) 
 یهچهارلا یورق مربع یبرا xمحور  یدر راستا یکرنش محور یعکانتور توز 8شکل 

 یتحت بارگذار یردارگ یمرز یط( با شرایکلاست/یلیکونس/یکلاست/یلیکون)س

( و روش المان بالابا استفاده از روش بدون شبکه ) q=4000Pa یکنواختگسترده 

 (پایینمحدود )

 

 
Fig. 9 Contour of stress along x-direction for a three-layer 
hyperelastic plate (Sillicon/Rubber/Sillicon) with simply supported 

boundary condition under q=4000Pa using MCM (top) and FEM 

(bottom) 

 یهورق سه لا یبرا xمحور  یدر راستا یتنش محور یعکانتور توز 9شکل 

 یکنواخت ۀساده و بار گسترد یمرز یط( با شرایلیکونس/یکلاست/یلیکون)س

q=4000Pa ( پایین( و روش المان محدود )بالابا استفاده از روش بدون شبکه) 

 

 

 

Fig. 10 in-plane displacement of a two-layer square hyperelastic 

plate (Sillicon/Rubber) with clamped boundary condition under 

q=3000Pa using MCM and FEM   
ای ورق دو لایۀ )سیلیکون/لاستیک( برای یک جابجایی درون صفحه 10 شکل

ورق مربعی با شرایط مرزی گیردار تحت بارگذاری گستردۀ یکنواخت 

q=3000Pa های بدوش شبکه و المان محدودبا استفاده از روش 

 

و ساده  یردارگ یمرز یطبا شرا یپرالاستیکخمش ورق ها یجنتا 1جدول  در

با استفاده از روش بدون شبکه  q=6000Pa یکنواخت ۀگسترد یتحت بارگذار

شده است. با  یسهحاصل از روش المان محدود مقا یجآن با نتا یجآمده و نتا

شبکه  دونب هایروش یان، حداکثر و حداقل اختلاف م1جدول  یجتوجه به نتا

ورق  یزدرصد( و خ 13.57) یهدر کرنش ورق دو لا یبو المان محدود به ترت

 .باشدیدرصد( م 0.3) یهپنج لا
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 گیرینتیجه -5

با  یهچندلا یپرالاستیکها یورق مربع یرخطیخمش غ یلتحل یقتحق یندر ا

و  یننئوهوک یکرنش یساده و آزاد با استفاده از تابع انرژ یردار،گ یمرز یطشرا

استخراج معادلات  یقرار گرفت. برا یاول مورد بررس ۀمرتب یورق برش یتئور

راست  ینگر کوشیشکل  ییرو تانسور تغ یاز تانسور کرنش لاگرانژ یساختار

رفتار  ی،ماد یرخطیعلاوه بر در نظر گرفتن رفتار غ یناستفاده شد. همچن

قرار گرفت. معادلات  یمورد بررس یزن یپرالاستیکورق ها یهندس یرخطیغ

نقاط  یابیو درون یه فرم قوحاکم بر مسئله با استفاده از روش بدون شبکه ب

المان  سازییهشب یجبا نتا هحاصل از روش بدون شبک یجشد. نتا یلتحل یشعاع

 یشینۀب یزخ یجنشان دادند که اختلاف نتا یجشد. نتا یسهمحدود آباکوس مقا

 یطشرا یبرا یهروش بدون شبکه و روش المان محدود در ورق سه لا یانورق م

 8.72درصد و  1.73درصد،  0.93برابر با  یبساده و آزاد به ترت یردار،گ یمرز

 یاختلاف در شرط مرز یشترینبدست آمده، ب یجنتا بهو با توجه  باشدیدرصد م

 ینرا دارند. همچنخطا  یزانم ینو ساده کمتر یردارگ یمرز یطآزاد است؛ اما شرا

دو روش  یانم یمطابقت مطلوب ای،درون صفحه ییمربوط به جابجا یجدر نتا

 هاآن یانکه حداکثر اختلاف م یبدون شبکه و المان محدود وجود دارد به طور

 یطو شرا هایهبا تعداد لا یهچندلا هایورق یلدرصد است. در تحل 0.71با  برابر

بدست  خیزهای و داشته وجود هااختلاف در کرنش یشترینمختلف، ب یمرز

 هاکه اختلاف آن یهستند؛ به طور یدقت مطلوب یآمده در هر دو روش دارا

 روش که دهندینشان م یقتحق ینحاصل از ا نتایج. است درصد 0.3 حدود در

 ینقاط شعاع یابیبا استفاده از توابع شکل حاصل از درون قوی فرم به شبکه بدون

 یطبا شرا یهچندلا یپرالاستیکورق ها یلتحل یمناسب و کارآمد برا یروش

 گوناگون است. یمرز

 

 ۀگسترد یتحت بارگذار یهدو لا یپرالاستیکورق ها یلحاصل از تحل یجنتا 1جدول 

با  0.005m2h=1h=و ساده با ضخامت  یردارگ یمرز یطبا شرا 6000Paq= یکنواخت

 بدون شبکه و المان محدود هایاستفاده از روش
Table 1 results of a two-layer hyperelastic plate under q=6000Pa with 
clamped and simply supported boundary conditions and  h1=h2=0.005m 

using MCM and FEM 

تعداد لایه
ل 

ش ح
رو

 

𝑤𝑚𝑎𝑥
× 10−2 
(𝑚) 

𝜀𝑥𝑥,𝑚𝑎𝑥
× 10−2 

𝜀𝑥𝑦,𝑚𝑎𝑥
× 10−2 

𝜎𝑥𝑥,𝑚𝑎𝑥
× 105 

𝑃𝑎 

𝜎𝑚,𝑚𝑎𝑥
× 105 

𝑃𝑎 

 گیردار

دو 

 لایه

FEM 12.66 5.34 2.02 1.27 2.07 

MCM 12.58 5.66 1.95 1.24 2.16 

سه 

 لایه

FEM 12.85 4.74 1.40 2.37 2.06 

MCM 12.74 4.63 1.59 2.49 2.24 

 چهار
 لایه

FEM 12.65 4.88 1.78 2.71 2.36 
MCM 12.51 4.71 1.69 2.43 2.18 

پنج 

 لایه

FEM 12.78 4.32 1.28 1.57 2.03 

MCM 12.63 4.21 1.19 1.43 2.22 

 ساده

دو 

 لایه

FEM 13.26 6.7 1.75 0.69 1.05 

MCM 13.39 7.09 1.66 0.71 1.18 

سه 

 لایه

FEM 13.55 7.5 1.64 0.96 0.96 

MCM 13.62 7.73 1.53 0.94 0.94 

 چهار
 لایه

FEM 13.46 7.65 1.25 0.93 0.98 

MCM 13.41 7.82 1.18 0.90 0.93 

پنج 

 لایه

FEM 13.49 7.78 1.21 1.19 1.07 

MCM 13.53 7.91 1.09 1.28 1.19 

 

 فهرست علائم -6

 

a بردار ضرایب تقریب روش بدون شبکه 

𝐂 تانسور تغییر شکل کوشی گرین راست 

𝐶10 ضریب ثابت تابع انرژی کرنشی 

𝐄 تانسور کرنش لاگرانژی 

𝐼1  گرین راستناوردای اول تانسور تغییر شکل کوشی 

𝐼3 ناوردای سوم تانسور تغییر شکل کوشی گرین راست 

𝐊𝑁𝐿 ماتریس سفتی غیرخطی 

𝐊𝐿 ماتریس سفتی خطی 

P𝑚 ایماتریس چندجمله 

p ایبردار چند جمله 

q بردار بار نیروی عرضی 

U تابع انرژی کرنشی 

𝑈 چگالی تابع انرژی کرنشی 

R  لگاریتمیتابع پایۀ شعاعی 

𝐑𝑸 ماتریس توابع پایۀ شعاعی 

u  جابجایی در راستای محورx 

𝑢0  جابجایی صفحۀ مرکزی در راستای محورx 

v  جابجایی در راستای محورy 

𝑣0  جابجایی صفحۀ مرکزی در راستای محورy 

W کار نیروی خارجی 

w  جابجایی در راستایz 

Π انرژی پتانسیل 

𝜀𝑥𝑥 , 𝜀𝑦𝑦, 𝜀𝑧𝑧 های محوریکرنش 

𝜀𝑥𝑦, 𝜀𝑦𝑧, 𝜀𝑥𝑧 های برشیکرنش 

𝜙 توابع شکل بدون شبکه 

𝜑𝑥  چرخش در جهتx 

𝜑𝑦  چرخش در جهتy 

𝜂 پارامتر شکل 
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