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 چکیدٌ

 ذبضخی ٍلتبغ ٍ هحَضی ًیطٍی قبهل الىتطٍهىبًیىی ثبض تحت پیعٍالىتطیه هطوت هؿتغیلی ٍضق ًبًَ آظاز اضتؼبـ هغبلؼِ همبلِ ایي ّسف

 عطف چْبض هطظی قطایظ ٍ غیطهحلی الاؾتیؿیتِ تئَضی ّوطاُ ثِ هثلثبتی ٍ ًوبیی قسُ انلاح ثطقی قىل تغییط ّبی تئَضی اؾبؼ ثط

 زض ثؿعایی اّویت تئَضی ایي. ثبقس هی هحیظ ًمبط توبهی زض وطًف اظ تبثؼی ًمغِ ّط زض تٌف غیطهحلی تئَضی زض. اؾت ؾبزُ گبُ تىیِ

 تَاثغ هثلثبتی، قسُ انلاح ثطقی قىل تغییط تئَضی ٍ ًوبیی قسُ انلاح ثطقی تغییطقىل زضتئَضی. زاضز ًبًَ ٍ هیىطٍ اثؼبز ثب ؾبذتبضّبی

 تئَضی اظ. اؾت ضفتِ ثىبض زٍضاًی ایٌطؾی ٍ ػطضی ثطقی قىل تغییط تبثیطات گطفتي ًظط زض خْت ضربهت، ضاؾتبی زض هثلثبتی ٍ ًوبیی

 ًبًَ. اؾت قسُ اؾتفبزُ پیعٍالىتطیه هطوت هؿتغیلی ٍضق ًبًَ وَچه عَل همیبؼ پبضاهتط گطفتي ًظط زض خْت غیطهحلی الاؾتیؿیتِ

 تطویجبت اظ هتكىل PZT 4 پیعٍالىتطیه هطوت هبزُ اظ قسُ ؾبذتِ هؿتغیلی ٍضق تحلیل ایي زض هغبلؼِ هَضز پیعٍالىتطیه هطوت ٍضق

 انل ثىبضگیطی ثب. ثبقس هی پیعٍالىتطیه ذبنیت ّوچٌیي ٍ ؾطاهیه -فلع ذَال ثِ یبثی زؾت خْت تیتبًین ٍ ظیطوًَین ؾطة، ثلَضی

 فطوبًؿی پبؾد آٍضزى زؾت ثِ ثطای ٍ آهسُ زؾت ثِ پیعٍالىتطیه هطوت هؿتغیلی ٍضق ًبًَ اضتؼبـ ثط حبون زیفطاًؿیل هؼبزلات ّویلتَى

 ضٍی ٌّسؾی ّبی ًؿجت ٍ ذبضخی ٍلتبغ هحَضی، ًیطٍّبی ًبًَ، همیبؼ پبضاهتط تأثیط ًْبیت زض. اؾت قسُ اؾتفبزُ ًبٍیط زلیك حل اظ

.اؾت گطفتِ لطاض ثطضؾی ٍ ثحث هَضز پیعٍالىتطیه هطوت هؿتغیلی ٍضق ًبًَ اٍل اضتؼبقی هس قف ثؼس  ثی عجیؼی ّبی  فطوبًؽ
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Abstract 

The aim of this paper is to study the free vibration of composite rectangular piezoelectric nanoplate 
subjected to an electro-mechanical loading includes a biaxial force and an external voltage based on 
exponential shear deformation theory and trigonometric shear deformation theory in conjunction with the 
nonlocal elasticity theory under the simply supported boundary condition. The nonlocal theory states that 
stress at a point is a function of strains at all points in the continuum. The nonlocal elasticity theory 
becomes significant for small length scale in micro and nanostructures. In exponential shear deformation 
theory andtrigonometric shear deformation theory, exponential and trigonometric functions are used in 
terms of thickness coordinate to include the effect of transverse shear deformation and rotary inertia. 
Nonlocal elasticity theory is employed to investigate effect of small scale on natural frequency of composite 
rectangular piezoelectric nanoplate. It is assumed that the composite rectangular piezoelectric nanoplate 
made of PZT 4 composite piezoelectric material includes crystal compounds of Pb, Zr and Ti to achieve 
metal-ceramic and piezoelectric properties. The governingdifferential equations of the vibration of the 
composite rectangular piezoelectric nanoplate are derived by using the Hamilton’s principle, which are then 
solved by using the Navier method to obtain the natural frequencies of the composite rectangular 
piezoelectric nanoplate. The detailed parametric study is conducted to discuss the influences of the nonlocal 
parameter, biaxial force external electric voltage and geometrical ratios on the first six nondimensional 
frequencies of the composite rectangular piezoelectric nanoplate. 
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 مقدمٍ -1

 ٍ الىتطیىی ّبی اًطغی تجسیل ٍیػگی ثِ تَخِ ثب پیعٍالىتطیه هطوت هَاز

 وٌتطل خْت ػولگطّب ٍ گطّب حؽ زض ٍؾیؼی وبضثطز ّن ثِ هىبًیىی

 زض ذبنی خبیگبُ هَاز ایي ضفتبض ثطضؾی لصا اًس یبفتِ هرتلف ّبی ؾیؿتن

 ّب زؾتگبُ ؾبظی وَچه ثِ گطایف ثب اذیط ؾبلیبى زض. زاضز اهطٍظُ ّبی پػٍّف

 ذَال ثِ یبثی زؾت ّسف ثب پیعٍالىتطیه هطوت هَاز هرتلف نٌبیغ زض

 هبًٌس ّب آى ؾبذتبضّبی ًبًَ آلی غیط تطویجبت لجیل اظ ؾطاهیه - فلع تَاهبى

 لطاض ثؿیبضی تَخِ هَضز ّب تؿوِ ًبًَ ٍ ّب حلمِ ًبًَ ّب، لَلِ ًبًَ ّب، ؾین ًبًَ

 پلاضیعُ آى خْت زض وِ هحَضی حَل پیعٍالىتطیه هطوت هَاز. اًس گطفتِ

 ّب ؾین ًبًَ ضٍی تحلیل[. 1] ثبقٌس هی ایعٍتطٍپیه ذهَنیبت زاضای قًَس هی

 لایِ[ 3] ّوىبضاى ٍ پبضن. اؾت قسُ اًدبم[ 2] ٍاًگ تَؾظ ّبی تؿوِ ًبًَ ٍ

 قىل اثط هغبلؼِ. اًس وطزُ ثطضؾی غًطاتَضّب ًبًَ زض ضا تیتبًین- ثبضین ًبظن فیلن

 پَقیسُ ؾین ًبًَ ای لایِ همبٍهت ضٍی ثط ضا ضٍی اوؿیس ؾین ًبًَ ؾبذتبض ٍ

 ؾبذتبض ًبًَ. اؾت ثَزُ [4] ّوىبضاى ٍ گبلاى تحمیمبت هَضَع وطثي ثب قسُ

 اؾت هوىي وِ اثؼبز وٌتطل ثب اهطٍظُ فٌبٍضی ّبی قبذِ اظ یىی پیعٍالىتطیه

 هبزُ ضفتبض زض اًساظُ اثط ّبیی همیبؼ چٌیي زض. اؾت ثبقس ًبًَهتط چٌس حس زض

 آقىبض اتوی ؾبظی قجیِ ٍ هرتلف ّبی آظهبیف ثِ تَخِ ثب وِ اؾت هَثط

 تحلیل ٍ تدعیِ ثِ لبزض ولاؾیه پیَؾتِ ّبی هحیظ تئَضی. گطزز هی

 لجیل اظ زیگطی یبفتِ تَؾؼِ ّبی ًظطیِ هٌظَض ثسیي ٍ ًیؿت ًبًَؾبذتبضّب

 ًظط زض ثطای [9-7] هحلی غیط ٍ[ 6] وَپل تٌف ٍ[ 5] وطًف گطازیبى

 ٍ آظاز اضتؼبـ تحلیل ثِ تَاى هی ظهیٌِ ایي زض ضًٍس، هی ثىبض اًساظُ اثط گطفتي

 گطازیبى تئَضی ثىبضگیطی ثب ّسفوٌس پیعٍالىتطیه تیطتیوَقٌىَ ًبًَ ذوف

 ثیي هحلی، ولاؾیه تئَضی زض. ًوَز اقبضُ[ 10] ّوىبضاى ٍ لی تَؾظ وطًف

 وِ هؼٌی ثسیي. اؾت ثطلطاض یه ثِ یه تٌبظط یه ًمغِ ّط زض وطًف ٍ تٌف

 ًمغِ ّوبى زض وطًف اظ فطز ثِ هٌحهط تبثؼی فمظ ًمغِ یه تٌف حبلت

 ًمغِ یه زض تٌف حبلت غیطهحلی الاؾتیؿیتِ هسل زض وِ حبلی زض. اؾت

 ٍ هغبلؼبت پبیِ ایي ثط. اؾت خؿن ًمبط توبم زض وطًف حبلت اظ تبثؼی ذبل

 گطفتِ نَضت ّب پَؾتِ ًبًَ ٍ ّب ٍضق ًبًَ تیطّب، ًبًَ ثطضٍی ای گؿتطزُ تحمیمبت

 .اؾت

 ثؿتط ضٍی ٍضق ًبًَ تطهَهىبًیىی ذوف[ 11] ّوىبضاى ٍ الظْطاًی

 ذوف تحلیل اًس، زازُ لطاض تحمیك زؾتوبیِ ضا هطعَة هحیظ زض الاؾتیه

 ٍ گلوىبًی هغبلؼبت اظ الاؾتیه لبلت زض اٍضتَتطٍپیه ّبی ٍضق ًبًَ ذغی غیط

 ٍ ذوف ثطای زلیمی حل[ 13] یَضتدَ ٍ قیوكه. اؾت ثَزُ[ 12] ضضبعلت

. اًس زازُ اضائِ تیوَقٌىَ تیط تئَضی پبیِ ثط ّسفوٌس تیطّبی ًبًَ ووبًف

 تغییط تئَضی پبیِ ثط هؿتغیلی ّبی ٍضق ًبًَ آظاز اضتؼبـ زلیك حل ّوچٌیي

. ثبقس هی[ 14] ّوىبضاى ٍ ّبقوی حؿیٌی وبضّبی اظ اٍل هطتجِ ثطقی قىل

 ثب ضا هرتلف هطظی قطایظ تحت گطافي لایِ چٌس ّبی پَؾتِ[ 15] نجحی

 ّوىبضاى ٍ ٍاًگ. اؾت زازُ لطاض تحلیل هَضز هتغیطُ زٍ ٍضق تئَضی اظ اؾتفبزُ

. اؾت ًوَزُ ثطضؾی هتٌبٍة ای لایِ ؾبذتبضّبی ًبًَ زض هَج اًتكبض[ 16]

 اذیطا اهب اًس ثَزُ ولاؾیه ؾبذتبضّبی ًبًَ ثِ هطثَط قسُ شوط هغبلؼبت اگطچِ

 اًساظُ ثِ ٍاثؿتِ پیعٍالىتطیه ًبًَؾبذتبضّبی ضفتبض تَضیح ثطای تئَضی ایي

 ٍ ذغی غیط اضتؼبـ آظاز، اضتؼبـ ّوىبضاى ٍ لیبئَلیٌگ. اؾت قسُ زازُ ثؿظ

 تئَضی پبیِ ثط پیعٍالىتطیه ًبًَتیطّبی زض ضا تطهَالىتطٍهىبًیىی پؿبووبًف

 آضاًی[. 19-17] اًس وطزُ ثطضؾی هحلی غیط تئَضی ثىبضگیطی ٍ تیوَقٌىَ تیط

 ٍ ذوكی ووبًكی، ضفتبض ظهیٌِ زض ضا ذَز هغبلؼبت[ 23-20] ّوىبضاى ٍ

 ٍضق تیط، ّبی هسل اظ اؾتفبزُ ثب ثطٍى ًیتطیس ّبی لَلِ ًبًَ ذغی غیط اضتؼبقبت

 ٍضق ًبًَ آظاز اضتؼبـ زلیك حل[ 24] ّوىبضاى ٍ لیَ. اًس زازُ اًدبم پَؾتِ ٍ

 ضطیت اثطات ّوطاُ ثِ ولاؾیه ٍضق تئَضی پبیِ ثط پیعٍالىتطیه هطوت

 ٍضق ًبًَ عجیؼی ّبی فطوبًؽ ضٍی تطهَالىتطٍهىبًیىی ثبضّبی ٍ ًبًَ همیبؼ

 ًیع[ 25] ّوىبضاى ٍ لیبئَلیٌگ ّوچٌیي. اًس زازُ اضائِ پیعٍالىتطیه هطوت

 قىل تغییط تئَضی پبیِ ثط پیعٍالىتطیه هطوت ٍضق ًبًَ ثطای تحلیلی حل

 ثبضّبی ٍ اًساظُ همیبؼ تأثیط ٍ غیطهحلی تئَضی اظ اؾتفبزُ ٍ اٍل هطتجِ ثطقی

 ّبی تئَضی زض. ًوَزًس ثطضؾی عجیؼی ّبی فطوبًؽ ضٍی ضا تطهَالىتطٍهىبًیىی

 ػطضی ثطقی وطًف ٍ تٌف تَظیغ هكبثِ ّبی تئَضی ٍ ولاؾیه ٍضق خبثدبیی

 ضربهت اظ ذغی تبثغ ثهَضت یب ٍ قَز ًوی گطفتِ ًظط زض ضربهت ضاؾتبی زض

 ٍ تَظیغ ایي ؾبظی هسل ثطای خسیس ّبی تئَضی زض اهب. گطزز هی فطو ٍضق

 وِ قَز هی گطفتِ ثْطُ تطی زلیك تَاثغ اظ تٌف، اظ ػبضی ؾغح قطایظ اضضبی

 ثؿیبضی هحممبى. ًوَز اقبضُ هثلثبتی ٍ ًوبیی تَظیغ زٍ ثِ تَاى هی خولِ آى اظ

 ّبیی ًوًَِ وِ اًس گطفتِ ثْطُ ّب تئَضی ایي اظ ؾبذتبضّب ضفتبض تَنیف خْت

 ّبی ٍضق زض آظاز اضتؼبـ ٍ ذوف گَگبل ٍ نیبز. ّؿتٌس شوط لبثل

 هغبلؼِ هَضز ضا ًوبیی ثطقی قىل تغییط تئَضی پبیِ ثط ضرین ایعٍتطٍپیه

 ضا ضرین ای لایِ ّبی ٍضق زض تٌف تحلیل ّوچٌیي ّب آى[. 26] اًس زازُ لطاض

 تحلیل[. 27] اًس ضؾبًسُ اًدبم ثِ هثلثبتی ثطقی قىل تغییط تئَضی اؾبؼ ثط

 ًوبیی ثطقی قىل تغییط تئَضی ثىبضگیطی ثب ضرین ٍضق پیچكی اضتؼبقبت

 هثلثبتی ثطقی قىل تغییط تئَضی. اؾت گطفتِ نَضت[ 28] ذبضزُ تَؾظ ًیع

 اضائِ[ 29] ؾَآضظ تَؾظ ؾبًسٍیچی ٍ هطوت ای لایِ ایعٍتطٍپیه ّبی ٍضق ثطای

 ّبی ٍضق تطهَالاؾتیه ذوف هَضز زض[ 30] ّوىبضاى ٍ تًَؿی. اؾت گطزیسُ

 تَؾؼِ اًس، وطزُ تحمیك هثلثبتی تئَضی اظ اؾتفبزُ ثب ّسفوٌس ؾبًسٍیچی

 هتمبضى هطوت ٍضق آظاز اضتؼبـ تحلیل ثطای هثلثبتی ثطقی قىل تغییط تئَضی

[ 32] فلاح ٍ ذَضقیسی. ثبقس هی[ 31]ّوىبضاى ٍ ضًگَ ّبی پػٍّف اظ ای لایِ

 ثطقی قىل تغییط تئَضی وبضگیطیِ ث ثب ّسفوٌس ًبًٍَضق ووبًف ثطضؾی ثِ

 ذَضقیسی ّوچٌیي اًس، پطزاذتِ غیطهحلی الاؾتیؿیتِ تئَضی اؾبؼ ثط ًوبیی

 تئَضی اظ اؾتفبزُ ثب ضا ّسفوٌس ٍضق ًبًَ آظاز اضتؼبـ تحلیل[ 33] ّوىبضاى ٍ

 .اًس زازُ اًدبم ًوبیی ثطقی قىل تغییط

 PZT 4 پیعٍالىتطیه هطوت ٍضق ًبًَ آظاز اضتؼبـ هؿبلِ تحمیك ایي زض

 اظ ثطزى ثْطُ خْت تیتبًین ٍ ظیطوًَین ؾطة، ثلَضی تطویجبت اظ هتكىل

 ثبضّبی تحت پیعٍالىتطیه ذبنیت ّوچٌیي ٍ ؾطاهیىی ٍ فلعی ذَال

 ًظط زض ثب ذبضخی، الىتطیىی ٍلتبغ ٍ هحَضی ًیطٍی قبهل الىتطٍهىبًیىی

 قس ذَاّس ثطضؾی ثطقی ٍوطًف ثطقی تٌف هثلثبتی ٍ ًوبیی تَظیغ گطفتي

 ّبی پػٍّف زض. ثبقس هی عجیؼی ّبی فطوبًؽ آٍضزى زؾت ثِ آى ّسف وِ

 تبثغ ثهَضت یب ٍ قسُ ًظط نطف ثطقی وطًف ٍ ثطقی تٌف تَظیغ اظ گصقتِ

 همبلِ ایي زض تَظیغ ایي ثَزى غیطذغی ثِ تَخِ ثب وِ اًس گطزیسُ لحبػ ذغی

 تبثغ زٍ ایي اظ قسُ حبنل ًتبیح همبیؿِ ٍ هثلثبتی ٍ ًوبیی تَظیغ زٍ اػوبل ثب

 اًدبم ّبی پػٍّف ؾبیط ثِ ًؿجت زلیمتط ّبی پبؾد هَخَز هٌبثغ ؾبیط ثب تَظیغ

 گطفتِ ثْطُ ًبٍیط تحلیلی ضٍـ اظ هٌظَض ایي ثطای. اؾت آهسُ زؾت ثِ قسُ

 ثط حبون تئَضی. گیطز هی ثط زض ضا ؾبزُ گبُ تىیِ هطظی قطایظ وِ اؾت قسُ

 ثطای ٍ اؾت هثلثبتی ٍ ًوبیی ثطقی قىل تغییط قسُ انلاح ّبی تئَضی هؿبلِ

 هطوت ٍضق ًبًَ  نفحِ اظ ذبضج اضتؼبـ ثط وَچه همیبؼ تأثیطات تَنیف

 ثط حبون هؼبزلات. اؾت قسُ اؾتفبزُ اضیٌگي غیطهحلی تئَضی اظ پیعٍالىتطیه

 اظ حبنل ًتبیح. اؾت آهسُ زؾت ثِ ّویلتَى انل اظ اؾتفبزُ ثب ؾیؿتن حطوت

 ًْبیت زض ٍ قسُ اػتجبضؾٌدی هؼتجط هطاخغ زض قسُ اضائِ ًتبیح ثب همبلِ ایي

 ٍ ذبضخی الىتطیىی ٍلتبغ هحَضی، ًیطٍّبی ًبًَ، همیبؼ پبضاهتط تأثیط
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 ًبًَ اٍل اضتؼبقی هس قف ثؼس ثی عجیؼی ّبی فطوبًؽ ضٍی اثؼبزی ّبی ًؿجت

 .اؾت گطفتِ لطاض ثطضؾی ٍ ثحث هَضز پیعٍالىتطیه هطوت ٍضق

 تئًری الاستیسیتٍ غیر محلی -2

 زض وطًف اظ تبثؼی ذبل ًمغِ یه زض تٌف غیطهحلی الاؾتیؿیتِ هسل زض

ای ٍ  زیٌبهیه ؾبذتبض قجىِاؾت ٍ عجك تئَضی اتوی  خؿن ًمبط توبم

اظ  ثطذی اظ وبفی تَضیح ستَاً هیلبثل تكطیح اؾت ٍ  آظهبیكبت هرتلف

 ٍ ثبلا فطوبًؽ اضتؼبـ ثب هبًٌس هَلىَلی ٍ اتوی همیبؼ ثِ هطثَط ّبی پسیسُ

 اًتگطالی ضٍاثظّبی حدوی  ًظط اظ اثطات ًیطٍ اضائِ زّس. ثب نطف هَج پطاوٌسگی

 پیعٍالىتطیه هبزُ گطفتي ًظط زض ثب غیطهحلی تئَضی گط ثیبى (2) ٍ (1)

 .[9-7] ثبقس هی

(1) 
   ( )   

    ∫  (| ́   |  )[     휀  ( ́)        ( ́)]

 

 

  ́ 

(2)   ( )  ∫ (| ́   |  )[    휀  ( ́)       ( ́)]

 

 

  ́ 

(3) 휀   
 

 
(         ) 

(4)        

 تبًؿَض     پیعٍالىتطیه، هطوتهبزُ  حدن   ،(4( تب )1) ظثزض ضٍا

،  الىتطیىی هیساى    ٍ الىتطیىی خبیی خبثِ    وطًف، تبًؿَض   휀تٌف

 ؾبذتبضی، ضطایت هبتطیؽ تطتیت  ثِ Φٍ     ،     ،       ّوچٌیي. ثبقٌس هی

 .ّؿتٌس الىتطیىی پتبًؿیل تبثغ ٍ الىتطیه زی ثَاثتپیعٍالىتطیه،  ثَاثت

 (| ́  ٍ ضٍاثظ ًظطگطفتي زض اؾت وِ ثب غیطهحلی لسضهغلك ، تبثغ(  |  

 ِث هطخغ ًمغِ زض هحلی وطًف ٍؾیلِ ِ ث ًمغِ ّط زض تبثیطات ّب آى تطویت

́ |. آیس هی زؾت   ثبقس. هی ́ زلرَاُ  ًمغِ ٍ X ًمغِ ثیي فبنلِ ،|  

وٌٌسُ ضطیت همیبؼ وَچه  اؾت ٍ هكرم همیبؼ ضطیت ⁄       

 ًیع    ٍ ذبضخی هكرهِ عَل l فضبیی، قجىِ ثبًس عَل a آى زض ثبقس وِ هی

 ٍ زاضز ثؿتگی آى زٌّسُ  تكىیل هَاز ٍ هبزُ خٌؽ ثِ وِ اؾت ثبثتی پبضاهتط

 ضا اًتگطالی اثظٍ. ضقَز هی تؼییي ًبًَؾبذتبضّب ثطای تدطثی ًتبیح اظ اؾتفبزُ ثب

 وطز. ثبظًَیؿی (6) ٍ (5) زیفطاًؿیلی نَضت ثِ تَاى هی

(5) (  (   )
   )         휀          

(6) (  (   )
   )       휀         

( هجیي اثطات اًساظُ ضٍی    گط لاپلاؾیي ٍ ضطیت همیبؼ ) ػول   

 ثبقس. پبؾد ؾبذتبضّب زض اثؼبز ًبًَ هی

 مرکب پیسيالکتریک وبوًيرقتحلیل ارتعبش  -3

هطوت پیعٍالىتطیه تحت ثبضّبی الىتطٍهىبًیىی ثط پبیِ  ٍضق ًبًَاضتؼبـ آظاز 

هطوت  ٍضق ًبًَتئَضی غیط هحلی هَضز تحلیل لطاض گطفتِ اؾت. قطایظ 

زض هرتهبت hٍ ضربهت lb، ػطو laهؿتغیلی پیعٍالىتطیه ثِ عَل 

 1هغبثك قىل  (                          ) هؿتغیلی

 .ًكبى زازُ قسُ اؾت

هطوت پیعٍالىتطیه تحت ًیطٍّبی ذبضخی )فكبضی ٍ وككی( ٍ  ًبًٍَضق

زض ضاؾتبی ضربهت هَضز اػوبل زٍلغجی هَاظی ثب هحَض Φپتبًؿیل الىتطیىی 

z [33، 32] ّبی تغییط قىل ثطقی ًوبیی ٍ هثلثبتی عجك تئَضیگیطز. لطاض هی 

ضٍاثظ نَضت  ثِ x ،y  ٍzّط ًمغِ زض ؾِ ضاؾتبی هرتهبت خبیی خبثِضٍاثظ 

 ثبقٌس. هی (7)

 
 PZT4هطوت پیعٍالىتطیه ًبًٍَضق 1شکل 

 

(7) 
 ̃(       )   (     )   

  (     )

  
  ( ) (     ) 

 ̃(       )   (     )   
  (     )

  
  ( ) (     ) 

 ̃(       )   (     ) 

. ثبقٌس هی x ،y  ٍz ّبی لایِ هیبًی زضخْبت خبیی خبثِ u ،v ٍ w تَاثغ

ظهبى  x ،y  ٍt هحَضّبی حَل تطتیت  ثِ چطذكی ّبی ایٌطؾی ξ ٍ ψّوچٌیي 

ّبی ثطقی زض ضاؾتبی ضربهت  ّب ٍ وطًف قىل تَظیغ تٌف ( ) تبثغ ّؿتٌس. 

h  هطوت پیعٍالىتطیه اؾت ٍضق ًبًَزض. 

(8) 
 ( )     

  (
 

 
)
 

 

(9)  ( )  
 

 
   (

  

 
) 

هؼبزلِ  ثطای تحلیل، ذَال الىتطیىی ثبیؿتی خبیی خبثِثط هیساى  ػلاٍُ

 ( اضضب وٌٌس.10ًیع هغبثك ضاثغِ )هىؿَل ضا 

(10) ∫ (
   
  

 
   

  
 
   
  
)    

   

    

 

هطوت پیعٍالىتطیه  ًبًٍَضقّبی ثبلا ٍ پبییي  ضٍی لایِ 1هغبثك قىل 

الىتطٍزّبیی خْت اػوبل ٍلتبغ لطاض زاضز وِ تَظیغ پتبًؿیل الىتطیىی ضٍی 

 ًبًٍَضقثبقس. ٌّگبهی وِ اتهبل الىتطٍزّب ضٍی زٍ ٍخِ  الىتطٍزّب ثبثت هی

 قَز قَز تَظیغ پتبًؿیل الىتطیىی نفط هی هطوت پیعٍالىتطیه ثطلطاض هی

ّبی الىتطیىی زض هؼبزلِ هىؿَل  خبیی خبثِزؾت آٍضزى ِ . خْت ث[34-36]

 Φهطوت پیعٍالىتطیه  ًبًٍَضقزض نفحِ هیبًی  تبثغ تَظیغ پتبًؿیل الىتطیىی

 زض ًظط گطفتِ قسُ اؾت. [37] ثِ نَضت تطویت زٍ تبثغ ذغی ٍ وَؾیٌَؾی

(11)  (       )      (𝛾 )  (     )  
    
 

 

𝛾زض ایي ضاثغِ   
 

 
  ٍV0 ِهطوت  ًبًٍَضقٍلتبغ ذبضخی اػوبل قسُ ث

تغییطات فضب ظهبى پتبًؿیل الىتطیىی زض  (     ) پیعٍالىتطیه ٍ ّوچٌیي 

 زٍ زض الىتطیىی پتبًؿیل پبییي ٍ ثبلا الىتطٍزّبی اتهبل لایِ هیبًی اؾت. ثب

ّبی  عجك تئَضی .قَز هی نفط پیعٍالىتطیه هطوت ًبًٍَضق پبییي ٍ ثبلا لایِ

 ًبًٍَضقّبی ذغی زض  تغییط قىل ثطقی ًوبیی ٍ هثلثبتی وطًف خبیی خبثِ

 آیٌس. هی زؾت ثِ (12( تب )15)هطوت پیعٍالىتطیه اظ ضٍاثظ 

(12) 
휀   

  

  
  

   

   
  ( )
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(13) 
휀   

  

  
  

   

   
  ( )

  

  
 

(14) 
휀   

 

 
(
  

  
 
  

  
   

   

    
  ( ) (

  

  
 
  

  
)) 

(15) 
휀   

 

 

  ( )

  
          휀   

 

 

  ( )

  
  

( 16ضاثغِ ) نَضت  ثِ الىتطیىی ّبی هیساى هَلفِ( 11) ضاثغِ اظ اؾتفبزُ ثب

 .زقَ هی حبنل

(16) 

    
  

  
    (𝛾 )

  

  
 

    
  

  
     (𝛾 )

  

  
 

    
  

  
  𝛾    (𝛾 )   

   
 

 

 خبیی خبثِهطوت پیعٍالىتطیه ضٍاثظ تٌف ٍ  ًبًٍَضقّبی  ثطای ؾبذتبض

ثؿظ زازُ ( 24تب ) (17ضٍاثظ )قىل  ( ث16ِ( ٍ )6(، )5) الىتطیىی اظ هؼبزلات

 قًَس. هی

(17)     (   )
        ̃  휀    ̃  휀    ̃     

(18)     (   )
        ̃  휀    ̃  휀    ̃     

(19)     (   )
         ̃  휀    ̃     

(20)     (   )
         ̃  휀    ̃     

(21)     (   )
         ̃  휀   

(22)    (   )
        ̃  휀    ̃     

(23)    (   )
        ̃  휀    ̃     

(24)    (   )
       ̃  휀    ̃  휀    ̃     

تطتیت ضطایت هؼبزل ؾبذتبضی، ِ ث   ̃ ٍ    ̃ ،   ̃  (24تب ) (17)زض ضٍاثظ 

هطوت پیعٍالىتطیه زض قطایظ تٌف  ًبًٍَضقپیعٍالىتطیه ٍ زی الىتطیه 

 قًَس. هیاضائِ  (25)ضٍاثظ  نَضت ثٍِ  [39، 38] ثبقٌس یای ه نفحِ

(25) 

 ̃       
   

 

   
    ̃       

   
 

   
    

 ̃               ̃       

 ̃       
      
   

          ̃       

 ̃                ̃       
   

 

   
 

تؼطیف  (26ضاثغِ )پیعٍالىتطیه ثِ قىل  هطوت ًبًٍَضق اًطغی وطًكی

 .قَز هی

(26)   
 

 
∫(   휀       )  

 

 

 

( تغییطات اًطغی وطًكی 26زض ضاثغِ )( 16تب )( 12ثب لطاض زازى هؼبزلات )

 قَز. ًَقتِ هی( 27ضاثغِ ) نَضت ثِهطوت پیعٍالىتطیه  ًبًٍَضق

(27) 
δ  ∫( 

    
   

𝛿   
     

    
𝛿  

    

   
𝛿 

 

 

 

    
   
  

𝛿  
    

  
𝛿  

    

  
𝛿  

   

  
𝛿  

   
  
𝛿  

     
    

  
𝛿  

    

  
𝛿  

   

  
𝛿     𝛿     𝛿  

     
   
  

   (𝛾 ) 𝛿  
   

  
   (𝛾 ) 𝛿  

       𝛾    (𝛾 ) 𝛿 )    

 (28) ًیع اظ ضاثغِ اًطغی خٌجكی هطوت پیعٍالىتطیه ًبًٍَضق ثطای

 .آیس هی زؾت ثِ

(28)   
 

 
∫ ( ̇̃   ̇̃   ̇̃ )   

 

 

 

 .( زاضین28( زض ضاثغِ )7ٍ خبیگصاضی ضٍاثظ ) تغییطاتاظ اػوبل  وِ پؽ

(29) 

δ  
 

 
∫( 

   

   
  𝛿  

   

   
  𝛿  

   

   
  𝛿 

 

 

 

     
   

   
  𝛿  

   

     
  𝛿  

   

   
  𝛿  

   

   
  𝛿  

      
  

   
  𝛿  

   

     
  𝛿  

   

     
  𝛿  

      
  

 
  𝛿  

   

     
  𝛿  

   

      
  𝛿  

      
   

      
  𝛿  

   

   
  𝛿  

   

   
  𝛿  

       
   

     
  𝛿  

   

     
  𝛿  

   

     
  𝛿 )   

گكتبٍضّبی  Mًیطٍّب،  هؼطف N ،P  ٍQ( ضطایت29) ٍ( 27زض ضٍاثظ )

اثطات ًبقی اظ ایٌطؾی  Iهطوت پیعٍالىتطیه ٍ  ًبًٍَضقذوكی ٍاضز قسُ ثِ 

 قًَس. هحبؾجِ هی (33تب ) (30ٍ ثب اؾتفبزُ اظ ضٍاثظ ) ثبقٌس هی

(30) {         }  ∫ {         }  
   

    

 

(31) {         }  ∫ {         }   
   

    

 

(32) {         }  ∫ {         } ( )  
   

    

 

(33) {       }  ∫ {       }
  ( )

  
  

   

    

 

(34) 
(                 ) 

     ∫  (        ( )   ( )  ( ) )
   

    

 

ρ چگبلی هؼبزل هبزُ هطوت پیعٍالىتطیه اؾت. ًیطٍّبی  (34)ضاثغِ  زض

ّبی  ًیطٍی نَضت ثِهطوت پیعٍالىتطیه  ًبًٍَضققسُ ضٍی  ذبضخی اػوبل

زض ًظط گطفتِ قسُ  V0ًیطٍّبی ًبقی اظ ٍلتبغ ذبضخی  ٍ P0وككی ٍ فكبضی 

 قَز. ًَقتِ هی( 35ضاثغِ ) نَضت  ثِاؾت ٍ وبض ًبقی اظ ایي ًیطٍّب 

(35) 

    

    
 

 
∫ *(       ) (

  

  
)
 

 (       ) (
  

  
)
 

+   
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 هطوت پیعٍالىتطیه ًبًٍَضقهحسٍزُ لایِ هیبًی  A (35) زض ضاثغِ

ًیطٍّبی ػوَز ثط ؾغح قبهل  (FEx, FEy) ٍ (FPx, FPy) ّوچٌیي ثبقس. هی

ّؿتٌس وِ  x  ٍyًیطٍّبی هحَضی هىبًیىی ٍ الىتطیىی زض اهتساز هحَضّبی 

 لبثل هحبؾجِ اؾت. (37)ٍ  (36)ّب اظ ضٍاثظ  همبزیط آى

(36)            

(37)                 

 قَز. ( تؼطیف هی38ثب اؾتفبزُ اظ ضاثغِ ) [8] انل ّویلتَى

(38) ∫ (𝛿  𝛿   𝛿 )    
 

 

 

هطوت  ًبًٍَضقضٍاثظ حبون ثط ضفتبض اضتؼبقی وبضگیطی انل ّویلتَى ِ ثب ث

 .سًقَ حبنل هی (44( تب )39) ضٍاثظهؿغح پیعٍالىتطیه ثِ نَضت 

(39) 

   
  

 
    

  
 (  (   )

   ) 

      ( 
   

   
   

   

   
   

   

     
  ) 

(40) 

   

  
 
    

  
 (  (   )

   ) 

      ( 
   

   
   

   

   
   

   

     
  ) 

(41) 

    
   

  
     

    
 
    

   
 

     (  (   )
   )( 

   

     
   

   

   
   

   

   
   

     
   

   
   

   

     
   

   

     
   

   

      
   

     
   

      
   

   

     
  ) 

(42) 

   
  

 
    

  
     (  (   )

   ) 

     ( 
   

   
   

   

   
   

   

     
  ) 

(43) 

   

  
 
    

  
     (  (   )

   ) 

     ( 
   

   
   

   

   
   

   

     
  ) 

(44)             𝛾    (𝛾 )  
   
  

   (𝛾 )  
   

  
   (𝛾 )    

((زض هؼبزلات 34( تب )30ّبی ًیطٍّبی هٌتدِ )ضٍاثظ ) ثب خبیگصاضی هَلفِ

 ًبًٍَضق(، هؼبزلات حبون ثط ضفتبض اضتؼبقی 44( تب )39حبون ثط حطوت )

نَضت  ثِ خبیی خبثِّبی هیساى  هطوت هؿغح پیعٍالىتطیه ثط حؿت هَلفِ

 .سًقَ هی ًتیدِ (49( تب )45) ضٍاثظ

(45) 
  
   

   
   

   

   
   

   

   
   

   

    
   

   

     
 

       
   

    
   

  

  
   (

   

   
 
   

    
) 

        
   

     
   (

   

   
 
   

    
) 

      (  (   )
   ) ( 

   

   
   

   

   
   

   

     
  ) 

(46) 

  
   

    
   

   

     
   

   

    
   

   

   
   

   

   
 

        
   

   
   

  

  
   (

   

    
 
   

   
) 

         
   

     
   (

   

    
 
   

   
) 

      (  (   )
   ) ( 

   

   
   

   

   
   

   

     
  ) 

(47) 

  
   

   
    

   

   
    

   

   
   

   

     
    

   

      
 

         
   

     
   

   

   
    (
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اًس. هؿبلِ همساض هطظی ثطای اضتؼبـ  زض پیَؾت شوط قسُ   ٍ    ضطایت 

( تب 45گبُ ؾبزُ تَؾظ ضٍاثظ ) ثب تىیِ پیعٍالىتطیههطوت هؿغح  ًبًٍَضق
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هطوت  ًبًٍَضقّبی عجیؼی  اًس. ثطای یبفتي فطوبًؽ ( هؼیي قس49ُ)

. قَز هی گبُ ؾبزُ اؾتفبزُ طایظ هطظی تىیِپیعٍالىتطیه اظ حل زلیك ثطای ق

ػٌَاى پبؾد هؿبلِ زض هؼبزلات حبون ثط ضفتبض اضتؼبقی  َضیِ ظیط ثِّبی ف ؾطی

، Umnّوچٌیي  .[40] اًس هطوت هؿغح پیعٍالىتطیه خبیگصاضی قسُ ًبًٍَضق

Vmn ،Wmn ،Ψmn ،Ξmn  ٍΦmn ّبی فَضیِ ٍ[ضطایت ؾطی 𝛼  
  

  
 𝛽  

  

  
 

نسق  هؿبلٌِّسؾی  ثسیْی اؾت وِ ایي ضٍاثظ زض قطایظ هطظی. ثبقٌس هی

 وٌٌس. هی

(50) 

{
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 }
 
 

 
 

 ∑ ∑

{
  
 

  
 
      (𝛼 )     (𝛽 )

      (𝛼 )     (𝛽 )

      (𝛼 )     (𝛽 )

      (𝛼 )     (𝛽 )

      (𝛼 )     (𝛽 )

      (𝛼 )     (𝛽 )}
  
 

  
 

    
 

   

 

   

 

 (51اضائِ قسُ زض ضاثغِ )ِ هبتطیؿی ثِ فطم ثؿتِ ؾبظی هؼبزل پؽ اظ ؾبزُ

هطوت پیعٍالىتطیه  ًبًٍَضقّبی عجیؼی  وِ ثب حل آى فطوبًؽ قَز هیحبنل 

 ̃ هبتطیؽ ؾرتی ٍ  ̃ فطوبًؽ عجیؼی،  Ωزض ایي ضاثغِ،  آیٌس. هی زؾت ثِ

 هطوت پیعٍالىتطیه اؾت. ًبًٍَضقهبتطیؽ خطم 

(51) [ ̃   ̃  ]    

 وتبیج عددی -4

 اعتببرسىجی -4-1

هطوت هؿغح  ًبًٍَضقزض ایي ثرف ًتبیح ػسزی ثطای اضتؼبـ آظاز 

گبُ ؾبزُ اضائِ قسُ اؾت. ًبًَ هبزُ  پیعٍالىتطیه تحت قطایظ هطظی تىیِ

 PZT4 هطوت پیعٍالىتطیه زض ًظط گطفتِ قسُ خْت تحلیل ضفتبض اضتؼبقی

 اؾت.  1ثبقس وِ ذَال الىتطٍهىبًیىی آى هغبثك خسٍل  هی

هطوت پیعٍالىتطیه  ًبًٍَضقحل زلیك اضتؼبـ آظاز  [24] لیَ ٍ ّوىبضاى

ّوطاُ اثطات ضطیت همیبؼ ًبًَ ٍ ثبضّبی  ثط پبیِ تئَضی ٍضق ولاؾیه ثِ

هطوت پیعٍالىتطیه اضائِ  ًبًٍَضقّبی عجیؼی  تطهَالىتطٍهىبًیىی ضٍی فطوبًؽ

 ًبًٍَضقًیع حل تحلیلی ثطای  [25] اًس. ّوچٌیي لیبئَ لیٌگ ٍ ّوىبضاى زازُ

اٍل ٍ اؾتفبزُ اظ  هطوت پیعٍالىتطیه ثط پبیِ تئَضی تغییط قىل ثطقی هطتجِ

تئَضی غیط هحلی ٍ تأثیط همیبؼ اًساظُ ٍ ثبضّبی تطهَالىتطٍهىبًیىی ضا ضٍی 

ّب هَضز  ّبی عجیؼی ثطضؾی ًوَزًس وِ  ًتبیح حبنل قسُ تَؾظ آى فطوبًؽ

اًس.  دی لطاض گطفتِآهسُ زض ایي تحلیل خْت اػتجبض ؾٌ زؾت ثِهمبیؿِ ًتبیح 

ωهطوت پیعٍالىتطیه اظ ضاثغِ  ًبًٍَضقثؼس  ّبی عجیؼی ثی فطوبًؽ  

   √
 

 ̃  
 آیٌس.  هی زؾت ثِ 

ثؼس حبنلِ اظ زٍ تئَضی تغییط قىل  همبزیط فطوبًؽ اٍل ثی 2زض خسٍل 

آهسُ اظ تئَضی  زؾت ثِّوچٌیي ثب ًتبیح ثطقی ًوبیی ٍ هثلثبتی اضائِ قسُ ٍ 

ُ قسهمبیؿِ  [25] ٍ تئَضی تغییط قىل ثطقی هطتجِ اٍل [24] ٍضق ولاؾیه

   نَضت ثِهطوت هؿغح پیعٍالىتطیه  ًبًٍَضقاؾت. اثؼبز ٍ هتغیطّبی 

ض هحبؾجبت زض ًظط گطفتِ قسُ ز     ٍ      ،       ،         

   ثب افعایف ًؿجت اؾت.
 

هطوت هؿغح پیعٍالىتطیه فطوبًؽ  ًبًٍَضقزض  

یبثس وِ زلیل آى افعایف تأثیط تغییط قىل ثطقی ػطضی زض  عجیؼی وبّف هی

   ّبی ثعضگتط ًؿجت

 
هطوت پیعٍالىتطیه زض  ًبًٍَضقاؾت. افعایف عَل  

ضربهت ثبثت ثبػث وبّف گكتبٍض ذوكی قسُ وِ هتؼبلجب اًطغی وطًكی ٍ 

ّبی عجیؼی  ط ؾجت وبّف فطوبًؽٍ ّویي اه قَز ون هی ًبًٍَضقؾرتی 

ّبی وَچىتط عَل ثِ ضربهت اثط ضطیت همیبؼ  . ّوچٌیي زض ًؿجتقَز هی

   ًبًَ ووتط اؾت وِ ایي اهط زض همبیؿِ وبّف فطوبًؽ عجیؼی زض

 
    

  ًؿجت ثِ حبلت 

 
 هكَْز اؾت.    

 PZT 4[25]  ذَال الىتطٍهىبًیىی 1جديل 

 ذَال هىبًیىی پیعٍالىتطیهذَال  ذَال زی الىتطیه

841/5 d11 (nC/V·m) 1/4- e31 (C/m2) 132 c11 (Gpa) 

124/7 d33 (nC/V·m) 5/10 e15 (C/m2) 71 c12 (Gpa) 

  1/14 e33 (C/m2) 73 c13 (Gpa) 

    115 c33 (Gpa) 

    26 c44 (Gpa) 

    5/30 c66 (Gpa) 

    7500 (kg/m2)ρ 
 

 

 زض پیعٍالىتطیه هؿغح هطوت ٍضق ًبًَ ثؼس ثی اٍل فطوبًؽ همبیؿِ 2 جديل

 تغییطقىل ٍ ولاؾیه تئَضی زٍ ثب ثطقی ًوبیی ٍ هثلثبتی تغییطقىل  ّبی تئَضی

 اٍل هطتجِ ثطقی

40
  

 
  10

  

 
  

μ 

]24[ ]25[ Tri. Exp. ]24[ ]25[ Tri. Exp. 

1574/0  1570/0  1566/0  1568/0  6290/0  6068/0  6059/0  6064/0  0 

1439/0  1435/0  1429/0  1432/0  5748/0  5545/0  5535/0  5541/0  1/0  

1177/0  1174/0  1168/0  1171/0  4702/0  4536/0  4529/0  4533/0  2/0  

0945/0  0943/0  0937/0  0940/0  3775/0  3641/0  3634/0  3637/0  3/0  

0772/0  0770/0  0764/0  0768/0  3085/0  2976/0  2967/0  2972/0  4/0  

0646/0  0645/0  0638/0  0642/0  2582/0  2491/0  2487/0  2489/0  5/0  

 تحلیل الکتريمکبویکی -4-2

هطوت  ًبًٍَضقثؼس قف هس اضتؼبقی اٍل  تغییطات فطوبًؽ عجیؼی ثی 2قىل 

هؿغح پیعٍالىتطیه ًؿجت ثِ تغییط ضطیت همیبؼ وَچه ًبًَ ضا ثط هجٌبی 

نَضت  زّس. زض ایي تحلیل اثؼبز ثِ تئَضی تغییط قىل ثطقی ًوبیی ًكبى هی

زض ًظط گطفتِ قسُ       ٍ      ،        ،       ،        

ثسٍى هطوت هؿغح پیعٍالىتطیه  ًبًٍَضقگط حبلت ولاؾیه  ثیبى     اؾت.

 اثط غیط هحلی اؾت.

آهسُ زض ایي تحلیل ًؿجت  زؾت ثِّبی عجیؼی  فطوبًؽ قَز هلاحظِ هی

 س. ضطیت همیبؼ وَچه اثط هْوی ضٍییبثٌ ثِ حبلت ولاؾیه وبّف هی

عجیؼی  ّبی وِ ثب افعایف آى فطوبًؽ عَضیِ ّبی عجیؼی زاضز ث فطوبًؽ

 یبثٌس. گیطی وبّف هی هطوت هؿغح پیعٍالىتطیه ثِ قىل چكن ًبًٍَضق

زلیل ایي اهط تأثیط ضطیت غیط هحلی ضٍی اثط زٍ عطفِ ولیِ ًمبط زاهٌِ هَضز 

ّبی  ّب ٍ وبّف فطوبًؽًبًَؾبذتبضثبقس وِ هَخت وبّف ؾرتی  تحلیل هی

ثؼس قف هس  ًیع تغییطات فطوبًؽ عجیؼی ثی 3قىل  قَز. عجیؼی هی

ًؿجت ثِ ضطیت همیبؼ وَچه ًبًَ ثط هجٌبی تئَضی تغییط قىل  اضتؼبقی اٍل

 ًبًٍَضقّبی عجیؼی  زّس. وِ ضًٍس وبّكی فطوبًؽ ثطقی هثلثبتی ضا ًكبى هی

هطوت پیعٍالىتطیه ثب افعایف همساض ضطیت همیبؼ وَچه ّوچٌبى هكَْز 

ّوچٌیي آٌّگ تفییطات فطوبًؽ عجیؼی ثب تغییطات ضطیت همیبؼ ًبًَ  اؾت.

ّبی ثطقی  س ًبقی اظ اثط وبّكی ظیبز زض تٌفتَاً هیىؽ زاقتِ وِ ًؿجت ػ

 ًبًَؾبذتبض پیعٍالىتطیه ثبقس.هَخت افعایف ضطیت ًبًَ ٍ وبّف ؾرتی ِ ث

تفبٍت هیبى همبزیط  4تب  2ّبی  ٍ ثب تَخِ ثِ قىل 2 هغبثك خسٍل

ّبی هرتلف لبثل هلاحظِ اؾت  فطوبًؽ عجیؼی ّط هس اضتؼبقی زض تئَضی

تغییط قىل ثطقی هثلثبتی، ًوبیی،   ّبی حبنلِ اظ تئَضی وِ فطوبًؽعَضی ِ ث
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تفبٍت  زلیل ثِوِ  قَز تطتیت زاضای ضًٍس افعایكی هیِ هطتجِ اٍل ٍ ولاؾیه ث

 ثبقس. زض تَظیغ تٌف ثطقی ٍ ایٌطؾی زٍضاًی زض ضاؾتبی ضربهت هی

 
ثؼس قف هس اضتؼبقی اٍل ًؿجت ثِ ضطیت  تغییطات فطوبًؽ عجیؼی ثی 2شکل 

پیعٍالىتطیه ثط هجٌبی تئَضی تغییط قىل ثطقی  هطوت ًبًٍَضقهمیبؼ وَچه زض 

 ًوبیی

اهب زض  قَز زض تئَضی ٍضق ولاؾیه تَظیغ تٌف ثطقی ػطضی لحبػ ًوی

ل اثط ّبی تغییط قىل ثطقی هطتجِ اٍل، ًوبیی ٍ هثلثبتی خْت اػوب تئَضی

 قَز تٌف ثطقی ػطضی ثتطتیت اظ تَاثغ ذغی، ًوبیی ٍ هثلثبتی اؾتفبزُ هی

وِ ثب تَخِ ثِ ثؿظ تیلَض تَاثغ تَظیغ تٌف ثطقی زض ضاؾتبی ضربهت زض 

ضًٍس افعایكی تبثغ تَظیغ تٌف  4ّب زض قىل  ّبی شوط قسُ ٍ ًوَزاض آى تئَضی

ّوَاضُ اظ تبثغ  همبزیط تبثغ هثلثبتی وِ عَضی ثِثطقی ػطضی هكَْز اؾت 

ًوبیی، ٍ تبثغ ًوبیی ّوَاضُ اظ تبثغ ذغی ثیكتط اؾت. ٍ ّویي اهط هَخت 

وِ ثبػث  قَز ّبی ثطقی ػطضی زض ًوَزاضّبی ثبلاتط هی تط تٌف تَظیغ گؿتطزُ

ت پیعٍالىتطیه ٍ هطو ًبًٍَضقوبّف اثط توطوع تٌف ثطقی، وبّف ؾرتی 

قَز. ثب همبیؿِ ًوَزاض زٍ تبثغ تَظیغ  ّبی عجیؼی هی فطوبًؽ هتؼبلجب وبّف

ًوبیی ٍ هثلثبتی ثب تبثغ ذغی اضضبی قطط ؾغح ػبضی اظ تٌف ثطقی زض 

هطوت پیعٍالىتطیه زض زٍ تئَضی تغییط قىل ثطقی ًوبیی ٍ هثلثبتی  ًبًٍَضق

 زض  وِ عَضی ثِ. لبثل تَخیِ اؾت
 

 
تط ٍ زض ًتیدِ ثط ذلاف زٍ  تَظیغ گؿتطزُ 

تغییط قىل ثطقی هطتجِ اٍل ثسٍى اؾتفبزُ اظ ضطیت  تئَضی ٍضق ولاؾیه ٍ

اثط ًیطٍی  5قىل  تهحیح ثطقی ؾغح ػبضی اظ تٌف ثطقی هسل قسُ اؾت.

هطوت  ًبًٍَضقضا ضٍی ؾِ فطوبًؽ عجیؼی اٍل ثی ثؼس زض  P0(N)هحَضی 

μپیعٍالىتطیه ثب قطایظ  زّس. ثب اػوبل ًیطٍی  ًكبى هی     ٍ      

هطوت پیعٍالىتطیه  ًبًٍَضقثؼس  عجیؼی ثیّبی  هحَضی فكبضی فطوبًؽ

. قَز یبثٌس وِ ایي ضًٍس ثب اػوبل ًیطٍی هحَضی وككی هؼىَؼ هی وبّف هی

هطوت پیعٍالىتطیه زض اثط هثجت یب  ًبًٍَضقایي تغییطات ًبقی اظ تغییط ؾرتی 

ثبقسوِ حبوی اظ فكبضی ٍ  هٌفی ثَزى ًیطٍّبی هحَضی اػوبل قسُ هی

ثب افعایف اػوبل ًیطٍی فكبضی ؾرتی  اؾت. ضیوككی ثَزى ًیطٍّبی هحَ

یبثس ٍ زض همبثل ًیطٍی وككی همبٍهت  عٍالىتطیه وبّف هییهطوت پ ًبًٍَضق

ضٍی  V0(V)اثطات تغییط ٍلتبغ ذبضخی  6زض قىل  زّس. ؾرتی ضا افعایف هی

هطوت پیعٍالىتطیه ثطضؾی قسُ وِ  ًبًٍَضقثؼس  ؾِ فطوبًؽ عجیؼی اٍل ثی

μ زض ایي تحلیل ًیع  ُ اؾت. قسلحبػ      ٍ      

 
ثؼس قف هس اضتؼبقی اٍل ًؿجت ثِ ضطیت  تغییطات فطوبًؽ عجیؼی ثی 3شکل 

هطوت پیعٍالىتطیه ثط هجٌبی تئَضی تغییط قىل ثطقی  ًبًٍَضقهمیبؼ وَچه زض 

 هثلثبتی
 

 
هطوت  ًبًٍَضقثؿظ تیلَض تَظیغ تٌف یطقی ػطضی زض ضاؾتبی ضربهت  4شکل 

پیعٍالىتطیه ثط پبیِ زٍ تئَضی تغییط قىل ثطقی ًوبیی ٍ هثلثبتی ٍ همبیؿِ ثب ثؿظ 

 )هیٌسلیي( تیلَض تَظیغ ذغی زض تئَضی تغییط قىل ثطقی هطتجِ اٍل
 

 

ثؼس زض ًبًٍَضق هطوت هؿغح  ّبی عجیؼی ثی اثط ًیطٍی هحَضی ضٍی فطوبًؽ 5شکل 

 ثطقی ًوبییپیعٍالىتطیه ثط اؾبؼ تئَضی تغییط قىل 

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

1 2 3 4 5 6

ω 

n 

μ = 0 

μ = 0.1 

μ = 0.2 

μ = 0.3 

μ = 0.4 

μ = 0.5 

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

1 2 3 4 5 6

ω 

n 

μ = 0 

μ = 0.1 

μ = 0.2 

μ = 0.3 

μ = 0.4 

μ = 0.5 

-4E-09

0

4E-09

8E-09

1.2E-08

1.6E-08

-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

f(z) 

z (nm) 

TRI.

EXP.

Mindlin

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

-5 -3.75 -2.5 -1.25 0 1.25 2.5 3.75 5

ω 

P0 (N) 

ω1 ω2 ω3 



 و همکاران کوروش خورشیدی                                                                         تحلیل ارتعاش آزاد الکترومکانیکی نانو ورق مستطیلی مرکب پیسوالکتریک با ...

251 

ی
ور

فنا
و 

م 
لو

 ع
یه

شر
ن

ت
زی
و
مپ
کا

 

 
ّبی عجیؼی ًبًٍَضق هطوت پیعٍالىتطیه ثط  اثط ٍلتبغ ذبضخی ضٍی فطوبًؽ6 شکل 

 اؾبؼ تئَضی تغییط قىل ثطقی ًوبیی

ّبی عجیؼی ًؿجت ثِ تغییطات ٍلتبغ ذبضخی ثؿیبض حؿبؼ ثَزُ  فطوبًؽ

ّبی عجیؼی  فطوبًؽ2/0تب -2/0ثب تغییط اًسن ٍلتبغ الىتطیىی اظ  وِ عَضی ثِ

هبّیت ٍ  زلیل ثِزض هَاز هطوت پیعٍالىتطیه  اًس. وبّف لبثل تَخِ قسُزچبض 

ؾبذتبض ثلَضّب ًیطٍی هىبًیىی ٍ ٍلتبغ الىتطیىی زاضای اثطات هكبثْی ّؿتٌس ٍ 

ثب اػوبل ٍلتبغ  ًبًَؾبذتبضّویي اهط ثبػت ایدبز ًیطٍّبی فكبضی ٍ وككی زض 

ٍالىتطیه زض اثط هطوت پیع ًبًٍَضقوِ تغییط ؾرتی  قَز هثجت ٍ هٌفی هی

تأثیط  قَز. ّبی عجیؼی هی ایدبز ایي ًیطٍّب هَخت وبّف ٍ افعایف فطوبًؽ

هطوت هؿغح  ًبًٍَضقثؼس زض  ضٍی فطوبًؽ عجیؼی اٍل ثی ضطیت همیبؼ ًبًَ

ًكبى زازُ قسُ  7 ّبی هرتلف عَل ثِ ػطو زضقىل ًؿجتپیعٍالىتطیه زض 

ثبقٌس ٍ اظ ًیطٍی  ّبی تغییط قىل ثطقی ًوبیی هی اؾت وِ هطثَط ثِ تئَضی

( ٍ ضربهت     ٍ      پَقی ) هحَضی ٍ ٍلتبغ الىتطیىی ذبضخی چكن

 ثبثت لحبػ قسُ اؾت.

 
)اثط ًؿجت عَل ثِ ػطو  7شکل 

  

  
هطوت  ًبًٍَضقثؼس زض  ضٍی فطوبًؽ اٍل ثی (

 هؿغح پیعٍالىتطیه ثط اؾبؼ تئَضی تغییط قىل ثطقی ًوبیی

افعایف ًؿجت عَل ثِ ػطو ثبػث وكیسگی زض قىل ٌّسؾی ًبًٍَضق هطوت 

گبّی اؾت وِ ثِ  قَز وِ ایي اهط هَخت افعایف اثطات تىیِ پیعٍالىتطیه هی

ثِ ثطز ثب تَخِ  ًَثِ ذَز اًطغی وطًكی شذیطُ قسُ زض ًبًَؾبذتبض ضا ثبلا هی

تبثیط هؿتمین اًطغی وطًكی ضٍی ؾرتی ًبًٍَضق هطوت پیعٍالىتطیه زض 

یبثٌس.افعایف ًؿجت عَل ثِ  ّبی عجیؼی ضًٍس افعایكی هی ًتیدِ فطوبًؽ

قَز  ػطو ثبػث وكیسگی زض قىل ٌّسؾی ًبًٍَضق هطوت پیعٍالىتطیه هی

گبّی اؾت وِ ثِ ًَثِ ذَز اًطغی  وِ ایي اهط هَخت افعایف اثطات تىیِ

ثطز ثب تَخِ ثِ تبثیط هؿتمین  ًكی شذیطُ قسُ زض ًبًَؾبذتبض ضا ثبلا هیوط

ّبی  اًطغی وطًكی ضٍی ؾرتی ًبًٍَضق هطوت پیعٍالىتطیه زض ًتیدِ فطوبًؽ

 یبثٌس. عجیؼی ضًٍس افعایكی هی

 گیری بحث ي وتیجٍ -5

هطوت هؿغح پیعٍالىتطیه ثب  ًبًٍَضقزض هغبلؼِ حبضط ضفتبض اضتؼبقی 

ّبی تغییط قىل ثطقی ًوبیی ٍ هثلثبتی ثط پبیِ تئَضی غیط  ئَضیت وبضگیطی ثِ

گبُ ؾبزُ هَضز ثطضؾی  ضٍـ تحلیلی ًبٍیط ثطای قطایظ هطظی تىیِ هحلی ٍ ثِ

آهس.  زؾت ثِهؼبزلات حبون ثط حطوت ثب اؾتفبزُ اظ انل ّویلتَى  لطاض گطفت.

ذبضخی ٍ  ًتبیح ػسزی زض هَضز تأثیط ضطیت همیبؼ ًبًَ، ًیطٍی هحَضی، ٍلتبغ

هطوت هؿغح پیعٍالىتطیه ًكبى زٌّسُ هَاضز شیل  ًبًٍَضقّبی ثؼس  ًؿجت

 اؾت:

ّبی عجیؼی ثب هغبلؼِ تأثیط ضطیت همیبؼ وَچه ًبًَ ضٍی فطوبًؽ -1

ثب افعایف ایي ضطیت  قسهطوت هؿغح پیعٍالىتطیه هكبّسُ  ًبًٍَضق

یبثس. ًطخ وبّف همساض فطوبًؽ عجیؼی زض همبزیط  فطوبًؽ عجیؼی وبّف هی

اؾت ٍ ثب افعایف ایي ضطیت ًطخ وبّف  ثیكتطپبییي ضطیت همیبؼ ًبًَ 

ّبی  س ًبقی اظ اثط وبّكی ظیبز زض تٌفتَاً هیوِ قَز فطوبًؽ عجیؼی وٌس هی

پیعٍالىتطیه  ًبًَؾبذتبضثطقی ثوَخت افعایف ضطیت ًبًَ ٍ وبّف ؾرتی 

 ثبقس.

ّبی تغییط قىل  عجیؼی ّط هس اضتؼبقی زض تئَضی همبزیط فطوبًؽ -2

تفبٍت زض ًَع تَظیغ تٌف ثطقی  .ثطقی ًوبیی ٍ هثلثبتی زاضای اذتلاف اؾت

ّبی  ػطضی زض ضاؾتبی ضربهت هَخت ثطٍظ اذتلاف زض همبزیط فطوبًؽ

 عجیؼی اؾت.

ّبی عجیؼی ثب افعایف ًؿجت عَل ثِ ضربهت ثِ قست وبّف  فطوبًؽ -3

هطوت پیعٍالىتطیه زض ضربهت ثبثت ثبػث  ًبًٍَضقافعایف عَل یبثٌس.  هی

ون  ًبًٍَضقاًطغی وطًكی ٍ ؾرتی  وبّف گكتبٍض ذوكی قسُ وِ هتؼبلجبً

 قَز. ّبی عجیؼی هیٍ ّویي اهط ؾجت وبّف فطوبًؽ قَز هی

ّبی عجیؼی ثب افعایف ًؿجت عَل ثِ ػطو  طوبًؽضًٍس افعایف ف -4

ّبی پبییي عَل ثِ ػطو ایي افعایف همساض  ضاثغِ هؿتمین زاضز وِ زض ًؿجت

فطوبًؽ ثب قیت ون ٍ ثب افعایف ًؿجت عَل ثِ ػطو ثب ًطخ ثیكتطی ّوطاُ 

افعایف ًؿجت عَل ثِ ػطو ثبػث وكیسگی زض قىل ٌّسؾی ثبقس.  هی

وِ ایي اهط هَخت افعایف اثطات  قَز هیهطوت پیعٍالىتطیه  ًبًٍَضق

ضا  ًبًَؾبذتبضگبّی اؾت وِ ثِ ًَثِ ذَز اًطغی وطًكی شذیطُ قسُ زض  تىیِ

هطوت  ًبًٍَضقثطز ثب تَخِ ثِ تبثیط هؿتمین اًطغی وطًكی ضٍی ؾرتی ثبلا هی

 یبثٌس. ّبی عجیؼی ضًٍس افعایكی هی پیعٍالىتطیه زض ًتیدِ فطوبًؽ

هطوت  ًبًٍَضقًیطٍّبی هحَضی زض اضتؼبـ ٍ فطوبًؽ عجیؼی  -5

ّبی  ثب افعایف اػوبل ًیطٍی فكبضی فطوبًؽپیعٍالىتطیه هَثط ثَزُ وِ 

یبثٌس ٍ ایي ضًٍس ثب اػوبل ًیطٍی هحَضی وككی  ثؼس وبّف هی عجیؼی ثی

هطوت  ًبًٍَضق. ایي تغییطات ًبقی اظ وبّف ؾرتی قَز هؼىَؼ هی
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فكبض هحَضی اؾت ٍ زض همبثل ًیطٍی وككی همبٍهت پیعٍالىتطیه زض اثط 

 زّس. ؾرتی ضا افعایف هی

ّبی عجیؼی ًؿجت ثِ تغییطات ٍلتبغ ذبضخی ثؿیبض حؿبؼ  فطوبًؽ -6

تغییطات اًسن ٍلتبغ الىتطیىی  وِ عَضی ثِوٌٌس  ؾطػت تغییط هیِ ثَزُ ٍ ث

 . زض هَاز هطوتقَز ّبی عجیؼی هی هَخت تغییط ثؿیبض ظیبز زض فطوبًؽ

هبّیت ٍ ؾبذتبض ثلَضّب ًیطٍی هىبًیىی ٍ ٍلتبغ الىتطیىی  زلیل ثِپیعٍالىتطیه 

زاضای اثطات هكبثْی ّؿتٌس ٍ ّویي اهط ثبػت ایدبز ًیطٍّبی فكبضی ٍ 

قَز وِ تغییط ؾرتی  ثب اػوبل ٍلتبغ هثجت ٍ هٌفی هی ًبًَؾبذتبضوككی زض 

هطوت پیعٍالىتطیه زض اثط ایدبز ایي ًیطٍّب زلیل وبّف ٍ افعایف  ًبًٍَضق

 ّبی عجیؼی اؾت. فطوبًؽ

انلاح قسُ وِ زٍ تَظیغ تٌف  ثطقیّبی تغییط قىل  زض تئَضی -7

س ثسٍى اؾتفبزُ اظ ضطیت ّؿتٌ  ثطقی ػطضی ًوبیی ٍ هثلثبتی اظ آى خولِ

 .قَز تهحیح ثطقی قطایظ ؾغَح ػبضی اظ تٌف ثطقی اضضب هی

 پیًست -6
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