
 303 -303ص  ، ص59آرر ، 3، شواره 3جلذ  

                                                                                                                                      
 

 :Please cite this article using                                                                                                                                     برای ارجبع بٍ ایه مقبلٍ از عببرت زیر استفبدٌ ومبییذ:  

Moosaie, A. and Panahi Kalus, H., “Exact solution of steady nonlinear heat conduction in exponentially graded cylindrical and spherical shells with temperature-dependent 

properties”, In Persian, Journal of Science and Technology of Composites, Vol. 3, No. 3, pp. 301-306, 2016. 

 نشریه علوی پژوهشی 

 کامپوزیـت علوم و فناوری
http://jstc.iust.ac.ir 

 

ای ي کريی مذرج  َبی جذار ضخیم استًاوٍ م در پًستٍیخطی دا حل دقیق َذایت حرارت غیر

 تببعی ومبیی ي خًاص مًاد تببع دمب

 2، حبمذ پىبَی کبلًس*1امیه مًسبئی

 اعتبدیبر، هٌْذعی هکبًیک، داًؾگبُ یبعَج، یبعَج  -1

 داًؾدَی کبرؽٌبعی ارؽذ، هٌْذعی هکبًیک، داًؾگبُ یبعَج، یبعَج -2

 moosaie@yu.ac.ir، 75918-74934پغتی  ، فٌذٍقتْزاى*

 

 اطلاعبت مقبلٍ 
 6/11/94دریبفت: 

 28/2/95پذیزػ: 
 

 :بنياژگ ذکلی

 ّذایت حزارت غیز خغی

 ضزیت ّذایت ٍاثغتِ ثِ دهب 

 هبدُ هذرج ًوبیی 

 اعتَاًِ تَخبلی 

 کزُ تَخبلی
 

 چکیذٌ

ثزای ّذایت گزهبیی درٍى یک هبدُ هذرج تبثؼی کِ خَاؿ هَاد آى دارای تبثؼیت ًوبیی ًغجت ثِ  دلیك در ایي همبلِ یک راُ حل تحلیلی

ٍ دلیل ٍاثغتگی خَاؿ هَاد ثِ دهب، هؼبدلِ حبکن غیز خغی ؽذُ  هکبى ٍ تبثؼیت خغی ًغجت ثِ دهب داؽتِ ثبؽذ، ارائِ ؽذُ اعت. ثِ

ثبؽذ، کِ ایي تجذیل  حل کزد. اعبط رٍػ حل تحلیلی پیؾٌْبد ؽذُ اعتفبدُ اس یک تجذیل اًتگزالی هی عَر هغتمین تَاى آى را ثِ ًوی

کبر رفتِ،  ثِتَعظ تجذیل  هٌبعت ؽزایظ هزسیلاسم اعت کٌذ. ّوچٌیي  خغی را ثِ یک هؼبدلِ خغی تجذیل هی هؼبدلِ هیذاى دهبی غیز

تجذیل هؼکَط اعتفبدُ یک آیذ. پظ اس آى اس  دعت هیِ هبی تجذیل یبفتِ ثهیذاى د عپظاعتفبدُ ؽَد. عپظ هؼبدلِ خغی ؽذُ حل ٍ 

دعت آیذ. در ًْبیت اس ایي رٍػ دٍ هغئلِ ّذایت درٍى یک اعتَاًِ یک ثؼذی در خْت ؽؼبع ٍ هغئلِ ِ ؽَد تب هیذاى دهبی فیشیکی ث هی

لِ همبیغِ ٍ ئاًدبم ؽذُ، ًتبیح ثب حل ػذدی هغثزای اػتجبرعٌدی ٍ اعویٌبى اس حل ریبضی  .ؽَد حل هیّذایت درٍى پَعتِ کزٍی 

 تغبثك کبهلی هؾبّذُ ؽذ.
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Abstract 

In this study, an exact analytical solution of steady heat conduction problem in exponentially graded 
inhomogeneous materials with temperature-dependent heat conductivity is presented. The FGM properties 
are assumed to depend exponentially on spatial coordinates whereas the temperature dependency is taken 
to be a linear function. The proposed method is based on an integral transformation of the temperature 
field, which transforms the nonlinear heat equation into a linear one for the transformed temperature. The 
boundary conditions are to be transformed as well. Once the linear equation is solved and the transformed 
temperature is obtained, the inverse transform is used to calculate the physical temperature field. The 
boundary conditions are enforced on the transformed temperature. Finally, in order to demonstrate the 
application of the proposed method, two numerical examples are worked out, i.e. nonlinear heat conduction 
in the radial direction of cylindrical and spherical thick-walled shells. In order to check the validity of the 
proposed solution scheme, a numerical solution of the problems has been performed and an excellent 
agreement has been established. 

 

 مقذمٍ -1

تَاًذ توبم ًیبسّبی هٌْذعی کِ  هَاد ّوگي عبدُ اس خولِ فلش، در ػول ًوی

تَاى در  ثبؽذ را ثزآٍردُ کٌذ. ایي هحذٍدیت را هی در حبل رؽذ هی

ای ًبّوغبًگزد یب  ّبی لایِ ّبی هٌْذعی تب حذی ثَعیلِ کبهپَسیت عزاحی

هٌذی در ثِ ٍعیلِ فیجز ثز عزف کزد. ثب ٍخَد عَد  ّبی تمَیت ؽذُ کبهپَسیت

ّبیی  ّب ٍ کبعتی کبرثزدّبی هتٌَع، اهب هَاد کبهپَسیت ًیش دارای هحذٍدیت

ای ثَدى در  ّب ثِ خبعز ًبپیَعتگی ٍ لایِ لایِ ثبؽٌذ. ثزای هثبل کبهپَسیت هی

ثبؽذ. اعتفبدُ اس یک دعتِ اس هَاد پیؾزفتِ کبهپَسیت  هؼزك توزکش تٌؼ هی

ؽَد، یک ایذُ ثزای حل ایي  هی( گفتِ FGMکِ ثِ آًْب هَاد هذرج تبثؼی )

ثبؽذ.  ثبؽذ. ایي هَاد هؼوَلاً ّوغبًگزد ٍلی ّویؾِ ًبّوگي هی هؾکل هی
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ثبؽذ کِ در ثؼضی اس  خَاؿ ایي هَاد دارای تبثؼیت پیَعتِ اس هکبى هی

تَاًذ هَرد اعتفبدُ لزار ثگیزد. ثزای هثبل عغح  ّب ٍ اّذاف خبؿ هی عزاحی

تَاًذ اس عزاهیک عبختِ ؽَد، در  بر هیّبی تحت فؾ داخلی هخبسى ٍ لَلِ

حبلی کِ ثزای عغح خبرخی اس فلشی ؽجیِ فَلاد اعتفبدُ ؽذُ اعت. چٌیي 

تَاًذ ٌّگبهی کِ عغح داخلی تحت ثبرّبی ؽذیذ حزارتی ٍ در  عزاحی هی

ػیي حبل عبسُ تحت ثبرّبی هکبًیکی لزار گزفتِ اعت اس خَد همبٍهت 

ّبی سیبدی ثزای اعتفبدُ فٌؼتی  خبةثیؾتزی ًؾبى ثذّذ. چٌیي هَادی اًت

دّذ. ثب ایي حبل ثزای هَاد هذرج تبثؼی تزکیت ثیي  در اختیبر هب لزار هی

 ثبؽذ. عزاهیک ٍ فلش، تبثؼی پیَعتِ ٍ ّوَار در فضب هی

ّبی هْن هَاد هذرج تبثؼی همبٍهت در ثزاثز دهبّبی ثبلا ٍ  اس ٍیضگی

ثبؽذ. ثٌبثزایي در  ّبی حزارتی سیبد ًبؽی اس دهبّبی ثبلا هی ّوچٌیي تٌؼ

هَاد هذرج تبثؼی، تدشیِ ٍ تحلیل دهب ٍ تزهَالاعتیغیتِ اس ثیؾتزیي اّویت 

ی ّذایت  دلِآٍردى هؼب دعت ثِثبؽذ. اٍلیي گبم ثزای تحلیل،  ثزخَردار هی

ثبؽذ ٍ اس حل آى  گزهبیی حبکن ثز هَاد در دعتگبُ هختقبت هٌبعت هی

تَاى در گبم ثؼذی  آیذ. ثب هؾخـ ثَدى هیذاى دهب هی هی دعت ثِهیذاى دهب 

 دعت ثِآٍرد. ثب  دعت ثِّبی حزارتی را ًیش  خبیی ّب ٍ خبثِ ّب، کزًؼ تٌؼ

هخبسى تحت فؾبر یب ّز تَاى اس آًْب ثزای عزاحی  آٍردى ایي اعلاػبت هی

 عبختبر دیگزی خْت تحول ثبرّبی ؽذیذ حزارتی اعتفبدُ کزد.

ثذیْی اعت در دًیبی هٌْذعی ٍالؼی هب ثب هَاد ٍالؼی عز ٍ کبر دارین. 

ّب کِ رٍساًِ در ػول  عبسی ال ّب، فزضیبت ٍ ایذُ عبسی ثٌبثزایي ثغیبری اس عبدُ

ذ. ثب پیؾزفت تکٌَلَصی ٍ افشایؼ تَاًٌذ عَال ثزاًگیش ثبؽٌ دّین هی اًدبم هی

ّبی التقبدی کِ لبثل فزفِ ثبؽٌذ، ثِ ضزیت  ًیبسّب ٍ ثب تَخِ ثِ عزاحی

تز هغئلِ حزارتی  اعویٌبى کوتزی ًیبس دارین کِ ًیبسهٌذ تدشیِ ٍ تحلیل دلیك

ثبؽذ. ثِ ػٌَاى هثبل خَاؿ هَاد هغتمل اس دهب یک فزك ثب  ٍ هکبًیکی هی

َر هؾخـ، ایي فزك سهبًی ًبهٌبعت اعت کِ هبدُ ثبؽذ. ثغ ؽک ٍ تزدیذ هی

تحت اختلاف دهبی ؽذیذی لزار گزفتِ ثبؽذ. ثٌبثزایي ثزای افشایؼ دلت 

 هٌغمی اعت کِ خَاؿ هَاد را تبثؼی اس دهب در ًظز گزفت.

در ایي پضٍّؼ یک راُ حل تحلیلی ثزای هغألِ ّذایت گزهبیی پبیب ثزای 

دهب، ارائِ ؽذُ اعت. ایي حل اس آى ًظز  هَاد هذرج ًوبیی ثب خَاؿ هَاد تبثغ

خبلت اعت کِ یک حل تحلیلی ثزای هیذاى دهب سهبًی کِ خَاؿ هَاد تبثغ 

تَاى اس ایي هیذاى دهب خْت ثزرعی هیذاى تٌؾی  دّذ ٍ هی دهب ثبؽذ ارائِ هی

کِ خَاؿ آى ًیش تبثغ دهب ثبؽذ، اعتفبدُ کزد. تبثؼیت خَاؿ هَاد اس دهب ثبػث 

 ؽَد. هؼبدلات حبکن هیغیز خغی ؽذى 

ی  هیذاى دهبی هتمبرى هحَری ًبؽی اس ّذایت گزهبیی درٍى پَعتِ

ثبؽذ. ثب ایي  خذار ضخین کزٍی هذت سیبدی اعت کِ کبهلاً ؽٌبختِ ؽذُ هی

حبل، تحلیل هیذاى دهب ٍ هیذاى تٌؼ در هخبسى تحت فؾبر عبختِ ؽذُ اس 

ثبؽذ. تمزیجبً توبم  هیّبی تحمیمبتی رٍس  هَاد هذرج تبثؼی اس خولِ سهیٌِ

همبلات هٌتؾز ؽذُ در ایي سهیٌِ ثزای هَادی ّغتٌذ کِ خَاؿ آًْب هغتمل 

[ یک رٍػ تحلیلی ثزای حل 1ثبؽذ. ثب ایي حبل صاًگ ٍ ّوکبراى ] اس دهب هی

ّذایت گزهبیی گذرا سهبًی کِ ضزیت ّذایت تبثغ دهب ثبؽذ ارائِ دادًذ کِ 

[ ثب اعتفبدُ اس رٍػ 2ثبؽذ. هَعبئی ] رٍػ آًْب ثز اعبط رٍػ تبثغ گزیي هی

ثب خَاؿ تبثغ  FGMاغتؾبػ هیذاى دهب درٍى اعتَاًِ تَخبلی عبختِ ؽذُ اس 

دهب را ثزرعی ًوَد. ّوچٌیي ٍی ثِ حل هیذاى دهب ٍ تٌؼ در اعتَاًِ تَخبلی 

FGM [ 3الاعتیک ثزای حبلت هبدُ تزاکن ًبپذیز ثب خَاؿ تبثغ دهب پزداخت .]

[. 4ذدی ًیش ثزای اثز دهب ثز رٍی خَاؿ اًدبم ؽذُ اعت ]ّوچٌیي هغبلؼِ ػ

 ؽَد. در اداهِ ثِ ثزرعی چٌذ کبر تحلیلی پزداختِ هی

ّبی حزارتی درٍى  [ ثب اعتفبدُ اس رٍػ اغتؾبؽبت، تٌؼ5اٍثبتب ٍ ًَدا ]

ی تَ خبلی یک ثؼذی را تدشیِ ٍ تحلیل کزدًذ. اتَ ٍ  یک اعتَاًِ ٍ کزُ

تی گذرا درٍى یک اعتَاًِ تَخبلی دارای یک ّبی حزار [ تٌؼ6ّوکبراى ]

ثبؽذ را تدشیِ ٍ تحلیل  هٌجغ حزارتی کِ در خْت هحَری در حبل حزکت هی

ّبی حزارتی  [ یک راُ حل تحلیلی ثزای تٌؼ7،8کزدًذ. لَتش ٍ سیوزهبى ]

 دعت ثِای ٍ کزٍی خذار ضخین در خْت ؽؼبػی  ّبی اعتَاًِ درٍى پَعتِ

ّبی حزارتی  [ یک ثزرعی تحلیلی ثزای تٌؼ9راى ]آٍردًذ. تبًیگبٍا ٍ ّوکب

ًْبیت هذرج تبثؼی ثب تبثغ تَاًی، در خْت ضخبهت ارائِ  درٍى خغن ًیوِ ثی

[ تَسیغ دهب ٍ تٌؼ را در یک هبدُ هذرج تبثؼی 10دادًذ. آٍاخی ٍ عیَاکَهبر ]

ّبی حزارتی گذرا درٍى  [ ثب رٍػ تبثغ گزیي، تٌؼ11ارائِ کزدًذ. کین ٍ ًَدا ]

 دعت ثِک اعتَاًِ تَخبلی ًبهحذٍد عبختِ ؽذُ اس هَاد هذج تبثؼی را ی

ای تَخبلی هذرج تبثؼی ثب تبثغ  [ اعتَا12،13ًِآٍردًذ. خجبری ٍ ّوکبراى ]

ّبی  تَاًی در خْت ؽؼبػی در ًظز گزفتٌذ ٍ یک حل تحلیلی ثزای تٌؼ

 آٍردًذ. لیَ ٍ ّوکبراى دعت ثِحزارتی ثزای حبلت یک ثؼذی ٍ دٍ ثؼذی 

[ هغئلِ تحلیل تزهَالاعتیک ثزای یک اعتَاًِ تَخبلی هذرج تبثؼی را 14]

ّبی الاعتیک درٍى  [ حل تحلیلی ثزای تٌؼ15ارائِ دادًذ. یَ ٍ ّوکبراى ]

ی  ّب آٍردًذ. آًْب لایِ دعت ثِیک هخشى کزٍی خذار ضخین تحت فؾبر داخلی 

ج تبثؼی درًظز ثیزًٍی ٍ داخلی پَعتِ را ّوگي ٍ ثیي آًْب را یک هبدُ هذر

[ هیذاى دهبی گذرای در چٌذیي ؽکل هختلف اس 16گزفتٌذ. صائَ ٍ ّوکبراى ]

ی تحلیلی لزار  خبیی را هَرد هغبلؼِ هَاد هذرج تبثؼی تحت ؽزط هزسی خبثِ

ی  [ تدشیِ ٍ تحلیل الاعتیک درٍى یک پَعت17ِدادًذ. چي ٍ لیي ]

ثبؽذ را  ت ؽؼبػی هیای هذرج تبثؼی کِ دارای تبثؼی ًوبیی در خْ اعتَاًِ

ی ّذایت حزارتی گذرای دٍ  [ ثب هغبلؼ18ِاًدبم دادًذ. ػغکزی ٍ اخلالی ]

ثب عَل  ی تَخبلی عبختِ ؽذُ اس هَاد هذرج تبثؼی ثؼذی درٍى یک اعتَاًِ

[ یک رٍػ ثزای حل 19آٍردًذ. پٌگ ٍ لی ] دعت ثِهحذٍد یک راُ تحلیلی 

عبختِ ؽذُ اس هَاد هذرج ی تَخبلی  ّبی حزارتی درٍى یک اعتَاًِ تٌؼ

[ 20ثبؽذ، ارائِ دادًذ. ٍاًگ ] تبثؼی کِ خَاؿ فیشیکی آى تبثؼی اس ؽؼبع هی

ی  یک رٍػ تحلیلی ثزای تدشیِ ٍ تحلیل ّذایت حزارت گذرا درٍى اعتَاًِ

[ یک حل 21تَخبلی عبختِ ؽذُ اس هَاد هذرج تبثؼی ارائِ داد. پزکَفغکی ]

ِ هجٌی ثز رٍػ تجذیل ّبًکل ثزای هَاد تحلیلی ثزای هغئلِ ّذایت حزارت ک

 آٍرد. دعت ثِهذرج تبثؼی ثب سیز لایِ ّوگي 

 فرمًل بىذی مسئلٍ -2

در ایي لغوت هؼبدلِ دیفزاًغیل حبکن ثز هغئلِ ّذایت حزارتی ثب خَاؿ 

ای ٍ کزٍی  ّبی اعتَاًِ تبثغ دهب ٍ عبختِ ؽذُ اس هَاد هذرج تبثؼی ثزای پَعتِ

آٍردى هیذاى دهب در عزاعز  دعت ثِؽَد. ایي هؼبدلات ثزای  آٍردُ هی دعت ثِ

   ٍ    ؽًَذ. ؽؼبع داخلی ٍ خبرخی پَعتِ ثب  ضخبهت پَعتِ، حل هی

 ؽَد. ًوبیؼ دادُ هی

ٍلتی ّذایت حزارت دائن در ًظز گزفتِ ؽَد، تٌْب خبفیت هَاد کِ در 

ًوبیؼ دادُ   ثب ؽَد، ضزیت ّذایت حزارت اعت، کِ  هؼبدلات ظبّز هی

ؽَد. ثزای هَادی کِ ضزیت ّذایت حزارتی آًْب تبثؼیتی اس دهب ًذاؽتِ  هی

ثبؽذ. ٍلی ثزای هَاد ّوگي کِ  ثبثت هی  ثبؽذ ٍ هبدُ ًیش ّوگي ثبؽذ، 

  یک تبثؼی اس هیذاى دهب   ثبؽذ،  ضزیت ّذایت حزارتی آى تبثؼی اس دهب هی

. ثِ عَر هؾبثِ ثزای هَاد هذرج تبثؼی،       تَاى ًَؽت  اعت، یؼٌی هی

تَاًذ دٍ حبلت داؽتِ ثبؽذ. در حبلت اٍل، خَاؿ هَاد هذرج تبثؼی تبثغ  هی  

.       دهب ًجبؽذ، یؼٌی ضزیت ّذایت حزارت فمظ تبثؼی اس فضب ثبؽذ 

در حبلت دٍم، کِ در ایي پضٍّؼ ارائِ ؽذُ، ثزای هَاد هذرج تبثؼی، خَاؿ 
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ثبؽذ،          ثزای حبلتی کِ  .        یؼٌی تبثغ دهب ثبؽذ، 

 ((.1)راثغِ ) اعت  ٍ   تبثؼی خذاپذیز اس   ؽَد  فزك هی

(1)                 
اعت   ثخؾی اس      اعت، در حبلی کِ   ثخؼ تبثغ هذرج      کِ 

تبثؼی ًوبیی اس ؽؼبع فزك   ثبؽذ. در ایي کبر، تبثغ هذرج  کِ تبثغ دهب هی

 .ؽَد هی

(2)              (
 

  
) 

کِ تبثؼیت اس دهب داؽت، فزك  ی هذلغبسی، ثزای ثخؾی اس  در اداهِ

  .ؽَد هی

(3)             

کٌٌذ. هؼبدلِ  ّبی فیشیکی ّغتٌذ کِ رفتبر هبدُ را هؾخـ هی ثبثت   ٍ    

ای اعت کِ ضزیت ّذایت حزارت آى تبثؼیتی خغی اس دهب  ( ثزای هبد3ُ)

ثبؽذ ٍ       کٌذ اگز ثب افشایؼ دهب، کبّؼ پیذا هی  داؽتِ ثبؽذ. کِ 

ای اعت کِ ٍلتی ضزیت ّذایت حزارت  ، حبلت عبدُ    ثبلؼکظ. حبلت 

خیلی کَچک    در همبیغِ ثب    کٌذ. هؼوَلاً  دهب ًجبؽذ را تَفیف هی تبثغ

در دهبی هزخغ        دارای دٍ ثخؼ اعت؛ یک لغوت پبیِ   اعت. پظ 

ؽَد  کِ ٍلتی دهب اس حبلت هزخغ دٍر هی         ٍ یک ثخؼ اغتؾبؽی 

ب اس آٍردى هیذاى ده دعت ثِهؼبدلِ دیفزاًغیل حبکن ثزای  آیذ. ثَخَد هی

ؽَد. هؼبدلِ عبختبری فَریِ ثزای ّذایت حزارت  لبًَى ثمبی اًزصی حبفل هی

ٍلتی کِ ضزیت ّذایت حزارت تبثغ هیذاى دهب ٍ هکبى ثبؽذ ثزلزار اعت. پظ 

 .کٌین اس لبًَى ثمبی اًزصی در حبلت پبیب ٍ ثذٍى هٌجغ حزارتی ؽزٍع هی

(4)       
( 4ثبؽٌذ. هؼبدلِ ) ثِ تزتیت ػوگز ًبثلا ٍ ثزدار ؽبر حزارت هی  ٍ   کِ 

 ثبؽذ. ثزای ّذایت حزارت پبیب ٍ ثذٍى هٌجغ حزارتی هی

ثبؽذ کِ دارای عِ هدَْل اعت. ایي  ( یک هؼبدلِ اعکبلز هی4هؼبدلِ )

ّبی ثزدار ؽبر حزارت ّغتٌذ. پظ ایي هؼبدلِ ثغتِ  ّب ّوبى هؤلفِ هدَْل

م ثغتِ ًَؽتِ ؽَد تب لبثل حل ثبؽذ. ثزای ایي هٌظَر در ًیغت ٍ ثبیذ ثِ فز

ی لبًَى کلاعیک ّذایت حزارت فَریِ ثزای هبدُ ّوگي  ایي پضٍّؼ اس راثغِ

 .ؽَد ٍ خَاؿ تبثغ دهب، اعتفبدُ هی

(5)             
(، 4( در هؼبدلِ ثمبی اًزصی )5عبختبری فَریِ )  ثب خبیگذاری هؼبدلِ

 .آیذ هی دعت ثِهؼبدلِ هیذاى دهب 

(6)   [        ]              
ِ ػولگز لاپلاعیي اعت. ثب اعتفبدُ اس لبػذُ هؾتك       ک

 .حبفلضزة خَاّین داؽت

(7)     [        ]          
 .آیذ هی دعت ثِ   ،  ثزای ّذایت یک ثؼذی در خْت ؽؼبػی 

(8)    
  

  
   

 

  
   (

 

  
)    

 

  
       

تَاى اس لبػذُ هؾتك  ثزدار یکِ در خْت ؽؼبع اعت. ثِ ػلاٍُ، هی   کِ

 .ای اعتفبدُ کزد سًدیزُ

(9) 
   

  

  
         

⁄      (،3کِ اس هؼبدلِ ) تَاى  آیذ. اکٌَى هی هی دعت ثِ     

 ( ًَؽت.10راثغِ )( را ثِ فَرت 6هؼبدلِ )

(10)         
 

  
                

                                                              

دٍ عوت  ،  را حذف کزد. پظ اس حذف   تَاى تبثغ غیز ففز کِ هی

( 12( ٍ )11ؽذُ ٍ رٍاثظ )تمغین    ( ثز ػجبرت ثبثت غیز ففز 10هؼبدلِ )

 آیذ. دعت هی ثِ

(11)       
 

  
                        

(12)   
  

  
 

ی حبلات ثغیبر  ( غیزخغی اعت ٍ حل تحلیلی آى در ّو11ِهؼبدلِ )

ؽَد. هؼبدلات خغی  عخت اعت. در لغوت ثؼذی یک تجذیل دهب هؼزفی هی

 ؽَد. ؽًَذ ٍ حل تحلیلی اًدبم هی هی

 تبذیل معبدلات حبکم -3

ؽَد کِ هؼبدلِ غیزخغی  در ایي ثخؼ یک تغییز هتغیز در ًظز گزفتِ هی

کٌذ ٍ هؼبدلِ  ( را ثِ هؼبدلِ دیفزاًغیل خشئی خغی تجذیل هی11حزارت )

ی اٍل ایي هؼبدلِ دیفزاًغیل خشئی  آیذ. در هزحلِ هی دعت ثِتجذیل دهب 

ؽَد تب دهبی فیشیکی  خغی، حل ؽذُ عپظ تجذیل هؼکَط اػوبل هی

ی تغییز هتغیز ریؾِ در تجذیل اًتگزالی کیزؽْف دارد،  آیذ. ایي ایذُ دعت ثِ

کِ ایي تجذیل سهبًی کِ هبدُ ّوگي ٍ خَاؿ آى تبثغ دهب ثبؽذ یک راُ حل 

 دّذ. تحلیلی ثزای حل هؼبدلِ ّذایت حزارت حبکن ثز هغئلِ هی

 .[22ثبؽذ ] تغییز هتغیز ثِ ؽکل سیز هی

(13)      ∫ (    ̃)  ̃
 

 ̃  

   
 

 
    

ثِ هیذاى دهبی    کِ ایي یک تجذیل غیزخغی اس هیذاى دهبی فیشیکی

( رّیبفتی اعت، ثزای هحبعجِ دهبی تجذیل 13اعت. هؼبدلِ )   تجذیل یبفتِ

در فَرتی کِ هیذاى دهبی فیشیکی هؾخـ ثبؽذ. ّوچٌیي ثزای    یبفتِ

لِ درخِ دٍ ًیبس اعت. تجذیل هؼکَط اس حل هؼبد  ثِ تبثغ    ثزای هحبعجِ

ّب  آیذ. هؼبدلِ درخِ دٍ ریؾِ دارد. ثب ایي حبل، یکی اس خَاة هی دعت ثِ( 13)

 .[22دّذ ] هیذاى دهبی فیشیکی را هی

(14)   
 

 
(  √     ) 

ثبؽذ. اهب، اس       ( سهبًی فبدق اعت ک14ِتجذیل هؼکَط )

ثزای ثیؾتز هَاد هٌْذعی کَچک اعت، ایي لیذ هؼوَلاً   آًدبیی کِ پبراهتز

ّبی ػولی ثزلزار  کٌذ ٍ ایي ؽزط ثزای ثغیبری اس ًوًَِ هحذٍدیتی ایدبد ًوی

 [ رخَع ؽَد.22ثبؽذ، ثِ ] اعت، حتی در دهبّبی ثبلا ًیش ثزلزار هی

 .( دیفزاًغیل گیزی کزد کِ رٍاثظ سیز حبفل ؽَد13تَاى اس تجذیل ) هی

(15)              
(16)                          

  ( هؼبدلِ دهبی تجذیل یبفت11ِثب خبیگذاری دٍ راثغِ ثبلا در هؼبدلِ )

 .آیذ هی دعت ثِ

(17) 
 

  
           

کِ یک هؼبدلِ دیفزاًغیل خشئی خغی اعت. ثٌبثزایي، ثب کوک تجذیل 

( ثِ هؼبدلِ خغی 11غیزخغی )ارائِ ؽذُ هب لبدر ثِ تجذیل هؼبدلِ حبکن 

( حفظ ؽذُ اعت ٍ 13ّغتین. هبّیت غیزخغی هغئلِ اکٌَى در هؼبدلِ )

ثبؽذ. ایي رًٍذ کوک ثشرگی ثزای  ( خغی هی17هؼبدلِ دیفزاًغیل حبکن )

ثبؽذ. ّوچٌیي ثبیذ ؽزایظ هزسی فیشیکی ًیش تَعظ هؼبدلِ  حل تحلیلی هی

ثبؽذ، همذار تجذیل یبفتِ آى   ̅ هب( تجذیل یبثٌذ. ثزای هثبل اگز در هزس د13)

̅ ( ثِ ؽکل 13ثب تَخِ ثِ هؼبدلِ )   ̅ ثبؽذ. در ًْبیت،  هی ⁄  ̅   
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ای  ّبی کزٍی ٍ اعتَاًِ آٍردى هیذاى دهب در پَعتِ دعت ثِ( ثزای 17هؼبدلِ )

   ؽَد. حل تحلیلی هی

 ی تًخبلی َذایت حرارت در استًاوٍ -4

( ثزای ّذایت گزهبیی در 17در ایي ثخؼ یک حل تحلیلی دلیك اس هؼبدلِ )

خْت ؽؼبػی اس یک اعتَاًِ تَ خبلی ارائِ ؽذُ اعت . ثب اعتفبدُ اس هؼبدلِ 

 اًذ. آهذُ دعت ثِ( 17ّبی ظبّز ؽذُ در هؼبدلِ ) ( رٍاثظ سیز ثزای تزم13)

(18) 
   

  

  
             

   

    
 

 

  

  
 

( هٌدز ثِ هؼبدلِ دیفزاًغیل سیز 17خبیگذاری ایي راثغِ در هؼبدلِ )

 ؽَد. هی  ثزای هیذاى دهبی تجذیل یبفتِ 

(19)  
   

   
 (  

 

  
)
  

  
   

ای ثِ ؽکل سیز فزك  در داخل پَعتِ اعتَاًِ  ؽزایظ هزسی هیذاى دهب 

 .ؽذُ اعت

(20)          ̅                  ̅  
 .( تجذیل ؽَد13ؽزایظ هزسی ثبیذ ثب اعتفبدُ اس هؼبدلِ )ایي 

(21)          ̅   ̅  
 

 
  ̅ 

  

(22)          ̅   ̅  
 

 
  ̅ 

  

ثب ایي  .⁄       کٌین کِ (، فزك هی19ثِ هٌظَر حل هؼبدلِ )

 ؽَد. ( تجذیل هی23ثِ راثغِ ) (19تغییز هتغیز هؼبدلِ )

(23)  
  

  
 (  

 

  
)    

 .کِ حل ػوَهی ایي هؼبدلِ ثِ فَرت سیز اعت

(24)      
  

  
 

  

 
   ( 

 

  
) 

حبفل      ( یک حل ػوَهی ثزای 24ثب اًتگزال گیزی اس هؼبدلِ )

 .ؽَد هی

(25) 
       ∫

        ⁄  

 
      

 عزی یک تَعظ ثبیذ ػجبرت تحت اًتگزال اًتگزال، هحبعجِ هٌظَر ثِ

 .دادُ ؽَدثغظ  تَاًی

(26) 
        ⁄  

 
 

 

 
 ∑

 

  

 

   

 

 
( 

 

  
)
 

 

 .ثِ فَرت یک عزی تَاًی ثیبى ؽذُ اعت     ثٌبثزایي، 

 

(27) 

       ∫[
 

 
 ∑

 

  

 

 

 

   

( 
 

  
)
 

]       

             [    ∑
 

    

 

   

( 
 

  
)
 

]     

( 22( ٍ )21رٍاثظ )ثب اعتفبدُ اس ؽزایظ هزسی در    ٍ    ثَاثت اًتگزالی 

 .هحبعجِ ؽذُ اعت

(28)           [    ∑
 

    

 

   

( 
 

  
)
 

]      ̅   

(29)           [    ∑
 

    

 

   
( 

 

  
)
 

]    

  ̅  
( ٍ 30)راثغِ ) دّذ ًتیدِ هی   ٍ    حل ایي هؼبدلات ثزای هدَْلات 

(31.)) 

(30)    
 ̅   ̅ 

  
  

  
 ∑

            ⁄   

    
 
   

 

(31)      ̅    ⌈     ∑
 

    
( 

  

  
)
  

   

⌉ 

تَاى هیذاى دهبی فیشیکی را ثب اعتفبدُ اس تجذیل هؼکَط در  اکٌَى، هی

 پزٍفیل دهب ثزای 1آٍرد. ؽکل  دعت ثِ( 14راثغِ )

را ًؾبى       ٍ         ٍ ًیش          ،      

 ٍ   ،       در ًظز گزفتِ ؽذُ یؼٌی، دّذ. در ایٌدب عِ همذار ثزای  هی

اؽبرُ ثِ ّذایت حزارت هغتمل اس دهب دارد. ثِ هٌظَر     کِ       

حل پیؾٌْبد ؽذُ، یک حل ػذدی اس هغئلِ ثز رٍی یک ؽجکِ  ثزرعی راُ

ؽذُ اعت.  هٌبعت ثب اعتفبدُ اس رٍػ تفبضل هحذٍد هزکشی هزتجِ دٍ اًدبم

ًؾبى دادُ ؽذُ اعت کِ تغبثك ثغیبر ػبلی ثیي حل  1ًتبیح ػذدی در ؽکل 

 تحلیلی ٍ ػذدی ایدبد ؽذُ اعت.

 
 پزٍفیل دهب در اعتَاًِ تَخبلی، ًمبط ًؾبى دٌّذُ حل ػذدی ّغتٌذ. 1شکل 

 ی تًخبلی َذایت حرارت در کرٌ -5

( ثزای ّذایت حزارتی در 17در ایي ثخؼ یک حل تحلیلی دلیك اس هؼبدلِ )

( 13ی تَخبلی ارائِ ؽذُ اعت. ثب اعتفبدُ اس هؼبدلِ ) خْت ؽؼبػی اس یک کزُ

 اًذ. آهذُ دعت ثِ( 17ّبی ظبّز ؽذُ در هؼبدلِ ) رٍاثظ سیز ثزای تزم

(32) 
   

  

  
             

   

    
 

 

  

  
 

( هٌدز ثِ هؼبدلِ دیفزاًغیل سیز 17خبیگذاری ایي راثغِ در هؼبدلِ )

 .ؽَد هی  ثزای هؼبدلِ دهبی تجذیل یبفتِ 

(33)  
   

   
 (  

 

  
)
  

  
   

در داخل پَعتِ کزٍی ثِ ؽکل سیز فزك ؽذُ   ؽزایظ هزسی هیذاى دهب 

 اعت:

(34)          ̅                  ̅  
 .( تجذیل ؽَد13هزسی ثبیذ ثب اعتفبدُ اس هؼبدلِ ) ایي ؽزایظ

(35)          ̅   ̅  
 

 
  ̅ 

  

(36)          ̅   ̅  
 

 
  ̅ 

  

ثب ایي  .⁄       کٌین کِ (، فزك هی33ثِ هٌظَر حل هؼبدلِ )

 ؽَد. ( تجذیل هی37( ثِ راثغِ )33هتغیز هؼبدلِ ) تغییز

(37)  
  

  
 (  

 

  
)    

 .اعت (38راثغِ )کِ حل ػوَهی ایي هؼبدلِ ثِ فَرت 

(38)      
  

  
 

  

     ( 
 

  
) 

r (m) 

 
 (

°C
) 



 اهین هوسایی و حاهذ پناهی کالوس                                                                               ...  های جذار ضخین خطی داین در پوسته حل دقیق هذایت حرارت غیر

309 

ی
ور

فنا
و 

م 
لو

 ع
یه

شر
ن

 
ت

زی
و
مپ
کا

 

 ؽَد حبفل هی     ( یک حل ػوَهی ثزای 38ثب اًتگزال گیزی اس هؼبدلِ )

 ((.39)راثغِ )

(39)        ∫
        ⁄  

        

 عزی یک ؽکلثِ  ثبیذ ػجبرت تحت اًتگزال اًتگزال، هحبعجِ هٌظَر ثِ

 .ثغظ دادُ ؽَد تَاًی

(40) 
        ⁄  

   
 

   ∑
 

  

 

   

 

  ( 
 

  
)
 

 

 .ثِ فَرت یک عزی تَاًی ثیبى ؽذُ اعت     ثٌبثزایي، 

(41)        [
 

 
     ∑

 

          

 

   

( 
 

  
)
 

]

    
( 36( ٍ )35ثب اعتفبدُ اس ؽزایظ هزسی در رٍاثظ )   ٍ    ثَاثت اًتگزالی 

 .هحبعجِ ؽذُ اعت

(42) 
         

  [
 

  
      ∑

 

          

 

   

( 
  

  
)
 

]     

(43)           [
 

  
      ∑

     

          

 

   
]

    

 .ؽَد ثِ فَرت سیز حبفل هی   ٍ    حل ایي هؼبدلات ثزای هدَْلات 

(44)    
 ̅   ̅ 

     

    
 

 

  
  

  

  
 ∑

     
       

 

  
           

 
   

 

(45) 
     ̅    [

 

  
     

 ∑
 

          
( 

  

  
)
  

   

] 

تَاى هیذاى دهبی فیشیکی را ثب اعتفبدُ اس تجذیل هؼکَط در  اکٌَى، هی

 پزٍفیل دهب ثزای 2دعت آٍرد. ؽکل ِ ( ث14راثغِ )

را ًؾبى       ٍ         ٍ ًیش           ،     

 ٍ   ،       در ًظز گزفتِ ؽذُ یؼٌی، دّذ. در ایٌدب عِ همذار ثزای  هی

اؽبرُ ثِ ّذایت حزارت هغتمل اس دهب دارد. ثِ هٌظَر     کِ       

حل پیؾٌْبد ؽذُ، یک حل ػذدی اس هغئلِ ثز رٍی یک ؽجکِ  ثزرعی راُ

اًدبم ؽذُ اعت. هٌبعت ثب اعتفبدُ اس رٍػ تفبضل هحذٍد هزکشی هزتجِ دٍ 

ًؾبى دادُ ؽذُ اعت کِ تغبثك ثغیبر ػبلی ثیي حل  2ًتبیح ػذدی در ؽکل 

 تحلیلی ٍ ػذدی ایدبد ؽذُ اعت.

 
 (ًمبط ًؾبى دٌّذُ حل ػذدی ّغتٌذ) پزٍفیل دهب در کزُ تَخبلی 2شکل 

 گیری وتیجٍ -6

در ایي کبر، یک رٍػ تحلیلی دلیك ثزای حل هغبئل ّذایت حزارت هَاد 

هذرج ًوبیی ثب ضزیت ّذایت حزارت تبثغ دهب ارائِ ؽذ. ایي رٍػ هجٌی ثز یک 

ی حزارت غیزخغی تجذیل ثِ یک  تجذیل غیزخغی ثزای هیذاى دهب کِ هؼبدلِ

لی، حل ّبی تحلی تَاى ثب رٍػ ی خغی را هی ؽَد. هؼبدلِ ی خغی هی هؼبدلِ

آٍردى هیذاى دهبی  دعت ثِدلیك کزد. در ًْبیت، تجذیل هؼکَط ثزای 

ؽَد. ثِ ایي دلیل، رٍػ ارائِ ؽذُ ثزای دٍ هغئلِ ّذایت  فیشیکی اعتفبدُ هی

تَاًذ  ثبؽذ. ایي رٍػ هی ای کبرآهذ هی ّبی کزٍی ٍ اعتَاًِ حزارت در پَعتِ

هَاد هذرج تبثؼی کِ  راُ را ثزای حل هغبئل هخبسى تحت فؾبر عبختِ ؽذُ اس

ی  ثبؽذ، را ّوَار کٌذ. ّوچٌیي سهبًی کِ هغئلِ خَاؿ آى تبثغ دهب هی

تَاى اس ایي رٍػ ثزای اػتجبر عٌدی  غیزخغی ثب رٍؽی ػذدی حل ؽذ، هی

 ّبی ػذدی هَرد ًظز اعتفبدُ کزد.   رٍػ
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