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 چکیذٌ

دس حوٛس ٚ ٓذْ  ؿذٜ اص ٔٛاد ٞذفٕٙذٟ٘بیت ػبختٝ  ػٌح ٘یٕٝ ثیسٚی یه ای  اػتٛا٘ٝدس ایٗ ٔمبِٝ تٕبع ِغضؿی دٚثٔذی یه پب٘چ كّت 

ٔذَ ثب ػجٝ ؿذٜ اػت. ایٗ باٚ ٔح-تی-ٔذَٚ الاػتیؼیتٝ دس لایٝ ٞذفٕٙذ ًجك ٔذَ تی .ثشسػی ؿذٜ اػتحوٛس یه تشن ػٌحی 

ٔحذٚد ٘ٛیؼی سٚؽ تفبهلات  اص وذ ٔٔبدلات حبوٓ ثشای حٌُیشد.  ٞبی سیضػبختبسٞب سا ٘یض دس ِ٘ش ٔی وٙؾ ، تبثیش ثشqٓٞتٔشیف پبسأتش 

خبیی، ٝ خبث –ٕ٘ٛداس ٘یشٚ  ثشٚ هشیت اكٌىبن هخبٔت لایٝ ٞذفٕٙذ ، پب٘چ ؿٔبّ، q٘بٍٕٞٙی، اثش  اػتفبدٜ ؿذٜ اػت. افضاس ٔتّت دس ٘شْ

ؾ هخبٔت لایٝ افضایدٞذ وٝ  دػت آٔذٜ ٘ـبٖ ٔیٝ ٘تبیح ث هشایت ؿذت تٙؾ ٔٛد اَٚ ٚ دْٚ ثشسػی ؿذٜ اػت.ٞبی ایدبد ؿذٜ ٚ  تٙؾ

. ٕٞچٙیٗ تغییشات ایٗ دس پی داسدافضایؾ ٘یشٚی تٕبع سا ٞبی یىؼبٖ پب٘چ  خبییٝ خبثثشای  (r) ٘بٍٕٞٙیٞذفٕٙذ، ؿٔبّ پب٘چ ٚ هشیت 

دس تٕبع ثذٖٚ  ٘ذاسد.ٚ ٘یض تٛصیْ تٙؾ فـبسی تٕبع  ٘یشٚیثش تبثیشی  qپبسأتشٞب ثش تٛصیْ تٙؾ فـبسی صیش پب٘چ ٔٛثش اػت. أب تغییشات 

اكٌىبن هشیت ؿذت تٙؾ ٔٛد اَٚ ٕٞٛاسٜ ٘بٔثجت اػت ٚ تشن تٕبیّی ثٝ سؿذ تحت ایٗ ٔٛد ٘ذاسد. افضایؾ هشیت اكٌىبن، هشیت 

 ؿٛد. دٞذ؛ أب ٔٛخت وبٞؾ هشیت ؿذت تٙؾ ٔٛد دْٚ ٔی ؿذت تٙؾ ٔٛد اَٚ سا افضایؾ ٔی
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Abstract 

In this article two dimensional sliding contact of a rigid cylindrical punch on a functionally graded (FG) 
semi-infinite medium is studied. The modulus of elasticity in the graded layer is calculated based on TTO 
model approximation. This model defines a parameter q which considers the microstructural interactions 
between the constituting phases. The governing equations are solved by finite difference (FD) method by 
means of MATLAB software. The effects of different parameters such as non-homogeneity, q, the 
dimensions of the punch, the thickness of the graded layer and the coefficient of friction are investigated on 
the force-displacement diagram of the punch, stress distribution and modes I and II stress intensify factors 
(KI and KII). The results show that the contact force and the stress distribution under the punch are affected 
by the thickness of the graded layer, radius of the punch and the non-homogeneity coefficient. But the 
variation of q has no effects on the contact force and the stress distribution under the punch. In the absence 
of the friction, KI is always non-positive and the crack has no tendency to grow under this mode. Increasing 
the friction coefficient, increases KI but decreases KII. 

  

 مقذمٍ -1

ٕٓٛٔبً ثشای ٔحبفِت ػٌٛح دس ثشاثش خشاثی ٘بؿی اص ثبسٞبی تٕبػی، اص 

ٞب ثٝ ّٓت ػختی ثبلا ٚ ٔمبٚٔت ؿٛد. ػشأیهٞبی ٔحبفَ اػتفبدٜ ٔیپٛؿؾ

ٞبی پشوبسثشد دس ٔٙبػت دس ثشاثش ثبسٞبی تٕبػی ثٝ ٓٙٛاٖ یىی اص پٛؿؾ

لٌٔٝ تحت ثبسٌزاسی تٕبػی لشاس داسد ٌٔشح ٞؼتٙذ. أب چمشٍٔی ٔٛاسدی وٝ 

ای ؿذٜ ٚ لایٝٞبی ػٌحی ٚ ثیٗٞب ثبٓث ثٝ ٚخٛد آٔذٖ تشنوٓ ػشأیه
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ٔـىلاتی سا ثشای وبسوشد ثٟیٙٝ لٌٔٝ دس پی خٛاٞذ داؿت. تحمیمبت ا٘دبْ 

تٛا٘ٙذ ساٜ حّی ؿذٜ ثش سٚی ٔٛاد ٞذفٕٙذ ٘ـبٖ دادٜ اػت وٝ ایٗ ٔٛاد ٔی

 .>1=ثشای سفْ ایٗ ٔـىُ ثبؿٙذ 

ٔٛاد ٔشوجی ٞؼتٙذ وٝ دس ٔمیبع ٔبوشٚػىٛپی غیشٍٕٞٗ  ٔٛاد ٞذفٕٙذ،

اص یه ػٌح ثٝ ػٌح دیٍش  پیٛػتٝٔىب٘یىی ثٝ كٛست  خٛافثٛدٜ ٚ دس آٟ٘ب 

ٌیشد وٝ خٛد . ایٗ أش ثب تغییش تشویت ٔبدٜ ٞذفٕٙذ كٛست ٔیوٙذٔیتغییش 

-٘بؿی اص تغییش پیٛػتٝ دس وؼش حدٕی فبصٞبی تـىیُ دٞٙذٜ ػبختبس ٔی

ثبلا( ٚ یه فّض )ثب  ػختیایٗ ٔٛاد ٕٓٛٔبً اص تشویت یه ػشأیه )ثب  .ثبؿذ

ٔٛاد  ؿٛ٘ذ.خٛاف ٔىب٘یىی ٌّٔٛة ٔب٘ٙذ اػتحىبْ ٚ چمشٍٔی ثبلا( ػبختٝ ٔی

تٛا٘ٙذ ٘مؾ لایٝ ٚاػٌٝ ٔیبٖ ػشأیه ٚ فّض سا ایفب ٞذفٕٙذ ثٝ خٛثی ٔی

سفتٗ ٔٛاد، اص ثیٗ ایٗ  ای وٝ ٔضیت اكّی ثىبسٌیشیٕ٘بیٙذ؛ ثٝ ٌٛ٘ٝ

تٕشوض تٙؾ،  ؿٛدٔی٘بپیٛػتٍی خٛاف دسٖٚ ػبختبس اػت. ایٗ أش ثبٓث 

-ٞب وبٞؾ یبثذ. ثب ایٗ ٚخٛد، سؿذ تشنسؿذ تشن ٚ خذایؾ لایٝ، ص٘یخٛا٘ٝ

ٞبی خشاثی ػبختبسٞبی تـىیُ ؿذٜ اص ٞبی ػٌحی ٕٞچٙبٖ اص خّٕٝ ٔىب٘یضْ

 .>1= ثبؿذٔٛاد ٞذفٕٙذ ٔی

. >2=ای ٌٔشح ؿذ ٔؼئّٝ تٕبع اِٚیٗ ثبس تٛػي ٞشتض ثشای دٚ ِٙض ؿیـٝ

پغ اص ٞشتض پظٚٞـٍشاٖ صیبدی ثٝ ثشسػی سفتبس تٕبػی ٔٛاد ٔختّف 

ی اخیش ٘یض ٔمبلات فشاٚا٘ی دس صٔیٙٝ تٕبع ٔٛاد ٞذفٕٙذ پشداختٙذ. دس دٚ دٞٝ

، >3=تٛاٖ ثٝ وبسٞبی خیب٘بوٛپِٛٛع ٚ پبِٛت ٔٙتـش ؿذٜ اػت. اص خّٕٝ ٔی

داي ٚ ، >7=، ٌِٛش ٚ اسدٌٚبٖ >5,6= ، وٝ ٚ ٚاً٘>4=ٕٞىبساٖ آیضیىٛٚیچ ٚ 

 وشد. اؿبسٜ >10=ٚ ٌبٖ ٚ ٌبئٛ  >8,9= ٕٞىبساٖ

ثب تٛخٝ ثٝ ٚخٛد تشویجبت ػشأیىی دس اغّت ػبختبسٞبی ٞذفٕٙذ، یىی 

وبسثشدٞبی ٕٓذٜ ٔٛاد ٞذفٕٙذ دس لٌٔبتی اػت وٝ ٔتحُٕ ثبسٌزاسی اص 

تحت ؿىؼت ٔٛاد ٞذفٕٙذ ؿٛ٘ذ. ثذیٗ ّٓت، ثشسػی ٔىب٘یه حشاستی ٔی

ٞبی ٔٛسد ٌٔبِٔٝ ٔحممیٗ ٘یض، یىی دیٍش اص صٔیٙٝ ثبسٞبی ٔىب٘یىی ٚ حشاستی

تحمیمبت، ثشسػی اثش ٘بٍٕٞٙی ٚ اثش تغییشات ایٗ . ٞذف اكّی ثٛدٜ اػت

ای وٝ پبسأتش ثبؿذ؛ ثٝ ٌٛ٘ٝف دس ػبختبس ثش سٚی پبسأتشٞبی ؿىؼت ٔیخٛا

 ثبؿذ.ٔتغیش دس ٍٕٞی ایٗ تحمیمبت، تغییش خٛاف ٔی

ی اِٚیٗ تحمیمبت كٛست ٌشفتٝ دس صٔیٙٝ ٔىب٘یه ؿىؼت ٔٛاد  اص خّٕٝ

تٛصیْ تٙؾ دس اًشاف  تٛاٖ ثٝ ٌٔبِٔبت اسدٌبٖ اؿبسٜ وشد. ٚی ٞذفٕٙذ، ٔی

. >11= ٔحبػجٝ ٕ٘ٛدٜ اػتسا دس یه ػبختبس ٞذفٕٙذ د ٔٛخٛ٘ٛن یه تشن 

 ای ٔفبٞیٓ ٔىب٘یه ؿىؼت دس ٔٛاد ٞذفٕٙذخیٗ ٚ ثبتشا، دس ٔمبِٝثٔذ اص ٚی، 

تٛاٖ ثٝ . اص دیٍش تحمیمبت كٛست ٌشفتٝ دس ایٗ صٔیٙٝ ٔی>12=ا٘ذ  سا ٔشٚسوشدٜ

، داي >16=، ٚاِتشص ٚ ٕٞىبسا٘ؾ >15=چٛی  ،>13,14=وبسٞبی اسدٌٚبٖ ٚ ٚٚ 

 .اؿبسٜ وشد >18,19= ا٘ؾٚ داي ٚ ٕٞىبس >17=

ٞشچٙذ تحمیمبت صیبدی دس صٔیٙٝ ٔؼبئُ تٕبع ٔٛاد ٞذفٕٙذ ٚ ٘یض 

ٔىب٘یه ؿىؼت ایٗ ٔٛاد ثٝ كٛست ٔدضا كٛست پزیشفتٝ اػت، ِیىٗ ثشسػی 

ٞذفٕٙذ تحت ثبسٌزاسی تٕبػی وٕتش ٔٛسد تٛخٝ لشاس  سفتبس تشن دس ٔٛاد

 داي دس سػبِٝ دوتشای خٛد، ثٝ ثشسػی ٔؼأِٝ ،2001ٌشفتٝ اػت. دس ػبَ 

كفحٝ ػبختٝ ؿذٜ اص ٔٛاد ٞذفٕٙذ پشداختٝ تٕبع ٚ تشن دس یه ٘یٓ ٕٞضٔبٖ

٘یض داي ٚ اسدٌٚبٖ ٕٞیٗ ٔؼئّٝ سا ثشسػی وشد٘ذ  2002دس ػبَ  .>20= اػت

چٛی  .>21=ػت وٝ ٔمبِٝ آٟ٘ب یىی اص ٔمبلات ٔشخْ ٚ پشاػتٙبد دس ایٗ صٔیٙٝ ا

٘یض ٔؼأِٝ تٕبع ٚ تشن سا ٔٛسد ٌٔبِٔٝ لشاس دادٜ اػت. ٚی ػیؼتٓ سا ثٝ 

كٛست یه پٛؿؾ ٚ صٔیٙٝ ٍٕٞٗ ٚ یه صیش لایٝ ٞذفٕٙذ ثیٗ ایٗ دٚ ٚ یب 

. دس ایٗ دس ِ٘ش ٌشفتٝ اػت ٍٕٞٗذفٕٙذ ثش سٚی یه صٔیٙٝ یه پٛؿؾ ٞ

تحمیك، تشن دس ساػتبی ٕٓٛد ثش ػٌح آصاد )ٔٛاصی خٟت ٌشادیبٖ تغییشات 

خٛاف( ٚ دسٖٚ صٔیٙٝ ٍٕٞٗ دس ِ٘ش ٌشفتٝ ؿذٜ ٚ ٔذَ تٕبع ثٝ كٛست 

چٛی ٚ پبئِٛیٙٛ دس ػبَ  .>22=تٕبع ِغضؿی ٞشتضی ِٔٙٛس ٌشدیذٜ اػت 

ٔؼئّٝ ای ثب ٞٙذػٝ ٔـبثٝ سا حُ ٕ٘ٛد٘ذ ثب ایٗ تفبٚت وٝ دس ایٗ  2010

ای )ٔٛاصی ػٌح آصاد( ٔیبٖ لایٝ ٞذفٕٙذ ٚ صٔیٙٝ ٍٕٞٗ ٔؼئّٝ تشن ثیٗ لایٝ

ٛصیْ ٔٛسد ثشسػی لشاس ٌشفتٝ اػت. ایـبٖ دس ایٗ تحمیك اثش حوٛس تشن ثش ت

ای ایدبد ؿذٜ دس پٛؿؾ سا ٌٔبِٔٝ ٞبی دسٖٚ كفحٝفـبس تٕبػی ٚ تٙؾ

وشد٘ذ. ٕٞچٙیٗ هشایت ؿذت تٙؾ ثب اػتفبدٜ اص تٛصیْ تٙؾ دس ٘ٛن تشن 

ٔحبػجٝ ؿذٜ اػت. دس ایٗ تحمیك اص اكٌىبن ٚ تٕبع ٔیبٖ ػٌٛح تشن 

ٔؼئّٝ تٕبع  2012دس ػبَ داي ٚ ٕٞىبسا٘ؾ . >23=ِ٘ش ؿذٜ اػت كشف

ٟ٘بیت ٝ ثیپب٘چ كّت ٚ یه لایٝ ثب ػبختبس ٞذفٕٙذ وٝ ثش سٚی یه صٔیٙٝ ٘یٕ

ا٘ذ. ایـبٖ دس ایٗ تحمیك ٍٕٞٗ لشاس داسد سا دس حوٛس تشن ػٌحی حُ وشدٜ

تٛصیْ خٛاف سا ثٝ كٛست ٕ٘بیی دس ِ٘ش ٌشفتٝ ٚ تبثیش هشیت اكٌىبن ٚ 

ٞبی ٘بؿی اص تٕبع ٚ هشایت ؿذت تٙؾ دس هشیت ٘بٍٕٞٙی سا ثش تٙؾ

 .>24= ا٘ذٔٛدٞبی اَٚ ٚ دْٚ ثشسػی وشدٜ

وبسٞبی تحّیّی روش ؿذٜ، تغییش خٛاف ثٝ كٛست ٕ٘بیی دس ِ٘ش  ٕٞٝدس 

ؿٛد ٔٔبدلات حبوٓ ٟ٘بیتبً ثٝ یه ٔٔبدِٝ ػجت ٔی ٌشفتٝ ؿذٜ اػت. ایٗ أش

ا٘ؼیُ خٌی ثب هشیت ثبثت دیفشا٘ؼیُ خٌی ٚ یب یه دػتٍبٜ ٔٔبدلات دیفش

أب ایٗ تٛاثْ  تجذیُ ؿٛ٘ذ وٝ أىبٖ اسائٝ حُ تحّیّی ثشای آٟ٘ب ٚخٛد داسد.

وٙؾ ذ ٚ ٕٞچٙیٗ اثش ثشٞٓٙدٞسا ٘ـبٖ ٔی خٛاففمي حبِت خبكی اص تٛصیْ 

ذ. دس ِ٘ش ٌشفتٗ تغییش خٛاف ٌ٘یشسیضػبختبسٞبی خؼٓ سا ٘یض دس ِ٘ش ٕ٘ی

-أىبٖ حُ ٔؼئّٝ دس حبِت وّی 1اٚ-تی-تیٞب ٚ یب ٔذَ ٌٔبثك لبٖ٘ٛ ٔخّٛى

تش وٙذ؛ أب تٔشیف خٛاف ٔٛاد ثذیٗ كٛست، ٔٔبدلات سا پیچیذٜتش سا ایدبد ٔی

ػبصد. ثشای غیشٕٔىٗ ٔی ٞبی تحّیّی سا ثؼیبس ػخت ٚ ثٔوبًوشدٜ ٚ اسائٝ حُ

إِبٖ  ٞبی ٓذدی اػتفبدٜ وشد. سٚؽ٘بچبس ثبیذ اص سٚؽثٝ حُ چٙیٗ ٔؼبئّی 

ٞب ثشای حُ ایٍٙٛ٘ٝ ٔؼبئُ اػت. دس دٞٝ تشیٗ سٚؽیىی اص ٔٔشٚفٔحذٚد 

 ٘یض ثشای حُ ایٍٙٛ٘ٝ ٔؼبئُ ثٝ وبس ٌشفتٝ ؿذٜ اػت 2اخیش سٚؽ إِبٖ ٔشصی

ایٗ ٔیبٖ سٚؽ تفبهلات ٔحذٚد چٙذاٖ ٔٛسد تٛخٝ لشاس ٍ٘شفتٝ  دس .>10=

ثٙذی  ایٗ ٌّٔت، ٔحذٚیت سٚؽ تفبهلات ٔحذٚد ثشای ٔؾ اػت. ّٓت اكّی

. ٓلاٜٚ ثش ایٗ دس سٚؽ تفبهلات ٔحذٚد >25= ٞبی ٘بِٔٙٓ اػت ٞٙذػٝ

ثٙذی ایدبد ؿذٜ یىؼبٖ اػت. آِتٛع ٚ ٕٞىبسا٘ؾ  ٔشػْٛ ا٘ذاصٜ ٕٞٝ ؿجىٝ

تٛاٖ ا٘ذاصٜ  ٔیاػتفبدٜ اص تىٙیه ٍ٘بؿت، ا٘ذ وٝ دس آٖ ثب  سٚؿی اسائٝ وشدٜ

تٛاٖ  . ثب اػتفبدٜ اص ایٗ سٚؽ ٔی>26=ٞب سا ثٝ كٛست دِخٛاٜ تٔییٗ ٕ٘ٛد  ؿجىٝ

دس اًشاف ٘بحیٝ تٕبع ٞب  ؿجىٝوٝ ثٙذی ٕ٘ٛد  ٔؾای ثٝ ٌٛ٘ٝفوبی ٔؼئّٝ سا 

اص تشاوٓ آٟ٘ب وبػتٝ ؿٛد ذ ٚ ثب دٚس ؿذٖ اص ایٗ ٘بحیٝ ٙثبؿتش  ٔتشاوٓٚ تشن 

ثٝ ٘یض ػیّغ  ایٗ تىٙیه دس تحمیمبت دٚسٌٚٛی ٚ ثب٘ىغ (.3ای)ٔؾ دسخٝ

 .>27,28= وبس ٌشفتٝ ؿذٜ اػت

ٔختّفی ٞبی سٚؽثشای ٔحبػجٝ پبسأتشٞبی ؿىؼت ثٝ كٛست ٓذدی ٘یض 

 ؿٛ٘ذ:تمؼیٓ ٔی وّیثٝ دٚ دػتٝ  ٞبٚخٛد داسد. ایٗ سٚؽ

وٝ ثش اػبع ٔیضاٖ ا٘شطی آصاد ؿذٜ دس اثش ٌؼتشؽ تشن ُٕٓ  ٞبیی( سٚؽ1

 .4ٚ تىٙیه ثؼتٝ ؿذٖ ٔدبصی تشن Jوٙٙذ، ٔب٘ٙذ سٚؽ ا٘تٍشاَ ٔی

 یبثی دس اًشاف ٘ٛن تشن اػت.ٞبیی وٝ اػبع آٟ٘ب ثش ثشٖٚ( سٚؽ2

ٕٞچٙیٗ ا٘ذ دلت ثبلایی داس٘ذ ٚ ٞبیی وٝ ثش پبیٝ ا٘شطی ثٙب ٟ٘بدٜ ؿذٜسٚؽ

ٞب ذی سیض ٘ذاس٘ذ ٚ حتی ثب ٔؾ دسؿت ٘یض دلت ایٗ سٚؽثٙثٝ ٔؾ ی٘یبص

ٞب خذا وشدٖ ٔٛدٞبی اَٚ ٚ دْٚ ثؼیبس ػخت ٚ أب دس ایٗ سٚؽ ؛ٔٙبػت اػت

ٞبی دػتٝ . ٕٞیٗ ٓبُٔ ثبٓث ؿذٜ اػت، سٚؽ>29= غیشٕٔىٗ اػت ثٔوبً

                                                           
1. TTO 
2. Boundary Element (BE) 
3. Graded mesh 
4. Virtual Crack Closure Technique (VCCT) 
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-ٞبیی وٝ داس٘ذ، ٔٛسد تٛخٝ لشاس ٌیش٘ذ. یىی اص سٚؽدْٚ ثب ٚخٛد ٔحذٚدیت

اػت. ایٗ سٚؽ  1یبثی ثٙب ٟ٘بدٜ ؿذٜ اػت، سٚؽ ٘یشٚٞبیی وٝ ثش اػبع ثشٖٚ

. اػٕیت ٚ >30=ٌٔشح ؿذ  1977٘خؼتیٗ ثبس تٛػي ساخٛ ٚ ٘یٛٔٗ دس ػبَ 

. دٚٔٛسایغ ٘ـبٖ >31= بِٝ خٛد ثبس دیٍش ثٝ ایٗ سٚؽ اؿبسٜ وشد٘ذساخٛ دس ٔم

داد وٝ ایٗ سٚؽ دس تٔییٗ هشایت ؿذت تٙؾ ثشای تشن ٔشوضی دس ٚسق 

ایضٚتشٚح ٚ تیش استٛتشٚح اص دلت خٛثی ثشخٛسداس اػت. ٚی ػٝ ٔضیت ٟٔٓ 

 :>32=ثشای ایٗ سٚؽ ثیبٖ وشد 

دس ٘ٛن تشن ٘ذاسد ٚ خٛاة  2ٞبی ٔٙفشد خبف( ایٗ سٚؽ ٘یبصی ثٝ إِب1ٖ

 ٞبی َٕٔٔٛ ٘یض اص دلت خٛثی ثشخٛسداس خٛاٞٙذ ثٛد.إِبٖ

( ایٗ سٚؽ ثشای ٔٛاد غیشایضٚتشٚح ثٝ ساحتی لبثُ اػتفبدٜ اػت ٚ ٘یبصی ثٝ 2

 دا٘ؼتٗ سٚاثي پیچیذٜ الاػتیؼیتٝ دس ٘ٛن تشن ٘ذاسد.

 سٚؽ ثشای ٔٛدٞبی تشویجی ؿىؼت ٘یض ٔٙبػت اػت.( ایٗ 3

صادٜ ٚ كذیمی ثب تشویت سٚؽ تفبهلات ٔحذٚد ٚ سٚؽ ٘یشٚ ٔؼئّٝ  ًبِْ

ٟ٘بیت ٞذفٕٙذ سا دس حوٛس تشن ٚ خؼٓ ٘یٕٝ ثی 3تٕبع پب٘چ كّت تخت

ثٝ كٛست ػٝ لایٝ دس سا  خؼٓػٌحی ثشسػی وشد٘ذ. ایـبٖ دس ایٗ تحمیك 

ی ٍٕٞٗ ػشأیىی دس تٕبع ثب پب٘چ لشاس ه لایٝای وٝ یثٝ ٌٛ٘ٝٙذ، ِ٘ش ٌشفت

ی ٍٕٞٗ فّضی سا ثٝ صٔیٙٝ ای اص خٙغ ٔٛاد ٞذفٕٙذ ایٗ لایٝداسد، ٚ لایٝ

. تشن ػٌحی ٘یض ٕٓٛد ثش ػٌح آصاد ٚ دس پٛؿؾ ٍٕٞٗ ػبصدٔتلُ ٔی

 . >33=ػشأیىی لشاس داسد 

ای یه پب٘چ كّت اػتٛا٘ٝثب تٛخٝ ثٝ تٛهیحبت فٛق ٔؼئّٝ تٕبع ِغضؿی 

ثب اػتفبدٜ اص سٚؽ تفبهلات ٔحذٚد ثشسػی ٘ـذٜ اػت. دس ساػتبی پیـجشد 

ٔؼئّٝ تٕبع ِغضؿی دٚثٔذی پب٘چ كّت  ،دس ٔمبِٝ حبهشتحمیك ٌزؿتٝ، 

ٔؼئّٝ ثٝ  ثشسػی ؿذٜ اػت.ٟ٘بیت ٞذفٕٙذ خؼٓ ٘یٕٝ ثیثش سٚی ای اػتٛا٘ٝ

لایٝ ٞذفٕٙذ ثٝ كٛست  ٚ خٛاف صٔیٙٝ ٚ فشم ؿذٜ ایكٛست وش٘ؾ كفحٝ

ثبثت فشم دس وُ خؼٓ الاػتیه دس ِ٘ش ٌشفتٝ ؿذٜ اػت. هشیت پٛاػٖٛ 

تشیٗ تغییشات ٔذَٚ الاػتیؼیتٝ دس ساػتبی ٕٓك خؼٓ ٚ دس وّی اػت.ؿذٜ 

اٚ دس ِ٘ش ٌشفتٝ ؿذٜ اػت. ایٗ ٔذَ اِٚیٗ ثبس -تی-حبِت ٚ ًجك ٔذَ تی

 qثب تٔشیف پبسأتش  اٚ -تی -. ٔذَ تیتٛػي تبٔٛسا، تٛٔٛتب ٚ اٚصاٚا ٌٔشح ؿذ

ت ایٗ ٔذَ دل .>34= ٌیشدٞبی سیضػبختبسٞب سا ٘یض دس ِ٘ش ٔیوٙؾتبثیش ثشٞٓ

فّضی تٛػي -دس ٔحذٚدٜ الاػتیه ثٝ خلٛف دس ٔٛاد ٞذفٕٙذ ػشأیه

 .>35=٘یىجخت ٚ ٕٞىبسا٘ؾ ٘ـبٖ دادٜ ؿذٜ اػت 

دس ایٗ ٔؼئّٝ تٕبع دس حوٛس ٚ دس ٓذْ حوٛس تشن ػٌحی ٔٛسد تٛخٝ 

لشاس ٌشفتٝ اػت. اكَٛ وّی ٚ سٚؽ حُ دس ٞش دٚ حبِت ٔـبثٝ یىذیٍش 

 rپبسأتشٞبی ٞؼتٙذ. دس تٕبع ثذٖٚ حوٛس تشن اثش هشیت اكٌىبن ٚ ٘یض 

-ثش ٕ٘ٛداس ٘یشٚ پب٘چ ٚ هخبٔت لایٝ ٞذفٕٙذ ؿٔبّ، q)تٛاٖ ٘بٍٕٞٙی(، 

اص  ٞبی ایدبد ؿذٜ دس خؼٓ ثشسػی ؿذٜ اػت.خبثدبیی پب٘چ، ٚ ٘یض ثش تٙؾ

، دس ٔؼئّٝ تٕبع دس حوٛس تشن آ٘دب وٝ تشن دس ٘بحیٝ تشد خؼٓ لشاس داسد

هشایت ؿذت تٙؾ ثٝ ٓٙٛاٖ پبسأتش تٔییٗ وٙٙذٜ سؿذ تشن ا٘تخبة ػٌحی، 

یت ؿذت تٙؾ ٔٛد اَٚ ٚ هشاٚ ثشسػی تبثیش پبسأتشٞبی روش ؿذٜ ثش  ؿذٜ 

 اػت.ٔٛسد تٛخٝ ٚالْ ؿذٜ  دْٚ

ثب ثٝ وبس ثشدٖ تىٙیه  ثشای آ٘بِیض ٞش وذاْ اص ٔؼبئُ روش ؿذٜ اثتذا

)دس كٛست  ثٙذی ٔٙبػت دس ٘بحیٝ تٕبع ٚ ٘یض ٘بحیٝ ٘ٛن تشنٍ٘بؿت ٔؾ

ػپغ دس حوٛس ٚ دس ٓذْ حوٛس تشن ػٌحی  ایدبد ؿذٜ اػت. ٚخٛد تشن(

ایي ٔشصی ٔشثٛى ثٝ ٞش وذاْ اص ایٗ حبلات، ٔؼئّٝ ثب ٚ ثب دس ِ٘ش ٌشفتٗ ؿش

                                                           
1. Force Method 
2. Special singular quadratic element 

3. Flat punch 

حُ ؿذٜ ٚ تٛصیْ تٙؾ  4افضاس ٔتّتسٚؽ تفبهلات ٔحذٚد دس ٘شْوذ٘ٛیؼی 

دس ٘مبى ٔختّف ثذػت آٔذٜ اػت. دس ثشسػی ٔؼئّٝ تٕبع دس حوٛس تشن 

ٞب دس تٕبٔی ٘مبى خؼٓ ٚ اص خّٕٝ دس ٘ٛن ػٌحی پغ اص ثذػت آٔذٖ تٙؾ

سٚؽ ٘یشٚ هشایت ؿذت تٙؾ دس ٘ٛن تشن ٔحبػجٝ ؿذٜ تشن، ثب اػتفبدٜ اص 

 اػت. 

 3دس ثخؾ تـشیح ؿذٜ اػت.  2دس ثخؾ  دس ادأٝ اثتذا خٛاف ٔٛاد

دس حبِت وّی ؿشح حبوٓ ٚ ؿشایي ٔشصی ٔٔبدلات  ،ٞٙذػٝ حبوٓ ثش ٔؼئّٝ

٘حٜٛ اػتفبدٜ اص تىٙیه ٍ٘بؿت ٚ إٓبَ سٚؽ  4، ٚ دس ثخؾ دادٜ ؿذٜ

سا ٔٛسد ثشسػی لشاس ٌشفتٝ وشدٖ ٔؼئّٝ تٕبع تفبهلات ٔحذٚد ثشای ٔذَ 

 5دس ثخؾ  سٚؽ ٘یشٚ٘حٜٛ ٔحبػجٝ هشایت ؿذت تٙؾ ثب اػتفبدٜ اص  .اػت

٘تبیح حبكُ اص سٚؽ اسائٝ ؿذٜ دس ایٗ ٔمبِٝ ٚ  6دس ثخؾ . آٚسدٜ ؿذٜ اػت

٘تبیح تحّیّی ٔٛخٛد ٔمبیؼٝ ؿذٜ ٚ ثذیٗ تشتیت كحت سٚؽ اسائٝ ؿذٜ 

پبسأتشٞبی ٔختّف ٞٙذػی ٚ ٔىب٘یىی ثش ٕ٘ٛداس ػٙدیذٜ ؿذٜ اػت. تبثیش 

ٔٛد ٞبی ایدبد ؿذٜ دس خؼٓ ٚ هشایت ؿذت تٙؾ خبثدبیی پب٘چ، تٙؾ-٘یشٚ

 ثشسػی ؿذٜ اػت. 7ثخؾ اَٚ ٚ دْٚ دس 

 خًاص مًاد -2

خٛاف ٔٛاد ثٝ كٛست الاػتیه دس ِ٘ش ٌشفتٝ ؿذٜ اػت. هشیت دس ایٗ ٔمبِٝ، 

الاػتیؼیتٝ دس ساػتبی ٕٓك خؼٓ پٛاػٖٛ ثبثت فشم ؿذٜ ٚ تغییشات ٔذَٚ 

اٚ دس ِ٘ش ٌشفتٝ ؿذٜ اػت. ایٗ ٔذَ تٙؾ ته ٔحٛسی، -تی-ٚ ًجك ٔذَ تی

𝜎  ،وش٘ؾ ته ٔحٛسی ٚ ،𝜀  سا دس یه ٔبدٜ وبٔپٛصیت دٚ فبصی ثش حؼت ،

ذ ٕ٘بیثیبٖ ٔی( 1ساثٌٝ )تٙؾ ٚ وش٘ؾ ٔیبٍ٘یٗ دس ٞش وذاْ اص فبصٞب ثٝ كٛست 

=34<. 

1 1 2 2
V V   

 
اِف( -1)  

1 1 2 2
V V   

 
ة( -1)  

ٞب دس ٞش وذاْ اص فبصٞب ٞب ٚ وش٘ؾوٙٙذٜ تٙؾٔـخق  𝜎   ٚ𝜀ٝ دس آٖ و

 ٚ    (2ٚ1;i) 1 صیش٘ٛیغ ثبؿذ.وؼش حدٕی فبصٞب ٔی;i  ٚ ثشای فبص ػشأیىی

2;i  ثٝ كٛست ٘یض ثشای فبص فّضی ا٘تخبة ؿذٜ اػت. تغییشات وؼش حدٕی

 تٛا٘ی دس ِ٘ش ٌشفتٝ ؿذٜ اػت.
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2 2

h h
z


 

 (2)  

٘یض اص ٚػي لایٝ  z اػت. هخبٔت لایٝ ٞذفٕٙذ hٚ  تٛاٖ ٘بٍٕٞٙی r ٝو

سا ٘یض   اٚ پبسأتش دیٍشی ثٝ ٘بْ -تی-ٔذَ تیؿٛد. ٞذفٕٙذ ا٘ذاصٜ ٌیشی ٔی

 :( تٔشیف ؿذٜ اػت3دس ساثٌٝ )ؿٛد وٝ ؿبُٔ ٔی

1 2

1 2

,q
 

 





    

0 q   (3)  

ٞبی تدشثی ٚ ثش اػبع خٛاف فبصٞبی ثب اػتفبدٜ اص دادٜمذاس ایٗ پبسأتش ٔ

 . ؿٛد ٞب دس ٔبدٜ وبٔپٛصیت تٔییٗ ٔیوٙؾ آٖػبختبس ٚ ثش ٞٓ یدٞٙذٜتـىیُ

وش٘ؾ ٚ ثب اػتفبدٜ اص ایٗ دٚ ساثٌٝ، دس -ثب فشم خٌی ثٛدٖ ساثٌٝ تٙؾ

ًجك  الاػتیه، ٔذَٚ الاػتیؼیتٝ، ثشای ٔبدٜ وبٔپٛصیت دٚفبصیوبسثشدٞبی 

 .>34= آیذثذػت ٔی( 4ساثٌٝ )
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(4)  

                                                           
4. MATLAB 
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 ضرایط مرزی َىذسٍ ي معبدلات حبکم ي -3

-ثب یه خؼٓ ٘یٕٝ ثیای اػتٛا٘ٝٔؼئّٝ تٕبع ِغضؿی دٚثٔذی پب٘چ كّت 

دس دٚ حبِت ثشسػی ؿذٜ اػت؛ ٘خؼت دس ٓذْ حوٛس تشن ٚ ػپغ دس  ٟ٘بیت

ایٗ دٚ ٞٙذػٝ ٔؼئّٝ ٚ ٘حٜٛ ثبسٌزاسی سا دس  1ؿىُ  .حوٛس تشن ػٌحی

خؼٓ ثٝ كٛست ػٝ لایٝ دس ِ٘ش ٌشفتٝ  دس ٞش دٚ حبِت دٞذ.٘ـبٖ ٔی حبِت

ی ٍٕٞٗ ػشأیىی دس تٕبع ثب پب٘چ لشاس ای وٝ یه لایٝؿذٜ اػت ثٝ ٌٛ٘ٝ

ی ٍٕٞٗ فّضی سا ثٝ صٔیٙٝ ای اص خٙغ ٔٛاد ٞذفٕٙذ ایٗ لایٝداسد، ٚ لایٝ

 ػبصد. اكٌىبن ثٝ كٛست وِٕٛت ِحبٍ ؿذٜ اػت.ٔتلُ ٔی

ٞب وش٘ؾ ٚ تٔبدَ تٙؾ-خبثدبیی، تٙؾ-دس حبِت دٚ ثٔذی سٚاثي وش٘ؾ

 .آیذ( ثذػت ٔی7( تب )5تشتیت اص سٚاثي )ثٝ 

 
 )اِف(

 
 )ة(

)اِف( دس ٓذْ حوٛس تشن  )ة( دس حوٛس تشن  ٞٙذػٝ ٚ ثبسٌزاسی ٔؼئّٝ 1ضکل 

 ػٌحی
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x y

  
 

   
اِف( -7)  

0jxy jyy

x y

  
 

   
ة( -7)  

،دس ایٗ سٚاثي
ju ٚ

jv ٝٞبی خبثدبیی دس ساػتبی ِٔٛفx  ٚy  ٚ ٞؼتٙذ

 یدٞٙذٜتٛا٘ذ اختیبس وٙذ، ثٝ تشتیت ٘ـبٖسا ٔی 3تب  1وٝ ٔمبدیش  jا٘ذیغ 

 Gلایٝ ػشأیىی، لایٝ ٞذفٕٙذ ٚ صٔیٙٝ فّضی اػت.  پبسأتشٞبی ٔشثٛى ثٝ

ای ٚ ثشای حبِت وش٘ؾ كفحٝ اػت، ٕٞچٙیٗ xٔذَٚ ثشؿی ٚ تبثٔی اص 

 آیذ. ثذػت ٔی( 8اثٌٝ )ای ثٝ تشتیت اص ستٙؾ كفحٝ

3 4   اِف( -8)   

3

1









  
ة( -8)  

تٛاٖ ٔٔبدلات تٔبدَ سا ثش حؼت ٔی (7)ٚ  (6)ٚ  (5)ثب اػتفبدٜ اص سٚاثي 

 :ثبص٘ٛیؼی وشد (9ساثٌٝ )ٞبی تغییش ٔىبٖ ثٝ كٛست ِٔٛفٝ
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اِف( -9)  

2 2

2

2

2 1
( ) 0

1

j j j j j

j

j

v u dG u v
v

x y G dx y xy

    
      

        
ة( -9)  

ٌیشد؛ ٚ ٞبیی سٚی ٞش دٚ ػٌح تشن لشاس ٔیثشای ٔذَ وشدٖ تشن، ٌشٜ

ؿٛد. ایٗ ٞب ثٝ كٛست ٔدضا إٓبَ ٔیؿشایي ٔشصی ثشای ٞش وذاْ اص ایٗ ٌشٜ

تٛا٘ٙذ دس اثش ثبسٌزاسی اص ٞٓ ٞب وٝ دس اثتذا ٔختلبت یىؼب٘ی داس٘ذ ٔیٌشٜ

ذ. دس كٛستی وٝ ػٌٛح فبكّٝ ثٍیش٘ذ ٚ ثبص ؿذٖ دٞب٘ٝ تشن سا ٔذَ ٕ٘بیٙ

تشن لشاس  ػٌٛح ثشای ٘مبًی وٝ سٚیتشن ثب یىذیٍش تٕبع ٘ذاؿتٝ ثبؿٙذ، 

ایٗ  داس٘ذ تٙؾ ثشؿی ٚ تٙؾ ٕٓٛدی كفش اػت ثٙبثشایٗ ؿشایي ٔشصی دس

 ( اػت.10٘مبى ًجك ساثٌٝ )

 1

1

,0 0

( ,0) 0
xy

yy

x

x








 

,


  

0 x d   (10)  

اص دٚ لؼٕت تـىیُ ؿذٜ اػت. لؼٕتی  ؿشایي ٔشصی دس ػٌح ثبلایی

وٝ دس تٕبع ثب پب٘چ لشاس داسد  a y b  خبثدبیی ٘مبى آٖ تبثٔی اص ٚ

ػٌح آصاد  ٚ لؼٕتی وٝ دس تٕبع ثب پب٘چ ٘یؼت ٚ اكٌلاحبًؿىُ پب٘چ اػت، 

دس ػٌح آصاد ٘یض تٙؾ ثشؿی ٚ تٙؾ ٕٓٛدی كفش اػت.  ؿٛد. ٘بٔیذٜ ٔی

 .ؿٛدثیبٖ ٔی (11ًجك ساثٌٝ )ؿشایي ٔشصی دس ایٗ ػٌٛح ثٙبثشایٗ 

   1 1

1

0, 0,

(0, ) ( )
xy xxy y

u y g y

 


,



  

a y b  اِف(-11)   
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  ة(-11)    

دٞٙذٜ ٔختلبت ٘بحیٝ تٕبع ٞؼتٙذ ٚ ٘ـبٖ aٚbدس ایٗ ساثٌٝ  وٝ

( )g y ٘بحیٝ . دس ٚالْ خبثدبیی ٘مبًی وٝ دس ثب پشٚفیُ پب٘چ دس استجبى اػت

ای اػت وٝ ؿىُ پشٚفیُ پب٘چ سا ثٝ خٛد تٕبع پب٘چ لشاس داس٘ذ، ثٝ ٌٛ٘ٝ

   .ثٍیش٘ذ

اٌش ثٝ ا٘ذاصٜ وبفی اص پب٘چ دٚس ؿٛیٓ اثش آٖ اص ثیٗ خٛاٞذ سفت؛ پغ دس 

ٞبی خبثدبیی ٚ ٘یض تغییشات آٟ٘ب كفش خٛاٞذ ثٛد. ٟ٘بیت دٚس ِٔٛفٝٔشصٞبی ثی

( ثیبٖ 13ٚ ) (12پب٘چ ًجك ساثٌٝ ) دس فبكّٝ دٚس اصٔشصی ثٙبثشایٗ ؿشایي 

 .ؿٛدٔی

3 3
lim ( , ) lim ( , ) 0

x x
u x y v x y

 
 

 (12)  

( , ) ( , )
lim lim 0

j j

y y

u x y u x y

y y 

 
 

   
اِف( -13)  

( , ) ( , )
lim lim 0

j j

y y

v x y v x y

y y 

 
 

   
ة( -13)  

 اعمبل ريش تفبضلات محذيد -4

ثبثت اػت.  x ٚyٞب دس خٟتدس سٚؽ تفبهلات ٔحذٚد َٕٔٔٛ ا٘ذاصٜ إِبٖ

ثٙذی سیض دس ٘بحیٝ تٕبع یب ٘بحیٝ ٘ٛن تشن ثبیذ دس ٘تیدٝ ثشای ایدبد ٔؾ

وُ خؼٓ سا ثٝ كٛست سیض ٔؾ صد؛ وٝ ایٗ أش حدٓ ٔحبػجبت سا ثٝ ؿذت 

سٚؽ تفبهلات ٔحذٚد سا ثٝ سٚؿی ٘بٔٙبػت ثشای ثشسػی  ثبلا ثشدٜ ٚ ٕٓلاً

ٔؼبئُ تٕبع تجذیُ وشدٜ اػت. ثشای سفْ ایٗ ٔـىُ اص تىٙیه ٍ٘بؿت 

اػتفبدٜ ؿذٜ اػت. ثب اػتفبدٜ اص ایٗ تىٙیه، اثتذا ٔٔبدلات اص فوبی فیضیىی

x y ثٝ فوبی ٓذدی  ٜٔمبدیش  ذ؛ وٝ دس ایٗ فوبا٘ثشدٜ ؿذ  ٚ 

دس ٔختلبت خذیذ حُ ؿذٜ ٚ وٙٙذ، ػپغ ٔٔبدلات تغییش ٔی 2تب  1اص 

xدٚثبسٜ ثٝ ٔختلبت y ٜ27= ا٘ذثبصٌشدا٘ذٜ ؿذ<. 

xدس ٚالْ دس ایٗ سٚؽ ٞش ٘مٌٝ دس ٔختلبت   y  ثب یه ٘مٌٝ دس

ٔختلبت   ای ایدبد ٔییه ثٝ ٌٛ٘ٝثٝؿٛد. ایٗ تٙبُش یهٔتٙبُش ٔی-

ؿٛد وٝ دس ٔختلبت    فٛاكُ ٕٞٝ ٘مبى ثشاثش ثبؿٙذ ٚ دس ٔختلبت

x y تٛاٖ ساثٌٝ ٘مبى تٛصیْ دِخٛاٞی داؿتٝ ثبؿٙذ. ثذیٗ تشتیت ٔی

ثب اػتفبدٜ اص ایٗ ٔختلبت ثذػت آٚسد. ثٙبثشایٗ  ٔٙبػت سا ثیٗ ایٗ دٚ دػتٍبٜ

ای اص ٕ٘ٛ٘ٝ 2ؿىُ ثٙذی دِخٛاٜ سا ایدبد وشد. تٛاٖ ٞش ّ٘ٛ ٔؾتىٙیه ٔی

وٝ ثشای تحّیُ  دٞذثٙذی ایدبد ؿذٜ تٛػي ایٗ تىٙیه سا ٘ـبٖ ٔیٔؾ

ٔؼئّٝ تٕبع ثذٖٚ حوٛس تشن ٔٙبػت اػت. ثشای تحّیُ ٔؼئّٝ تٕبع دس 

یه ٘ٛن ثٙذی ٞٓ دس ٔحُ تٕبع سیض ؿٛد ٚ ٞٓ دس ٘ضدحوٛس تشن ثبیذ ٔؾ

 تشن. 

 .ؿٛداػتفبدٜ ٔی (14)ثشای تغییش ٔختلبت روش ؿذٜ اص ساثٌٝ 

1

M
i

i
i

x a 



اِف( -14)   

1

N
j

j
j

y b 



 

ة( -14)  

 
 ثٙذی ایدبد ؿذٜای اص ٔؾٕ٘ٛ٘ٝ 2ضکل 

ای ٔمبدیشی دِخٛاٜ ٞؼتٙذ ٚ ثبیذ ثٝ ٌٛ٘ٝ ia  ٚjbوٝ دس ایٗ ساثٌٝ 

ثب تغییش ٔتغیش فٛق ثٙذی ٔٙبػت سا ایدبد وٙٙذ. ا٘تخبة ؿٛ٘ذ وٝ ٟ٘بیتبً ٔؾ

٘ٛؿتٝ    ٚثش حؼت ٔـتمبت ثش حؼت ،x ٚyٔـتمبت ٘ؼجت ثٝ 

 ؿٛد.  ٔی

,
,

,
x

ff
f

x x






 


 

اِف( -15)  
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ة( -15)  
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ج( -15)  

2

, , ,2 yy yy yy
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د( -15)  
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f e f
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(15- )ٜ  

 ،وٝ دس ایٗ ٓجبسات
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xx
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اِف( -16)  
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ة( -16)  
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xxc
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ج( -16)  
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1
yyd
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د( -16)  

, ,

1
xye

x y 



 
(16- )ٜ  

 ثبص٘ٛیؼی ؿذٜ ٚ ثٝ كٛست( 9ِٝ )، ٔٔبد(15) حبَ ثب اػتفبدٜ اص سٚاثي

 .ؿٛد٘ٛؿتٝ ٔی (17)

, , ,
,

1 1 1 1

1 1xx xx yy
dG

u a u c u b
G dx x  



 

 

  
   

     

       
,

,

2 3 1 1
0

1 1yy xy
dG

u d v e v
G dx y  





 


   

 
 

اِف( -17)  
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ة( -17)  

 اخیش ثٝثشای ٞش وذاْ اص ٘مبى خؼٓ )ثٝ خض ٔشصٞب ٚ ػٌٛح تشن( دٚ ٔٔبدِٝ 

اػت. ثٝ ًشیك ٔـبثٝ ٔٔبدلات ٔشثٛى ثٝ ؿشایي ٔشصی ٘یض اص  ؿذٜوبس ثشدٜ 

xفوبی y  ثٝ فوبی  ٜیه دػتٍبٜ ٔٔبدلات ایدبد  ٚ ٟ٘بیتبً ثشدٜ ؿذ

ٞبػت. ثشای حُ ایٗ دػتٍبٜ وٝ تٔذاد ٔٔبدلات آٖ دٚ ثشاثش تٔذاد ٌشٜ ؿٛدٔی

ثشای تجذیُ ٔـتمبت  ت ٔحذٚد اػتفبدٜ ؿذٜ اػت.اص سٚؽ تفبهلأٔبدلات 

تٛاثْ ثٝ ٓجبسات خجشی، ثٝ ّٓت دلت ثبلاتش سٚاثي ٔـتك ٔشوضی تب حذ أىبٖ 

اص ایٗ سٚاثي اػتفبدٜ ؿذٜ اػت؛ أب دس ٘مبى ٔشصی ٚ ػٌح تشن اػتفبدٜ اص 

-سٚ٘ذٜ یب پغپزیش ٘یؼت ٚ ثٝ ٘بچبس ثبیذ اص ٔـتمبت پیؾٔـتك ٔشوضی أىبٖ

 اػتفبدٜ وشد.سٚ٘ذٜ 

ؿذٜ اػت. ثٝ ٓٙٛاٖ ٚسٚدی ٔؼئّٝ دس ِ٘ش ٌشفتٝ پب٘چ ٕٓٛدی  خبثدبیی

ی ثبلایی خؼٓ ثذیٗ تشتیت وٝ خبثدبیی پب٘چ ثٝ ٓٙٛاٖ ؿشایي ٔشصی ثٝ لایٝ

ٌیشد. ؿٛد ٚ ػٌحی وٝ دس تٕبع لشاس داسد ؿىُ پشٚفیُ پب٘چ سا ٔیإٓبَ ٔی

٘بؿی اص اكٌىبن، ػٌٛح ثبیذ تٛخٝ داؿت وٝ ثٝ ّٓت ٚخٛد ٘یشٚی ٓشهی 

اِف(  -11تٕبع ٔتمبسٖ ٘یؼتٙذ. ایٗ ٘یشٚی ٓشهی ًجك ٔٔبدِٝ اَٚ ساثٌٝ )

ؿٛد ٚ ثذیٗ تشتیت ػٌٛح تٕبع ثب تٛخٝ ثٝ ٚخٛد ٕٞضٔبٖ ٘یشٚٞبی إٓبَ ٔی

ثب اػتفبدٜ اص سٚاثي  پغ اص حُ ٔؼئّٕٝٓٛدی ٚ ٓشهی ثذػت خٛاٞذ آٔذ. 

ٝ ثذػت آٚسدٜ ٚ ػپغ ثب تٛاٖ وش٘ؾ سا دس ٞش ٘مٌخبثدبیی ٔی-وش٘ؾ

وش٘ؾ، تٙؾ دس ٞش ٘مٌٝ لبثُ ٔحبػجٝ اػت. ٟ٘بیتبً ثب -اػتفبدٜ اص سٚاثي تٙؾ

لاصْ ٘یشٚی  ٟ٘بیتا٘تٍشاَ ٌیشی اص تٙؾ ٘شٔبَ ثش ػٌح پبییٙی خؼٓ ٘یٕٝ ثی

 Pخٛاٞذ آٔذ. اٌش ٔمذاس ایٗ ٘یشٚ ثشاثش ثذػت ٔٛسد ِ٘ش ثشای ایدبد خبثدبیی 

 Pاِف( ٘یشٚی ٓشهی ٘یض ثشاثش -11ثبؿذ، ثب إٓبَ ٔٔبدِٝ اَٚ ساثٌٝ )

 ثذػت خٛاٞذ آٔذ.

دس پب٘چ تخت ٘بحیٝ تٕبع ثبثت ٚ ٔؼتمُ اص ٘یشٚی إٓبِی ٚ ثشاثش ثب 

تٛاٖ خبثدبیی پب٘چ سا دس یه ٔشحّٝ ٚاسد وشد؛ ثٙبثشایٗ ٔیپٟٙبی پب٘چ اػت. 

ای، ٘بحیٝ أب دس پب٘چ اػتٛا٘ٝ .ا٘دبْ ؿذٜ اػت >33=ٔـبثٝ وبسی وٝ دس ٔشخْ 

تٕبع ثبثت ٘یؼت ٚ ثب افضایؾ ٔیضاٖ ٘فٛر پب٘چ )وٝ ٔتشادف ثب افضایؾ ٘یشٚی 

ٕٞبٍ٘ٛ٘ٝ وٝ روش ؿذ یبثذ. پب٘چ اػت(، ا٘ذاصٜ ٘بحیٝ تٕبع ٘یض افضایؾ ٔی

خبثدبیی ٕٓٛدی ٘مبى ٘بحیٝ تٕبع ثٝ ٓٙٛاٖ ٚسٚدی ٔؼئّٝ دس ِ٘ش ٌشفتٝ 

ؿذٜ اػت، ثٙبثشایٗ لاصْ اػت تب ساٞىبسی دس ِ٘ش ٌشفتٝ ؿٛد تب ا٘ذاصٜ ایٗ 

٘بحیٝ ثٝ دلت تٔییٗ ؿٛد. ثشای یبفتٗ ٘بحیٝ تٕبع اص سٚؽ ػٔی ٚ خٌب 

ثٝ ٔیضاٖ خبثدبیی پب٘چ  ٛخٝؿٛد. ثذیٗ تشتیت وٝ اثتذا، ثب تاػتفبدٜ ٔی

حذاوثش ٘بحیٝ تٕبع ٔحبػجٝ خٛاٞذ ؿذ ٚ ثٝ وٕه آٖ، خبثدبیی ٘مبى ٘بحیٝ 

ؿٛد. ػپغ ثب تـىیُ دػتٍبٜ ٔٔبدلات ٚ حُ آٖ ٟ٘بیتبً تٙؾ تٕبع تٔییٗ ٔی

ؿٛد. تٙؾ ٕٓٛدی دس ٕٞٝ ٘مبى ٘بحیٝ تٕبع ثشسػی دس ٕٞٝ ٘مبى تٔییٗ ٔی

فـبسی ثبؿذ ثذیٗ ٔٔٙبػت وٝ ٘بحیٝ  ؿٛد، اٌش تٙؾ دس ٕٞٝ ایٗ ٘مبىٔی

تٕبع ثٝ دسػتی تٔییٗ ؿذٜ اػت أب اٌش دس یه یب چٙذ ٘مٌٝ دس ایٗ ٘بحیٝ 

تٙؾ وــی ثبؿذ ثٝ ایٗ ٔٔٙبػت وٝ ٘بحیٝ تٕبع ثضسٌتش اص حذ ٚالٔی دس 

ِ٘ش ٌشفتٝ ؿذٜ اػت ٚ ثبیذ اكلاح ؿٛد ٚ ٘مبًی وٝ تٙؾ دس آٟ٘ب ٔٙفی ؿذٜ 

ذ. ثب اكلاح ٘بحیٝ تٕبع ٔدذداً دػتٍبٜ اػت اص ٘بحیٝ تٕبع حزف ؿٛ٘

وٙذ تب ؿٛد. ایٗ سٚ٘ذ آ٘مذس ادأٝ پیذا ٔیٔٔبدلات تـىیُ ؿذٜ ٚ حُ ٔی

ٔشاحُ حُ  3ؿىُ  تٙؾ دس ٕٞٝ ٘مبى ٘بحیٝ تٕبع فـبسی ثذػت آیذ.

ای سا ثٝ كٛست فّٛچبست ٘ـبٖ ٔؼئّٝ ٚ تٔییٗ ٘بحیٝ تٕبع ثشای پب٘چ اػتٛا٘ٝ 

 دٞذ.ٔی

ؿٔبّ اِٚیٝ ٘بحیٝ تٕبع )ٔبوضیٕٓ ٔمذاس ؿٔبّ ٘بحیٝ تٕبع( اص ساثٌٝ 

 ؿٛد.( ٔحبػجٝ ٔی18)

2 2 2 2 2 2( ) ( ) 2R R r r R R R           
  

(18) 

ٚ R،وٝ دس ایٗ ساثٌٝ 
0

r  ّثٝ تشتیت ؿٔبّ پب٘چ، ٔیضاٖ ٘فٛر پب٘چ ٚ ؿٔب

ؿٔبّ تٕبع ٚالٔی ٚ حذاوثش ؿٔبّ تٕبع  4ؿىُ اِٚیٝ ٘بحیٝ تٕبع ٞؼتٙذ. 

 دٞذٕٔىٗ سا ٘ـبٖ ٔی

 
 ایٔشاحُ تٔییٗ ؿٔبّ تٕبع دس پب٘چ اػتٛا٘ٝ 3ضکل 

 

 
 ؿٔبّ تٕبع ٚالٔی ٚ ٔبوضیٕٓ ٔمذاس ؿٔبّ ٘بحیٝ تٕبع 4ضکل 
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 محبسبٍ ضرایب ضذت تىص-5

تٛصیْ تٙؾ دس وُ  پغ اص حُ دػتٍبٜ ٔٔبدلات ٚ إٓبَ ؿشایي ٔشصی، ٟ٘بیتبً

تٛاٖ خؼٓ ثذػت خٛاٞذ آٔذ. ثب اػتفبدٜ اص تٛصیْ تٙؾ دس حٛصٜ ٘ٛن تشن ٔی

هشایت ؿذت تٙؾ سا ٔحبػجٝ وشد. ثشای ٔحبػجٝ هشایت ؿذت تٙؾ اص سٚؽ 

ایٗ سٚؽ ٘خؼتیٗ ثبس تٛػي ساخٛ ٚ ٘یٛٔٗ دس ػبَ  ؿذٜ اػت.٘یشٚ اػتفبدٜ 

٘ـبٖ داد وٝ ایٗ سٚؽ دس  2006دس ػبَ . دٚٔٛسایغ >30= ٌٔشح ؿذ 1977

تٔییٗ هشایت ؿذت تٙؾ ثشای تشن ٔشوضی دس ٚسق ایضٚتشٚح ٚ تیش 

ی سا ثشای ایٗ ٟٕٔ ٞبیستٛتشٚح اص دلت خٛثی ثشخٛسداس اػت. ٚی ٔضیتا

ٞبی ٔٙفشد تٛاٖ ثٝ ٓذْ ٘یبص ثٝ إِبٖسٚؽ ثیبٖ وشد؛ وٝ اص خّٕٝ آٟ٘ب ٔی

خبف دس ٘ٛن تشن، ٔٙبػت ثٛدٖ ثشای ٔٛاد غیشایضٚتشٚح ٚ ٔٙبػت ثٛدٖ 

صادٜ ٚ كذیمی دلت ایٗ  . ًبِْ>32=ثشای ٔٛدٞبی تشویجی ؿىؼت اؿبسٜ وشد 

س حوٛس ٟ٘بیت ٞذفٕٙذ دسٚؽ سا ثشای تٕبع پب٘چ كّت تخت ٚ خؼٓ ٘یٕٝ ثی

 .>33=تشن ػٌحی ٘ـبٖ داد٘ذ 

دس خؼٓ ٚخٛد داؿتٝ ثبؿذ ثب كشف ِ٘ش وشدٖ اص  5ؿىُ  اٌش تشوی ٌٔبثك

 ٞبیٞبی ثبلاتش، تٙؾتشْ y  ٚxy ( ٌٝ20( ٚ )19اص ساث) آیٙذثذػت ٔی 

=32<. 

2

I
y

K

x





 
(19)  

2

II
xy

K

x





  
(20)  

( ثشای 22( ٚ )21)سٚاثي    ٞب دس فبكّٝ كفش تب ٌیشی اص تٙؾثب ا٘تٍشاَ

 .آیذػت ٔیثذ هشایت ؿذت تٙؾ
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ثٝ ػٕت     ٔختّف ٚ ٔیُ دادٖ    دس فٛاكُ    ٚ    ثب ٔحبػجٝ 

 .>32=آیذ دس ٘ٛن تشن ثذػت ٔی    ٚ    كفش، ٔمبدیش 

 
 ؿىُ ؿٕبتیه تشن ٚ ٔحٛسٞبی ا٘تخبثی 5ضکل 

 اعتببرسىجی-6

آتجبسػٙدی سٚؽ اسائٝ ؿذٜ ثب حُ دٚ ٔؼئّٝ خبف كٛست پزیشفتٝ اػت. 

ثذٖٚ حوٛس ٟ٘بیت ٍٕٞٗ خؼٓ ٘یٕٝ ثیثب ای تٕبع پب٘چ كّت اػتٛا٘ٝ٘خؼت 

تٛصیْ تٙؾ ثذػت آٔذٜ ثب ٘تبیح تحّیّی ٞشتض ٔمبیؼٝ  ثشسػی ؿذٜ اػت.تشن 

اِف ثٛدٜ ثب ایٗ تفبٚت وٝ دس -1ؿىُ ٞٙذػٝ ٔؼئّٝ ٔـبثٝ . >2=ؿذٜ اػت 

 فشمٔبدٜ ٍٕٞٗ ٌشفتٝ ٘ـذٜ اػت. ٕٞچٙیٗ  ایٗ ٔؼئّٝ اثش اكٌىبن دس ِ٘ش

اثٔبد خؼٓ  ٚ ٔیّیٕتش 2ٚ  50ؿذٜ اػت. ؿٔبّ پب٘چ ٚ ٔیضاٖ ٘فٛر ثٝ تشتیت 

ا٘تخبة ایٗ اثٔبد ثشای خؼٓ ثٝ ایٗ  .ٔیّیٕتش ا٘تخبة ؿذٜ اػت 500 250

ٚ فشم  ثٛدٜٞبی خؼٓ ٘بچیض دس ایٗ حبِت اثشات پب٘چ دس ِجّٝٓت اػت وٝ 

 60ٚ 120ثٝ تشتیت اص  x ٚy دس ساػتبی ٟ٘بیت ثٛدٖ كحیح اػت.٘یٕٝ ثی

صیش پب٘چ ثب اػتفبدٜ اص سٚؽ ٌشٜ اػتفبدٜ ؿذٜ اػت. تٛصیْ تٙؾ ٕٓٛدی دس 

ثیٙی ی ٞشتض پیؾتفبهلات ٔحذٚد ثذػت آٔذٜ ٚ ثب تٛصیْ تٙـی وٝ ساثٌٝ

( تٛصیْ تٙؾ سا ًجك 23ساثٌٝ ) اػت ٔٛسد ٔمبیؼٝ لشاس ٌشفتٝ اػت. وشدٜ

 Pؿٔبّ ٘بحیٝ تٕبع اػت ٚ aوٙذ وٝ دس ایٗ ساثٌٝ ساثٌٝ ٞشتض ثیبٖ ٔی

 ٘یشٚی پب٘چ اػت.
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تٛصیْ تٙؾ ٕٓٛدی صیش پب٘چ سا ثب اػتفبدٜ اص سٚؽ تفبهلات  6ؿىُ 

ٞبیی وٝ دس دس ایٗ ؿىُ )ٚ ػبیش ؿىُ دٞذ.ٔحذٚد ٚ سٚاثي ٞشتض ٘ـبٖ ٔی

٘تبیح ثذػت آٔذٜ اص سٚؽ تفبهلات ٔحذٚد ثب ٕ٘بد  ادأٝ آٚسدٜ ؿذٜ اػت(

FD  .ثب تٛخٝ ثٝ ؿىُ، ٔـخق اػت وٝ ٘تبیح حبكُ اص ٘ـبٖ دادٜ ؿذٜ اػت

ٞبی پب٘چ ٚ تٟٙب دس ِجٝ داؿتٝایٗ سٚؽ تٌبثك ثؼیبس خٛثی ثب سٚاثي ٞشتض 

ٕٞچٙیٗ ٕٞیٗ ٔمذاسی اختلاف ٚخٛد داسد وٝ لبثُ كشف ِ٘ش وشدٖ اػت. 

آٖ ثب افضاس إِبٖ ٔحذٚد آثبوٛع حُ ؿذٜ ٚ ٘تبیح ٔؼئّٝ ثب اػتفبدٜ اص ٘شْ

٘یشٚی ثٝ دػت آٔذٜ ثشای پب٘چ ثب ٘تبیح سٚؽ اسائٝ ؿذٜ ٔمبیؼٝ ؿذٜ اػت. 

ویّٛ٘یٛتٗ اػت وٝ دس ٔمبیؼٝ ثب  01/59اػتفبدٜ اص سٚؽ تفبهلات ٔحذٚد 

دٞذ؛ % اختلاف سا ٘ـبٖ ٔی70/0افضاس آثبوٛع فمي ٘تبیح ثذػت آٔذٜ اص ٘شْ

 ٘ـبٖ اص دلت سٚؽ تفبهلات ٔحذٚد داسد.وٝ 

ثشای ٔحبػجٝ هشایت ؿذت تٙؾ دس  ،٘یشٚ سٚؽ آتجبس ػٙدؾ ثشای

ی خبف ٔؼئّٝای، ٘تبیح حبكُ اص ایٗ سٚؽ دس یه ٔؼئّٝ تٕبع پب٘چ اػتٛا٘ٝ

دس ایٗ ٔؼئّٝ تٕبع . >20= داي ٔمبیؼٝ ؿذٜ اػتتٛػي ثب ٘تبیح اسائٝ ؿذٜ 

ٞذفٕٙذ ٌٔبِٔٝ ؿذٜ اػت. ٟ٘بیت ٘یٕٝ ثی خؼٓ ٚ ایاػتٛا٘ٝپب٘چ كّت 

 25/0پٛاػٖٛ ثبثت ٚ ثشاثش  هشیتاِف اػت. -1ؿىُ ٞٙذػٝ ٔؼئّٝ ؿجیٝ 

 (24ٚ ًجك ساثٌٝ ) ثٝ كٛست ٕ٘بییٚ تغییشات ٔذَٚ الاػتیؼیتٝ  فشم ؿذٜ

 دس ِ٘ش ٌشفتٝ ؿذٜ اػت:

0
xE E e

 
(24)  

ثبثت  ٔذَٚ الاػتیؼیتٝ ػٌح تٕبع ٚ  0Eوٝ دس ایٗ ساثٌٝ 

دس  0333/0٘بٍٕٞٙی اػت وٝ دس ایٙدب ثشای ٕٞبٍٞٙی ثب ٘تبیح داي، ثشاثش 

ٔیّیٕتش دس  3ٔؼبٚی ٚ ثشاثش ِ٘ش ٌشفتٝ ؿذٜ اػت. ؿٔبّ پب٘چ ٚ ا٘ذاصٜ تشن 

 . ؿذٜ اػت ا٘تخبة
 

 
ای، ثب اػتفبدٜ اص سٚؽ تفبهلات ٔمبیؼٝ تٛصیْ تٙؾ ٕٓٛدی صیش پب٘چ اػتٛا٘ٝ 6ضکل 

 ٚ سٚاثي ٞشتض (FD)ٔحذٚد 
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 دٞذ.٘تبیح ثذػت آٔذٜ سا دس ٔمبیؼٝ ثب ٘تبیح داي ٘ـبٖ ٔی 7ؿىُ 

ٕٞبٍ٘ٛ٘ٝ وٝ پیذاػت، ثشای ٔمبدیش ٔثجت هشیت ؿذت تٙؾ ٔٛد اَٚ، ٘تبیح 

ثذػت آٔذٜ تٌبثك لبثُ لجِٛی ثب ٘تبیح داي داس٘ذ. دس ایٙدب روش ایٗ ٘ىتٝ 

هشٚسی اػت وٝ ٔٙفی ؿذٖ هشایت ؿذت تٙؾ ثٝ ٔٔٙبی ٓذْ سؿذ تشن 

ٙفی اػت ٚ ٔمذاس ٓذدی ٔٙفی آٖ إٞیت خبكی ٘ذاسد. دس ٚالْ، اص آ٘دب وٝ ٔ

ؿذٖ هشیت ؿذت تٙؾ ٔٛد اَٚ ثٝ ٔٔٙبی ثؼتٝ ؿذٖ دٞب٘ٝ تشن ثؼتٝ اػت 

ٚ ثٝ ٓجبست دیٍش ػٌٛح تشن دس تٕبع ثب یىذیٍش لشاس خٛاٞٙذ ٌشفت، 

فشهیبت كٛست ٌشفتٝ دس ٔٛسد ػٌٛح تشن ٘من خٛاٞذ ؿذ ٚ دس ٘تیدٝ 

 ٔمبدیش ٓذدی ثذػت آٔذٜ لبثُ آتٕبد ٘یؼتٙذ. ایٗ ٔؼئّٝ دس ٘تبیح اسائٝ ؿذٜ

تٛػي داي ٘یض ٚخٛد داسد. ثٙبثشایٗ ٔمبدیش ٔٙفی ؿذت تٙؾ ٔٛد اَٚ اص ِ٘ش 

ٓذدی إٞیتی ٘ذاس٘ذ ٚ كشفبً ٔٙفی ؿذٖ آٟ٘ب ٔٛسد تٛخٝ اػت. اص ایٗ سٚ دس 

تٕبٔی ٘تبیدی وٝ دس ادأٝ آٚسدٜ ؿذٜ اػت ٔمبدیش ٔٙفی هشایت ؿذت تٙؾ 

ذٜ اػت. دس ٔٛد اَٚ ٚ هشایت ؿذت تٙؾ ٔٛد دْٚ ٔتٙبُش ثب آٟ٘ب، حزف ؿ

، كشفبً ثشای ٕ٘ٛ٘ٝ هشایت ؿذت تٙؾ ٔٙفی ثشای هشیت اكٌىبن 7ؿىُ 

آٚسدٜ ؿذٜ اػت. ٕٞبٍ٘ٛ٘ٝ وٝ پیذاػت هشایت ؿذت تٙؾ ٔٙفی ثب ٘تبیح  2/0

ثیٙی ثٛد ٚ ٕٞبٍ٘ٛ٘ٝ وٝ روش ؿذ ثُ تٛخٟی داسد وٝ لبثُ پیؾداي اختلاف لب

دس ایٗ ٔٛاسد ٔمبدیش ٓذدی ثذػت آٔذٜ اص سٚؽ تفبهلات ٔحذٚد ٚ ٘تبیح 

داي ٞش دٚ غیشلبثُ آتٕبد اػت أب ٔٙفی ؿذٖ آٟ٘ب دس ٔمبدیش یىؼب٘ی اص 

/b d ٖدٞٙذٜ كحت ٘تبیح ثذػت آٔذٜ اػت.٘ـب 

 

 
 )اِف(

 
 )ة(

كّت هشایت ؿذت تٙؾ خؼٓ ٘یٕٝ ٞذفٕٙذ تحت ثبسٌزاسی تٕبػی پب٘چ  7ضکل 

 ای )اِف( ٔٛد اَٚ ٚ )ة( ٔٛد دْٚاػتٛا٘ٝ

 وتبیج ي بحث -7

ٔؼئّٝ تٕبع ِغضؿی پغ اص آتجبسػٙدی سٚؽ ٔٛسد اػتفبدٜ، دس ایٗ ثخؾ 

دس حوٛس ٚ دس ٓذْ  ٟ٘بیتثی ثب یه خؼٓ ٘یٕٝای اػتٛا٘ٝدٚثٔذی پب٘چ كّت 

ثٝ كٛست ٟ٘بیت خؼٓ ٘یٕٝ ثی .حوٛس تشن تشن ػٌحی ثشسػی ؿذٜ اػت

ؿذٜ  دس ِ٘ش ٌشفتٝ mm80  mm70اثٔبد ٚ ثب  1ؿىُ ٌٔبثك ػٝ لایٝ، 

ٔیّیٕتش  3 ٔؼبٚی ٚ ثشاثشٕٓك تشن ػٌحی ٚ اػت. هخبٔت لایٝ ػشأیىی 

ثب ٔذَٚ الاػتیؼیتٝ آِٛٔیٙب )اوؼیذ آِٛٔیٙیْٛ( ٚ آِٛٔیٙیْٛ فشم ؿذٜ اػت. 

ٌیٍبپبػىبَ ثٝ تشتیت ثٝ ٓٙٛاٖ فبص فّضی ٚ ػشأیىی  320ٌیٍبپبػىبَ ٚ  70

دس ِ٘ش ٌشفتٝ  3/0. هشیت پٛاػٖٛ ثشای وُ خؼٓ ثبثت ٚ ثشاثش ا٘ذٜا٘تخبة ؿذ

 ؿذٜ اػت. 

اثش پبسأتشٞبی ٔختّف ثش تٕبع ثذٖٚ حوٛس تشن ثشسػی ؿذٜ ٚ  اثتذا

 . ٘خؼتلشاس ٌشفتٝ اػت ٌٔبِٔٝخبثدبیی )لبٖ٘ٛ تٕبع( ٔٛسد -ٛداسٞبی ٘یشٕٚ٘

ثب ثبثت ٍ٘ٝ داؿتٗ پبسأتشٞبی ٞٙذػی )پٟٙبی پب٘چ ٚ هخبٔت لایٝ ٞذفٕٙذ ٚ 

ٟ٘بیت ثشسػی اثش تٛصیْ خٛاف الاػتیه دس خؼٓ ٘یٕٝ ثی (،هشیت اكٌىبن

اػت ٚ تغییشات  r دٞذ وٝ پبسأتش تٔییٗ وٙٙذٜؿذٜ اػت. ٘تبیچ ٘ـبٖ ٔی
q .خبثدبیی سا ثشای ٔمبدیش -ٕ٘ٛداس ٘یشٚ 8ؿىُ  تبثیشی ثش لبٖ٘ٛ تٕبع ٘ذاسد

ٔتشادف اػت ثب افضایؾ ٘ؼجی وؼش  ، وrٝ افضایؾ .دٞذ٘ـبٖ ٔی r ٔختّف

افضایؾ ٘یشٚی ػفتی وّی خؼٓ سا افضایؾ دادٜ ٚ حدٕی پٛؿؾ ػشأیىی، 

 ٞبی یىؼبٖ پب٘چ دس پی داسد. تٕبع سا ثشای خبثدبیی

خبثدبیی پب٘چ  -اثش تغییش هخبٔت لایٝ ٞذفٕٙذ سا ثش ٕ٘ٛداس ٘یشٚ  9ؿىُ 

دٞذ. دس ایٙدب ٘یض ثب افضایؾ هخبٔت ایٗ لایٝ ػٟٓ ػشأیه دس وُ ٘ـبٖ ٔی

ٔش یبثذ. ایٗ اخؼٓ افضایؾ یبفتٝ ٚ دس ٘تیدٝ ػفتی وّی خؼٓ افضایؾ ٔی

 افضایؾ ٘یشٚی تٕبع سا ثشای ٔمبدیش یىؼبٖ خبثدبیی پب٘چ دس پی داسد.

 

 
 خبثدبیی پب٘چ-٘یشٚ ثش ٕ٘ٛداس rاثش تغییش  8ضکل 

 
 خبثدبیی پب٘چ-اثش تغییش هخبٔت لایٝ ٞذفٕٙذ ثش ٕ٘ٛداس ٘یشٚ 9ضکل 
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سا ٘ـبٖ  خبثدبیی پب٘چ-ثش ٕ٘ٛداس ٘یشٚ اثش تغییش ؿٔبّ پب٘چ 10ؿىُ 

پب٘چ، ثب افضایؾ ؿٔبّ پب٘چ ٘یشٚی تٕبع  ٞبی یىؼبٖدٞذ. ثشای خبثدبیی ٔی

ثٝ اصای افضایؾ ؿٔبّ پب٘چ یبثذ. ّٓت ایٗ أش افضایؾ ػٌح تٕبع افضایؾ ٔی

ثبؿذ؛ اص ًشفی ثشای یه ٔیضاٖ خبثدبیی ٔـخق پب٘چ، افضایؾ ػٌح ٔی

تٕبع ٔؼتّضْ افضایؾ ٘یشٚی تٕبع اػت. دس ٘تیدٝ ثب افضایؾ ؿٔبّ پب٘چ 

 یبثذ.٘یشٚی تٕبع افضایؾ ٔی

ثٔذی تٛصیْ تٙؾ فـبسی دس صیش پب٘چ ٔٛسد ٌٔبِٔٝ لشاس ٌشفتٝ  لؼٕتدس 

تبثیش چٙذا٘ی ثش تٛصیْ تٙؾ فـبسی  q دٞذ وٝ تغییشاتٔی اػت. ٘تبیح ٘ـبٖ

دٞذ. ثب تٙؾ فـبسی سا تحت تبثیش لشاس ٔی rدس صیش پب٘چ ٘ذاسد. أب تغییشات 

یبثذ أب دس ، دس ٔشوض پب٘چ ٔبوضیٕٓ ٔمذاس تٙؾ فـبسی وبٞؾ ٔیrافضایؾ

تٙؾ دس rتٛاٖ ٌفت ثب افضایؾ یبثذ. ثٝ ًٛس وّی ٔیٞب تٙؾ افضایؾ ٔیِجٝ

ایٗ ٌّٔت سا ثٝ خٛثی  11ؿىُ  تشی خٛاٞذ داؿت.صیش پب٘چ تٛصیْ یىٙٛاخت

افضایؾ دٞذ وٝ تغییشات ٘بؿی اص ثشسػی ػبیش ٘تبیح ٘ـبٖ ٔی دٞذ.ٔی ٕ٘بیؾ

افضایؾ ؿٔبّ پب٘چ ٔـبثٝ سٚ٘ذ تغییشات ٘بؿی اص ٚ  هخبٔت لایٝ ٞذفٕٙذ

اػت؛ ثب ایٗ تفبٚت وٝ تغییشات ٘بؿی اص افضایؾ ؿٔبّ پب٘چ ؿذیذتش  rافضایؾ

دس پی داسد وٝ ایٗ أش ٔٛخت  سااػت. افضایؾ ؿٔبّ پب٘چ افضایؾ ػٌح تٕبع 

ثٝ ّٓت تـبثٝ ٕ٘ٛداسٞب  تش ؿٛد.ؿٛد ثب افضایؾ ؿٔبّ تٛصیْ تٙؾ یىٙٛاختٔی

 اص تىشاس آٟ٘ب اختٙبة ؿذٜ اػت.

دس صیش پب٘چ ٚ ٘ٛاحی    𝜎 تٙؾثش تٛصیْ  ثشسػی اثش پبسأتشٞبی ٔختّف

تبثیش چٙذا٘ی ٘ذاسد. تبثیش تغییش r  ٚqدٞذ وٝ تغییشاًشاف آٖ ٘ـبٖ ٔی

 هخبٔت لایٝ ٞذفٕٙذ ٘یض ٘بچیض اػت. أب تغییش هشیت اكٌىبن تٛصیْ تٙؾ

𝜎    غییشات تٙؾت 12ؿىُ  دٞذ.تبثیش لشاس ٔیسا دس صیش پب٘چ ثٝ ؿذت تحت 

𝜎   دٞذ. اٌش هشیت ثشای ٔمبدیش ٔختّف هشیت اكٌىبن ٘ـبٖ ٔی اس

خب فـبسی ٚ ٔتمبسٖ خٛاٞذ ٞبی ثٝ ٚخٛد آٔذٜ ٕٞٝاكٌىبن كفش ثبؿذ تٙؾ

حبِت ٔتمبسٖ خبسج ٞب اص ثٛد. أب اٌش هشیت اكٌىبن ٔخبِف كفش ثبؿذ تٙؾ

ٞب دس ػٕتی اص خؼٓ وٝ دس خّٛ حشوت پب٘چ ت، تٙؾبِخٛاٞٙذ ؿذ. دس ایٗ ح

 د.ؿٛ ٞبی وــی ایدبد ٔیؿٛ٘ذ ٚ دس پـت پب٘چ تٙؾلشاس داسد فـبسی ٔی

ّٓت ایٗ پذیذٜ ایٗ اػت وٝ ٘یشٚی ٓشهی ثٝ ٚخٛد آٔذٜ دس اثش 

وٙذ ٚ دس  ؿٛد تب پب٘چ ػٌح خؼٓ سا ثٝ یه ًشف خْٕاكٌىبن، ثبٓث ٔی

ٞبی ٞبی فـبسی ثشٚص وٙذ؛ حبَ آ٘ىٝ دس ػٕت ٔمبثُ تٙؾػٕت تٙؾ ایٗ

آیذ. ثب افضایؾ هشیت اكٌىبن ٓذْ تمبسٖ تٛصیْ تٙؾ وــی پذیذ ٔی

یبثذ، ٕٞچٙیٗ ٔمبدیش ٔبوضیٕٓ تٙؾ وــی ٚ فـبسی دس اًشاف افضایؾ ٔی

یشٚی ٓشهی دس پب٘چ ٘یض ثب افضایؾ سٚثشٚ خٛاٞذ ثٛد. ّٓت ایٗ أش ٘یض افضایؾ ٘

 اثش افضایؾ هشیت اكٌىبن اػت.
 

 
 خبثدبیی پب٘چ-اثش تغییش ؿٔبّ پب٘چ ثش ٕ٘ٛداس ٘یشٚ 11ضکل 

 
 rتٛصیْ تٙؾ فـبسی دس صیش پب٘چ ثشای ٔمبدیش ٔختّف  11ضکل 

 
 صیش پب٘چ   𝜎 اثش هشیت اكٌىبن ثش تٛصیْ ٘ٙؾ 12ضکل 

  ای ثش سٚی خؼٓ ٘یٕٝ ٔمبیؼٝ ٘تبیح ثذػت آٔذٜ اص تٕبع پب٘چ اػتٛا٘ٝ

اػت  آٔذٜ >36=ٔشخْ ٟ٘بیت ٞذفٕٙذ ثب ٘تبیح تٕبع پب٘چ تخت وٝ دس  ثی

خبثدبیی پب٘چ دس -دٞذ وٝ اثش وّی پبسأتشٞبی ٔختّف ثش ٕ٘ٛداس ٘یشٚ ٘ـبٖ ٔی

خبثدبیی دس -ٞش دٚ حبِت ٔـبثٝ یىذیٍش اػت. أب ؿذت تغییشات ٕ٘ٛداس ٘یشٚ

 ای اػت. اثش افضایؾ اثٔبد پب٘چ، دس پب٘چ تخت ثیـتش اص پب٘چ اػتٛا٘ٝ

ٔیّیٕتش،  6ٔیّیٕتش ثٝ  1ثذیٗ تشتیت وٝ ثب تغییش پٟٙبی پب٘چ تخت اص  

 1ای اص  دٞذ؛ أب ثب تغییش ؿٔبّ پب٘چ اػتٛا٘ٝ % ٘یشٚی پب٘چ سا افضایؾ ٔی20

 دٞذ. % افضایؾ ٔی6ٔیّیٕتش، ٘یشٚی پب٘چ سا  6ٔیّیٕتش ثٝ 

پغ اص ثشسػی ٔؼئّٝ تٕبع، دس ایٗ لؼٕت تشن ػٌحی ٘یض ثٝ ٔؼئّٝ 

)ة( ثٛدٜ ٚ پیؾ اص ایٗ  -1ؿىُ ؿذٜ اػت. ٞٙذػٝ ٔؼئّٝ ٔـبثٝ  افضٚدٜ

تٛهیحبت ٔشثٛى ثٝ آٖ اسائٝ ؿذٜ اػت. ٔذَٚ الاػتیؼیتٝ ٚ هشیت پٛاػٖٛ 

ٔـبثٝ لؼٕت لجُ اػت. ٞذف اكّی ایٗ لؼٕت ثشسػی پبسأتشٞبی سؿذ 

س داسد هشایت ؿذت تٙؾ تشن اػت. اص آ٘دب وٝ تشن دس ٘بحیٝ تشد خؼٓ لشا

ثٝ ٓٙٛاٖ پبسأتش تٔییٗ وٙٙذٜ سؿذ تشن ا٘تخبة ؿذٜ ٚ ٔٛسد ٌٔبِٔٝ لشاس 

 ٌشفتٝ اػت. 

، اثٔبد پب٘چ، هخبٔت r  ٚqِ٘یشدس ایٗ لؼٕت اثش تغییش پبسأتشٞبیی 

ثشسػی ٔٛد اَٚ ٚ دْٚ ؿذت تٙؾ  لایٝ ٞذفٕٙذ ٚ هشیت اكٌىبن ثش هشایت

ٕٞبٍ٘ٛ٘ٝ وٝ پیؾ اص ایٗ تٛهیح دادٜ ؿذ، ٔمبدیش ٔٙفی هشایت  ؿذٜ اػت.

ؿذت تٙؾ ٔٛد اَٚ اص ِ٘ش ٓذدی إٞیتی ٘ذاس٘ذ ٚ ٔٙفی ؿذٖ ایٗ هشایت ثٝ 

ٔٔٙبی ثؼتٝ ؿذٖ دٞب٘ٝ تشن اػت. ثٙبثشایٗ دس ٕ٘ٛداسٞبی اسائٝ ؿذٜ دس ایٗ 
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َ ٚ هشایت ؿذت تٙؾ ٔٛد ثخؾ ٔمبدیش ٔٙفی هشایت ؿذت تٙؾ ٔٛد اٚ

 دْٚ ٔتٙبُش ثب آٟ٘ب حزف ؿذٜ اػت. 

(، ٚ ثب ثبثت ٍ٘ٝ r=4 , q=20 GPaاثتذا ثشای یه تٛصیْ خٛاف ثبثت )

داؿتٗ اثٔبد پب٘چ ٚ تشن ٚ هخبٔت لایٝ ٞذفٕٙذ، اثش اكٌىبن ثشسػی ؿذٜ 

تغییشات هشائت ؿذت تٙؾ سا ثشای ٔمبدیش ٔختّف هشیت  13ؿىُ  اػت.

  دٞذ.اكٌىبن ٘ـبٖ ٔی

اِف(، ثشای حبِت ثذٖٚ اكٌىبن هشیت ؿذت ) -13ؿىُ ثب تٛخٝ ثٝ 

. ٚلتی پب٘چ ثٝ تشن ٘ضدیه اػت ٔیذاٖ اػت ٘بٔثجتتٙؾ ٔٛد اَٚ ٕٞٛاسٜ 

ٞبی فـبسی سا ثش ػٌٛح تشن تٙؾ فـبسی ٘بؿی اص تٕبع پب٘چ ثب خؼٓ، تٙؾ

وٙذ وٝ ثبٓث ثؼتٝ ؿذٖ دٞب٘ٝ تشن ٚ ٔبْ٘ اص سؿذ آٖ تحت ٔٛد إٓبَ ٔی

ت هشیت ؿذت تٙؾ ٔٛد اَٚ ٔمبدیشی ٔٙفی خٛاٞٙذ ؿٛد. دس ایٗ حبِاَٚ ٔی

ا٘ذ(. ثب دٚس ؿذٖ پب٘چ اص تشن سفتٝ سفتٝ اثش داؿت ) وٝ دس ؿىُ حزف ؿذٜ

یبثذ ٚ ٔمبدیش هشیت ٔیذاٖ تٙؾ فـبسی صیش پب٘چ ثش ػٌٛح تشن وبٞؾ ٔی

وٙٙذ. ثٙبثشایٗ دس تٕبع ثذٖٚ اكٌىبن پب٘چ ؿذت تٙؾ ثٝ كفش ٔیُ ٔی

 ّی ثب سؿذ ٘ذاسد.ای تشن تٕبیاػتٛا٘ٝ

دس خؼٓ ٚ ػٌٛح  yٞبیی دس ساػتبی ٚخٛد اكٌىبن ثبٓث إٓبَ تٙؾ

وٙٙذ ٚ ٞب ػٌٛح تشن سا اص یىذیٍش ثبص ٔیؿٛد. إٓبَ ایٗ تٙؾتشن ٔی

دٞٙذ. ثٙبثشایٗ دس حبِتی وٝ هشایت ؿذت تٙؾ ٔٛد اَٚ سا افضایؾ ٔی

اكٌىبن ٚخٛد داسد دٚ ٓبُٔ ثش هشیت ؿذت تٙؾ ٔٛد اَٚ تبثیشٌزاس٘ذ: 

ٔیذاٖ تٙؾ فـبسی ٘بؿی اص تٕبع پب٘چ ٚ تٙؾ وــی ٘بؿی اص اكٌىبن. ثب 

 یبثذ ٚ اثشوبٞؾ ٔیدٚس ؿذٖ پب٘چ اص تشن اثش ٔیذاٖ فـبسی ٘بؿی اص تٕبع 

 د.ؿٛوــی ٘بؿی اص اكٌىبن غبِت ٔی تٙؾ

 

 
 )اِف(

 
 )ة(

هشایت ؿذت تٙؾ ثش حؼت تغییشات هشیت اكٌىبن )اِف( ٔٛد اَٚ ٚ  13ضکل 

 )ة( ٔٛد دْٚ

ؿٛد تب ایٙىٝ ثٝ ایٗ أش ػجت ٔثجت ؿذٖ هشیت ؿذت تٙؾ ٔٛد اَٚ ٔی

ٔبوضیٕٓ ٔمذاس خٛد ثشػذ. ثب ادأٝ سٚ٘ذ دٚس ؿذٖ پب٘چ اص تشن، سفتٝ سفتٝ اثش 

 ؿٛد.وــی ٘یض اص ثیٗ سفتٝ ٚ هشیت ؿذت تٙؾ ثٝ كفش ٍٕٞشا ٔیتٙؾ 

اثش ٔیذاٖ تٙؾ فـبسی ٚ تٙؾ ٘بؿی اص اكٌىبن ثش هشیت ؿذت تٙؾ 

ثش خلاف  دٞذ وٝ.)ة( ٘ـبٖ ٔی-13ؿىُ ٔٛد دْٚ ثشٓىغ ٔٛد اَٚ اػت. 

ثب افضایؾ هشیت هشیت ؿذت تٙؾ ٔٛد اَٚ، هشیت ؿذت تٙؾ ٔٛد دْٚ 

تٛا٘ذ ٔٙدش ثٝ ایٗ ؿٛد وٝ ثٝ اصای ایٗ وبٞؾ ٔی یبثذ.، وبٞؾ ٔیاكٌىبن

٘ضدیه پب٘چ ٚ تشن، هشیت ثشخی ٔمبدیش هشیت اكٌىبن، حتی دس فٛاكُ 

ؿذت تٙؾ ٔٛد دْٚ ٔٙفی ثٛدٜ ٚ تشن تٕبیّی ثٝ سؿذ تحت ایٗ ٔٛد ٘ذاؿتٝ 

  ثبؿذ.

دٞذ وٝ ٌٔبثك ا٘تِبس ثٝ اصای ٞش ٔمذاس هشیت اكٌىبن ثب ٘تبیح ٘ـبٖ ٔی

ثٝ كفش ٍٕٞشا  ٟ٘بیتبًٔٛد اَٚ ٚ دْٚ دٚس ؿذٖ پب٘چ اص تشن هشائت ؿذت تٙؾ 

 ؿٛ٘ذ.ٔی

اثش تٛصیْ  ،هشیت اكٌىبنٚ پبسأتشٞبی ٞٙذػی  ثب ثبثت ٍ٘ٝ داؿتٗ

ثٝ ّٓت وٓ ثٛدٖ ٟ٘بیت ثشسػی ؿذٜ اػت. خٛاف الاػتیه دس خؼٓ ٘یٕٝ ثی

هخبٔت لایٝ ٞذفٕٙذ ٘ؼجت ثٝ هخبٔت وُ خؼٓ اثش تغییشات تٛصیْ خٛاف 

تبثیش چٙذا٘ی ثش ٕ٘ٛداس  r ٚqدس ایٗ لؼٕت ٘بچیض اػت. ثٙبثشایٗ تغییشات

سا ثش سٚی هشایت ؿذت  rاثش تغییشات  14ؿىُ هشایت ؿذت تٙؾ ٘ذاسد. 

دٞذ. ثٝ ّٓت تـبثٝ اص آٚسدٖ ٕ٘ٛداس تغییشات هشایت ؿذت تٙؾ ٘ـبٖ ٔی

 اختٙبة ؿذٜ اػت. qتٙؾ ثش حؼت تغییشات 

وٛچه ثٛدٖ ػٌح تٕبع دس ٔمبثُ ؿٔبّ پب٘چ ٚ ػبیش اثٔبد  ثٝ ّٓت

 خؼٓ، تغییش ؿٔبّ پب٘چ ٘یض تبثیشی ثش هشایت ؿذت تٙؾ ٘ذاسد.

 

 
 )اِف(

 
 )ة(

 َ ٚ )ة( ٔٛد دْٚ)اِف( ٔٛد اٚ rهشایت ؿذت تٙؾ ثش حؼت تغییشات  14ضکل 
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هشایت ؿذت تٙؾ سا ثشای ٔمبدیش ٔختّف هخبٔت لایٝ  15ؿىُ 

دٞذ. افضایؾ هخبٔت لایٝ ٞذفٕٙذ ثش هشیت ؿذت تٙؾ ٞذفٕٙذ ٘ـبٖ ٔی

-تبثیش اػت أب هشیت ؿذت تٙؾ ٔٛد اَٚ سا افضایؾ ٔیٔٛد دْٚ تمشیجبً ثی

 دٞذ.

  ای ثش سٚی خؼٓ ٘یٕٝ یح ثذػت آٔذٜ اص تٕبع پب٘چ اػتٛا٘ٝٔمبیؼٝ ٘تب

آٔذٜ اػت  >33=ٟ٘بیت ٞذفٕٙذ ثب ٘تبیح تٕبع پب٘چ تخت وٝ دس ٔشخْ  ثی

دٞذ وٝ اٌشچٝ ٕ٘ٛداسٞبی هشیت ؿذت تٙؾ ٔٛد اَٚ ٚ دْٚ دس ایٗ  ٘ـبٖ ٔی

دٚ حبِت ثب یىذیٍش ٔتفبٚت اػت؛ أب سفتبس وّی ایٗ ٕ٘ٛداسٞب ٔـبثٝ یىذیٍش 

اثش تغییش هشیت اكٌىبن  اػت. ایٗ تـبثٝ دس تغییشات هشایت ؿذت تٙؾ دس

ثٝ خٛثی لبثُ ٔـبٞذٜ اػت. تغییشات هشیت ؿذت تٙؾ ٔٛد اَٚ دس اثش تغییش
r ٝ٘ای ثؼیبس وٓ اػت دس حبِی وٝ دس تٕبع پب٘چ تخت  دس تٕبع پب٘چ اػتٛا

 % هشیت ؿذت تٙؾ ٔٛد اَٚ سا تغییش دٞذ. 50تٛا٘ذ تب  ٔی rتغییشات 

 

 
 )اِف(

 
 )ة(

هشایت ؿذت تٙؾ ثش حؼت تغییشات هخبٔت لایٝ ٞذفٕٙذ )اِف( ٔٛد اَٚ  15ضکل 

 ٚ )ة( ٔٛد دْٚ
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ٟ٘بیت ای ٚ خؼٓ ٘یٕٝ ثیدس ایٗ ٔمبِٝ ٔؼئّٝ تٕبع پب٘چ كّت اػتٛا٘ٝ

اػت. ٞذفٕٙذ دس حوٛس ٚ دس ٓذْ حوٛس تشن ػٌحی ٔٛسد تٛخٝ لشاس ٌشفتٝ 

پب٘چ ٚ هخبٔت لایٝ ؿٔبّ ، تبثیش هشیت اكٌىبن تٛصیْ خٛاف الاػتیه

ٞبی ایدبد ؿذٜ ٚ هشایت ؿذت خبثدبیی پب٘چ، تٙؾ-ثش ٕ٘ٛداس ٘یشٚ ٞذفٕٙذ

 تٙؾ ٔٛد اَٚ ٚ دْٚ ثشسػی ؿذٜ اػت. 

 ٘تبیح ثذػت آٔذٜ ثٝ ؿشح صیش اػت:

ٞبی یىؼبٖ پب٘چ  سا ثشای خبثدبییافضایؾ ٘یشٚی تٕبع ، rؾ افضای ( 1

 ثش لبٖ٘ٛ تٕبع ٘ذاسد.تبثیشی  q؛ أب تغییشات دس پی داسد

( ثب افضایؾ هخبٔت لایٝ ٞذفٕٙذ، ػفتی وّی خؼٓ افضایؾ یبفتٝ ٚ دس 2

 یبثذ. افضایؾ ٔی ٞبی یىؼبٖ پب٘چ٘یشٚی تٕبع ثشای خبثدبیی٘تیدٝ 

دٞذ ٚ ثٝ اصای  ػٌح تٕبع سا افضایؾ ٔی( افضایؾ ؿٔبّ پب٘چ، 3

 یبثذ. ، ٘یشٚی تٕبع سا افضایؾ ٔیٞبی یىؼبٖ پب٘چخبثدبیی

ثب تبثیش چٙذا٘ی ثش تٛصیْ تٙؾ فـبسی صیش پب٘چ ٘ذاسد.  q( تغییشات 4

یبثذ أب دس ، دس ٔشوض پب٘چ ٔبوضیٕٓ ٔمذاس تٙؾ فـبسی وبٞؾ ٔیrافضایؾ

ٚ  افضایؾ هخبٔت لایٝ ٞذفٕٙذتغییشات ٘بؿی اص  یبثذ.افضایؾ ٔی ٞب تٙؾِجٝ

 .اػت rافضایؾ ؿٔبّ پب٘چ ٔـبثٝ سٚ٘ذ تغییشات ٘بؿی اص افضایؾ

( تغییشات تٛصیْ خٛاف الاػتیه ٚ ٘یض هخبٔت لایٝ ٞذفٕٙذ ثش تٛصیْ 5

 تبثیش اػت. ثی yتٙؾ دس ساػتبی 

ٞبی ؿٛد تٙؾ( ٚخٛد اكٌىبن ثبٓث ٔی6 yy  اص حبِت تمبسٖ خبسج

ٞبی فـبسی ٚ دس ػٕت دیٍش ؿٛ٘ذ. دس ایٗ حبِت دس یه ػٕت خؼٓ تٙؾ

 آیذ.ٞبی وــی ثٝ ٚخٛد ٔیتٙؾ

( اٌش اكٌىبن ٚخٛد ٘ذاؿتٝ ثبؿذ هشیت ؿذت تٙؾ ٔٛد اَٚ ٔٙفی 7

وٙذ. ٕٞچٙیٗ هشیت ؿذت پب٘چ اص تشن ثٝ كفش ٔیُ ٔیاػت ٚ ثب دٚس ؿذٖ 

تٙؾ ٔٛد دْٚ ٘یض وٝ دس اثتذا، ٔبوضیٕٓ اػت ٚ ثب دٚس ؿذٖ پب٘چ اص تشن ثٝ 

 وٙذ.كفش ٔیُ ٔی

( افضایؾ هشیت اكٌىبن هشیت ؿذت تٙؾ ٔٛد اَٚ سا افضایؾ 8

 یبثذ.دٞذ. ایٗ دس حبِیؼت وٝ ثب هشیت ؿذت تٙؾ ٔٛد دْٚ وبٞؾ ٔی ٔی

ت هخبٔت وٓ لایٝ ٞذفٕٙذ دس ٔمبیؼٝ ثب هخبٔت وُ خؼٓ، ( ثٝ 9ّٓ

ثش هشایت ؿذت تٙؾ ٔٛثش ٘یؼت. ٕٞچٙیٗ ثٝ ّٓت وٛچه  r ٚqتغییشات

ثٛدٖ ػٌح تٕبع دس ٔمبثُ ؿٔبّ پب٘چ ٚ تغییش ؿٔبّ پب٘چ ٘یض تبثیشی ثش 

 هشایت ؿذت تٙؾ ٘ذاسد.

هخبٔت لایٝ ٞذفٕٙذ ثش هشیت ؿذت تٙؾ ٔٛد دْٚ تمشیجبً ( افضایؾ 10

 دٞذ. تبثیش اػت أب هشیت ؿذت تٙؾ ٔٛد اَٚ سا افضایؾ ٔیثی

 مراجع -9

[1] Sahin, A., “An  Interface Crack  for  a Graded Coating Bonded  to Layered 
Medium,” Ph.D Thesis, Lehigh University, Pennsylvania, USA. , 2002. 

[2]Hertz, H., “Uber die Berührung fester elastischer Körper, Journal für die 
reine und angewandte Mathematik,” Vol. 8, No. 92, pp. 297-306, 1882. 

[3] Giannakopoulos, A. and Pallot, P., “Two-dimensional contact analysis of 
elastic graded materials,” Journal of the Mechanics and Physics of Solids, 
Vol. 48, No. 8, pp. 1597-1631, 2000.  

[4] Aizikovich, S. Alexandrov, V. Kalker, J. Krenev, L. and Trubchik, I. 
“Analytical solution of the spherical indentation problem for a half-space 
with gradients with the depth elastic properties,” International Journal 
of Solids and Structures, Vol. 39, No. 10, pp. 2745-2772, 2002.  

[5] Ke ,L. L. and Wang, Y. S., “Two-dimensional contact mechanics of 
functionally graded materials with arbitrary spatial variations of 
material properties,” International Journal of Solids and Structures, Vol. 
43, No. 18, pp. 5779-5798, 2006. 

[6] Ke, L. L. and Wang, Y. S., “Two-dimensional sliding frictional contact of 
functionally graded materials,” European Journal of Mechanics-A/Solids, 
Vol. 26, No. 1, pp. 171-188, 2007. 

[7] Guler, M. and Erdogan, F., “The frictional sliding contact problems of 
rigid parabolic and cylindrical stamps on graded coatings,” International 
journal of mechanical sciences, Vol. 49, No. 2, pp. 161-182, 2007. 

[8] Dag, S. Guler, M. A. Yildirim, B. and Cihan Ozatag, A., “Sliding frictional 
contact between a rigid punch and a laterally graded elastic medium,” 
International Journal of Solids and Structures, Vol. 46, No. 22, pp. 4038-
4053, 2009. 

[9] Dag, S. Guler, M. A., Yildirim, B. and Ozatag, A. C., “Frictional Hertzian 
contact between a laterally graded elastic medium and a rigid circular 
stamp,” Acta Mechanica, Vol. 224 ,No. 8, pp. 1773-1789, 2013. 

[10] Gun, H. and Gao, X.-W., “Analysis of frictional contact problems for 
functionally graded materials using BEM,” Engineering Analysis with 
Boundary Elements, Vol. 38, pp. 1-7, 2014. 

[11] Erdogan, F., “Fracture mechanics of functionally graded materials,” 
Composites Engineering, Vol. 5, No. 7, pp. 753-770, 1995. 



 و هوکبراى لاری زاده علی طبلع                                               در حضور ترک سطحی نهبیت هدفوند سن نیوه بیای و ج هسئله توبس لغسشی پبنچ صلب استوانه

11 

ی
ور

فنا
و 

م 
لو

 ع
یه

شر
ن

 
 

[12]Jin, Z. H. and Batra, R., “Some basic fracture mechanics concepts in 
functionally graded materials,” Journal of the Mechanics and Physics of 
Solids, Vol. 44, No. 8, pp. 1221-1235, 1996.  

[13]Erdogan, F. and Wu, B., “Crack problems in FGM layers under thermal 
stresses,” Journal of thermal stresses, Vol. 19, No. 3, pp. 237-265, 1996. 

[14] Erdogan, F. and Wu, B., “The surface crack problem for a plate with 
functionally graded properties,” Journal of Applied Mechanics, Vol. 64, 
No. 3, pp. 449-456, 1997. 

[15] Choi, H. J., “ The problem for bonded half-planes containing a crack at an 
arbitrary angle to the graded interfacial zone,” International Journal of 
Solids and Structures, Vol. 38, No. 36, pp. 6559-6588, 2001. 

[16] Walters, M. C. Paulino, G. H. and Dodds, R. H., “Stress-intensity factors for 
surface cracks in functionally graded materials under mode-I 
thermomechanical loading,” International Journal of Solids and 
Structures, Vol. 41, No. 3, pp. 1081-1118, 2004. 

[17] Dag, S., “Thermal fracture analysis of orthotropic functionally graded 
materials using an equivalent domain integral approach,” Engineering 
fracture mechanics, Vol. 73, No. 18, pp. 2802-2828, 2006. 

[18] Dag, S. Yildirim, B. and Sarikaya, D., “Mixed-mode fracture analysis of 
orthotropic functionally graded materials under mechanical and thermal 
loads,” International Journal of Solids and Structures, Vol. 44, No. 24, pp. 
7816-7840, 2007. 

[19] Dag, S. Erhan Arman, E. and Yildirim, B., “Computation of thermal 
fracture parameters for orthotropic functionally graded materials using 
Jk-integral,” International Journal of Solids and Structures, Vol. 47, No. 
25–26, pp. 3480-3488, 2010. 

[20] Dag, S. “Crack and Contact Problems in Graded Materials,” Ph.D Thesis, , 
Lehigh University, USA, 2001. 

[21] Dag, S. and Erdogan, F., “A surface crack in a graded medium loaded by a 
sliding rigid stamp,” Engineering Fracture Mechanics, Vol. 69, No. 14, pp. 
1729-1751, 2002. 

[22] Choi, H. J. “Effects of graded layering on the tip behavior of a vertical 
crack in a substrate under frictional Hertzian contact,” Engineering 
fracture mechanics, Vol. 68, No. 8, pp. 1033-1059, 2001. 

[23] Choi, H. J. and Paulino, G. H., “Interfacial cracking in a graded 
coating/substrate system loaded by a frictional sliding flat punch,” 
Proceedings of the Royal Society A: Mathematical, Physical and 
Engineering Science, Vol. 466, No. 2115, pp. 853-880, 2010. 

[24] Dag, S. Apatay, T. Guler, M. A. and Gulgeç, M., “A surface crack in a graded 
coating subjected to sliding frictional contact,” Engineering Fracture 
Mechanics, Vol. 80, pp. 72-91, 2012. 

[25]Liebowitz, H. Sandhu, J. Lee, J. and Menandro, F., “Computational fracture 
mechanics: research and application,” Engineering fracture mechanics, 
Vol. 50, No. 5-6, pp. 653-670, 1995. 

[26]Altus, E. and Bar-Yoseph, P., “A 3-D finite difference solution for 
orthotropic laminated composites using curvilinear coordinates,” 
Computers & Structures, Vol. 17, No. 4, pp. 573-577, 1983. 

[27]Dorogoy, A. and Banks‐Sills, L., “Shear loaded interface crack under the 
influence of friction: a finite difference solution,” International Journal 
for Numerical Methods in Engineering, Vol. 59, No. 13, pp. 1749-1780, 
2004. 

[28]Dorogoy, A. and Banks-Sills, L., “Effect of crack face contact and friction 
on Brazilian disk specimens—A finite difference solution,” Engineering 
fracture mechanics, Vol. 72, No. 18, pp. 2758-2773, 2005. 

[29]Guinea, G. V. Planas, J. and Elices, M., “KI evaluation by the displacement 
extrapolation technique,” Engineering fracture mechanics, Vol. 66, No. 3, 
pp. 243-255, 2000. 

[30] Raju, I. and Newman, J., “Three dimensional finite-element analysis of 
finite-thickness fracture specimens,” NASA TN D-8414, Technical report, 
Langley Research Center, May 1977. 

[31] Smith, S. A. and Raju, I. S., “Evaluation of stress-intensity factors using 
general finite-element models,” Fatigue and Fracture Mechanics 
(Twenty-Ninth Volume) ASTM STP, Vol. 1332, pp. 176-200, 1999.  

[32]De Morais, A. B., “Calculation of stress intensity factors by the force 
method,” Engineering Fracture Mechanics, Vol. 74, No. 5, pp. 739-750, 
2007. 

[33]Talezadehlari, A. and Sadighi, M., “Numerical analysis of the fracture 
parameters in the sliding contact problem between a rigid flat punch 
and a functionally graded semi-infinite medium in the presence of a 
surface crack,” In Persian, Modares Mechanical Engineering, Vol. 13, No. 
12, pp. 14-24, 2013.  

[34]Tamura, I. Tomota, Y. and M. Ozawa, “Strength and ductility of Fe-Ni-C 
alloys composed of austenite and martensite with various strengths,” in 
Proc. Conf. on Microstructure and Design of Alloys, Institute of Metals 
and Iron and Steel Institute, London., Vol. 1, No. 129, pp. 611-615, 1973. 

[35]Nikbakht, A. Fallahi Arezoodar, A. Sadighi, M.  Zucchelli, A. and 
Talezadehlari, A., “Frictionless elastic contact analysis of a functionally 
graded vitreous enameled low carbon steel plate and a rigid spherical 
indenter,” Composite Structures, Vol. 96, pp. 484-501, 2013. 

[36] Talezadehlari, A., “Analysis of contact problem in high temperature in 
the presence of cracks in the functionally graded (FGM) layers,” In 
Persian, MSc Thesis, Amirkabir University of Technology, Iran, 2012. 

 
 


